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摘要摘要 统一混合网络理论模型引入4个混合比，对复杂网络相关的随机性、确定性、变速增长进行调控，这样更符合随机性与确定

性统一的现实世界网络。总结了复杂网络的3种类型熵：Boltzmann-Gibbs熵、非广延熵Sq和开放网络的熵与混合比之间的关

系。熵从本质上揭示了网络的熵变与无标度网络的幂律指数之间的函数关系，阐明了复杂网络的演化机制及复杂性变化的特点。
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熵的概念是在 19世纪 60年代由德国物理学家Clausius
提出，经过Boltzmann和Gibbs等的发展，成为热力学理论的

重要物理量之一[1]。从热力学观点，熵是不能再被转化作功

的能量总和的一种测度，其宏观意义是系统能量分布均匀性

的一种量度。熵的增加意味着有效能量的减少。从统计力

学考察，熵是一个体系有序度或混乱程度的度量，熵越大，系

统的混乱程度就越大，反之则系统的有序度越高。将一个复

杂系统的第一种熵的定义为Boltzmann-Gibbs熵（BGS）：

BGS = -kB∑
i = 1

∞
P( )i lnP( )i （离散系统） （1）

或

BGS = -kB∫GP lnPdΓ （连续系统） （2）
并且满足归一化条

∑
i = 1

∞
P( )i = 1 （3）

其中P(i)是系统在第 i个微观状态的概率，kB是Boltzmann常

数。不失一般性，通常选取kB=1。
1948年，Claude E Shannon（香农）拓广上述热力学中的

热熵概念，提出了“信息熵”的概念，用来描述信息源的不确

定度。类似于式（1），香农信息熵（Shannon's entropy）定义为

S = -∑G
P( )G lnP( )G （4）

式中P(G)表示信息源输出概率函数，其中对数通常取2为底，

单位为比特，也可转换到其他形式。最简单的单符号信源仅

取0和1两个元素，即二元信源，其概率为P和Q=1-P，该离散

信源的信息熵具有：1）非负性，即收到一个信源符号所获得

的信息量应为正值，S≥0；2）对称性，即对称于P=0.5；3）确

定性，S(1,0)=0，即P=0或P=1已是确定状态，所得信息量为0；
4）极值性，当P=0.5时，S最大；而且S是P的上凸函数。对连

续信源，香农同样给出了形式上类似于离散信源的连续熵。

一般当一种信息出现概率更高时，表明它被传播得更广泛，

或是被引用的程度更高。因此，从信息传播的角度来看，香

农信息熵可以表示信息的价值，可以作为一个衡量信息价值

高低的标准，由此可以推论做出关于一个复杂系统的有序度

或混乱程度的度量，如果熵越小则复杂系统的有序度越高，

熵越大则一个复杂系统混乱程度越大。

1988年Tsallis引入了非广延熵S[2-4]
q ，定义为

Sq = - 11 - q{ }1 -∑
i = 1

∞
[ ]P( )i q

（5）
式中q为特性参数，当q→1时，Sq便简化为BGS熵。

基于本研究组提出的统一混合网络理论框架[5-10]，利用该

框架的主要理论模型，研究了该模型下复杂网络的BGS和非

广延熵 Sq与混合比的变化关系，探讨了开放复杂网络的熵，

给出该模型下非平衡网络的熵与混合比的变化关系，从而为

度量复杂网络的复杂性提供了理论依据和合理的物理机制。

1 统一混合网络理论模型
为描述从规则格状网络到随机网络的转变，1998 年

Watts和Strogatz提出了小世界模型。其基本算法为，1）初始

为规则网络。最初网络为1个具有N个节点的环形最近邻耦

合网络，每个节点只与它的偶数K个邻居节点相连。2）随机
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化。以概率P随机为网络的每条边重新连接，同时保证没有

自环和重边。随着连接概率P的变化，观察到3种类型网络，

规则网络（P=0）、小世界网络（0＜P＜1）和随机网络（P=1）。

由此发现的小世界网络同时具有小的平均路径长度和大的

集聚系数特性。

1999年，Barabási和Albert提出了无标度网络结构的两

种生成机制，增长和优先连接。网络中不断加入新的节点，

而新节点优先与已有连接边数大的节点相连（即富者越

富）。BA 无标度模型基本算法为：1）增长。初始少量（m0）

个节点，在每个时间间隔加入1个新节点，且新节点与网络中

已有的m个节点相连。2）优先连接。新节点与已有节点 i相

连的概率取决于节点 i的度ki，即

∏i
= ki∑

j

kj

（6）

根据上述两条准则，经过 t步后生成1个节点数为N=t+m0、

边数为mt和具有幂律的无尺度网络。

在小世界和无尺度模型的启发下，发展出了大量的复杂

网络模型，包括无权和加权模型等在内的大量网络演化模

型，经分析发现大多数模型偏于两种极端情形，广义随机性

连接和完全确定性连接方式。但是，自然界和人类社会的一

个最基本事实是，普遍存在随机性与确定性 2种混合连接情

形，即共存2种基本连接方式，2种极端情形并不完全符合现

实世界的实际网络。为更好地刻画真实网络，本研究组提出

了 1种统一混合网络理论框架，更细致地描述确定性和随机

性统一混合网络的演化机制，符合自然的、社会的、物理的、

技术的以及生命的大多数实际网络情况。

统一混合网络理论框架引入 4个混合比，由 3个模型组

成：和谐统一的混合择优模型（HUHPM）、大统一混合网络模

型（LUHNM）和大统一混合变速增长模型（UHVSG）。图 1是
统一混合网络理论3个模型以及网络连接生长过程示意图。

图1 统一混合网络理论3个理论模型以及网络连接生长过程示意

Fig. 1 Illustrations of three theoritical models in the unified hybrid network model and their growth

1.1 HUHPM模型

HUHPM模型主要是为了克服无权BA网络模型和现有

许多有权网络模型只有“随机性择优”的不足，在这类网络模

型中引入“确定性择优”思想，即在复杂网络的增长中采用两

种混合择优连接，以改进和完善这一大类的无权和有权网

络。为此，称HUHPM作统一混合网络理论框架的第一部曲

模型，只定义1个总混合比dr控制2种混合方式：

dr = DPA
RPA

（7）
式中，DPA为确定性连接总时数（determinatic preference at⁃
tachment），RPA为随机性连接总时数（random preference at⁃
tachment），DPA∈[0,+∞]，RPA∈[0,+∞]，dr∈[0,+∞]。HUHPM的演

化方式如下。

1）增长。在初始时刻，假定系统中已有少量(m0个)节
点，在之后的每一个时间间隔中，新增 1个度为m的点（m≤
m0），并将m条边连接到网络中已经存在的m个不同的节点，

m条边的连接按照以下混合连接进行。

2）混合连接。新节点与已有节点 i相连的概率根据混合

连接方式进行，根据给定的总混合比 dr确定混合连接的次

序，从统计意义上，最终并不影响统计结果。（1）确定性择优

方式。连接前把整个网络按照节点度从大到小进行排序：k1>
k2>…km>…>kn，再对前m个度最大的节点直接连接。（2）随机

性择优方式。可以应用任意一种网络模型的随机择优方式，

可将HUHPM应用于任何典型模型。

网络演化中总混合比dr是唯一的参数，实施随机性择优

与确定性连接相结合，而两者连接的优先次序完全灵活的，

两者混合交替演化达到所需的比较大网络规模（长时间连

接）的最终结果不受影响。

1.2 LUHNM模型

仅考虑确定性与随机性这两大类的择优连接方式，还不

能完全反映实际世界网络形成中存在连接方式的多样性和

复杂性。因为不论随机性连接，还是确定性连接，只考虑1种
“择优”方式，而不考虑其他可能连接方式，与实际情形不完

全相符。现实世界网络中，随机性和确定性两大类连接都存

在多种混合方式，例如，在选择两地之间的交通路线时，既可

以从可能的路线中随机选择一条路线（即随机），也可选择一

条最近的路线（即择优），可根据平时的交通状况选择偏僻路
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线来避开拥挤（即选择节点度相对较小的节点进行连接），或

根据实际交通状况混合选择。这样，网络中存在多种混合连

接方式。因此可把HUHPM推广到LUHNM作为第2层次，之

前HUHPM中总混合比dr成为第1层次混合比，引入2个混合

比作为第2层次的2个混合比，一个是随机混合比gr，定义为

gr = 一般随机性连接的时步数( )GRA

总随机性连接的时步数( )RA
（8）

另一个是确定性混合比 fd，定义为

fd = 确定性扶贫连接的时步数( )HPA

总确定性连接的时步数( )DA
（9）

它们的关系为：DA=HPA+DPA，RA=GRA+RPA，式中 fd∈[0,1]，
gr∈[0,1]。

LUHNM的演化算法与HUHPM类似，不同的是考虑了 3
个混合比（dr、gr、fd）。

1）增长。在初始时刻，假定系统中已有少量（m0个）节

点，在以后每个时间间隔中，新增1个度为m的点（m≤m0），并

将这m条边连接到网络中已经存在的m个不同的节点，m条

边的连接按照混合连接进行。

2）混合连接。当在网络中选择节点与新增节点连接时，

被选择的节点 i与新节点连接的概率为∏( )ki ，首先按照混

合比 dr确定节点 i是随机性连接还是确定性连接，对于随机

性连接方式，以gr的比率按照BA模型演化，同时以（1-gr）的

比率按照ER 模型演化；对于确定性连接方式，按照度的大小

将网络中全部节点从大到小排序，以 fd的比率选择前m个度

最大的节点连接，以（1-fd）的比率选择后m个度最小的节点

连接。

1.3 UHVSG模型

许多实际网络，不论是节点增减还是边的变化速度均不

一致，而且同时随时间变化。例如在电话呼叫而形成的网络

中，在工作时间段，可能有很多人在同时打电话，而在晚上休

息的时间段，打电话的人数相对少很多；而且随着电话数量

的增加，网络规模也在不断增加，呼叫数量也相应增多。这

种情形称为变速，它影响网络连接的分布，并且可能决定其

结构。为全面反映网络实际增长过程中的多种变化情形，将

LUHNM进一步扩充为UHVSG，作为第 3层次，其最大特点

是，在总混合比dr及第2层次的2个混合比（fd、gr）基础上，又

从第3层次上引进变速混合比 vg为

vg = 确定性变速增长时步数( )DVG

随机性变速增长时步数( )RVG
（10）

式中，m=DVG+RVG。
典型的变速方式之一为

m( )t = p( )t [ ]N( )t α
（11）

式中，m(t)为 t时刻加入网络的节点的连接边数；p(t)为网络中

边的连接概率；N(t)为 t时刻网络中总的节点数，m(t)≤N(t)；0<p
(t)≤1；α为变速指数，依α取不同值而分为正常（α＝0）、加速

（0＜α＜1）和超加速（α≥1）等情形。

UHVSG算法考虑 4个混合比（dr、gr、fd、vg），和 LUHNM
相比，每个新节点要选择连接边的个数不再为常数。

1）增长。在初始时刻，假定系统中已有少量（m0个）节

点，在以后的每 1个时间间隔 t中，新增 1个度为m(t)的点，并

将这m(t)条边连接到网络中已经存在的m(t)个不同节点上。

2）混合连接。当在网络中选择节点与新增节点连接时，

被选择的节点 i与新节点的连接方式按照LUHNM的连接方

式进行。

上述统一混合网络理论模型已经从单一网络推广到了

多层次超网络[11]，并应用于500强企业高科技超网络[12]，理论

与实证研究结果相一致。

2 统一混合网络模型中熵与混合比的复杂性变化
2.1 随dr的变化

统一混合网络理论框架里第一部曲HUHPM中利用调控

总混合比 dr，同时进行确定性择优和随机性择优 2种择优连

接，不仅得到了无标度特性，而且观察到幂指数对总混合比

dr的变化具有很强的敏感性，随 log(dr)的增加而增加，dr=1/1
是一个相变阈值；并且网络的小世界特性更突出，与无权BA
和权重演化网络（BBV）等模型比较，HUHPM具有最短平均

路径距离 L和最大平均群聚系数C，dr有利于增加网络局部

集团化。

研 究 结 果 表 明 [13]，在 无 权 HUHPM- BA 模 型 、有 权

HUHPM-BBV模型中，熵随着 dr的增加而减小，其中在计算

熵时，P(i)由度分布表示。BGS和 Sq熵与混合比（dr、fd、gr）的

关系，如图 2所示，网络规模N=3000。图 2（a）是BGS熵随 dr

和γ的变化理论关系图，图 2（b）是对不同 dr时 Sq和 q的关系

图，可以看到固定参数 q值时，Sq随 dr的增加而降低，网络越

不均匀，有序度得到提高。BGS熵与混合比（dr、fd、gr，α）间

存在更加复杂的关系，在确定占主导时，随 fd增加，熵出现非

线性变化。

在HUHPM模型形成的网络中，图2给出BGS和Sq熵都随

着混合比 dr的增加而降低。因为总混合比 dr增加意味着在

网络增长过程中确定性择优选择连接方式越来越多，网络的

熵因此不断减小，网络拓扑演化趋于星形网络，增加确定性

可以提高网络的有序程度。

在无权HUHPM-BA模型、有权HUHPM-BBV模型中，熵

都随着 γ的增加而减小。说明对于HUHPM网络，该网络在

不断增长，是一个开放的系统，由混合比 dr进行调节系统的

外因输入。当dr=0/1时该网络中的熵已达最大，这样系统混

乱度或无序度增强了。

2.2 随 fd及gr的变化

统一混合网络理论框架的第二部曲模型LUHNM揭示了

BGS熵与混合比 fd和 gr的变化关系[14]，如图 3所示。在随机

性占主要时，在不同 fd值下，BGS熵也基本随混合比 gr增加

而下降，网络的有序度提高了。但是在 dr=1/1情况下，随机

性与确定性势均力敌，BGS熵出现不同变化。
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2.3 随变速指数α的变化

统一混合网络理论框架的第三部曲模型UHVSG针对网

络变速生长的特点，考虑网络增长变速，引入减速与加速比，

把各种实际网络中存在变速的特点包涵在内，使理论模型进

一步趋于完善。由此发现这类网络中累积度分布P(k)随混合

比变化可以在无标度分布SF和广延指数分布之间相互转变，

并揭示了拓扑特性、相称性系数与混合变速指数α之间的复

杂关系等。

值得关注的是，BGS熵与混合比及变速指数α之间存在

复杂关系，如图4所示，存在非线性关系。

图2 BGS和Sq熵与混合比（dr、fd、gr）之间的关系

Fig. 2 Relationships between entropy(BGS, Sq) and hybrid ratios(dr、fd、gr)

（a）BGS熵与dr的理论关系 （b）不同dr时Sq和q的关系

图3 BGS熵与混合比 fd和gr的关系（α=0.5）
Fig. 3 Relationships between BGS and ratios(fd, gr)

（a）dr=1/999 （b）dr=1/1 （c）dr=999/1

图4 BGS熵与混合比及变速指数α之间的关系

Fig. 4 Relationships between BGS and α

（a）dr=1/9 （b）dr=1/1 （c）dr=9/1
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2.4 BGS熵随混合比（dr、fd、gr，α）综合的变化

图5给出BGS熵随4个混合比（dr、fd、gr，α）变化，它们

之间存在更加复杂的关系，具体取决于 4个混合比的匹配情

况，如确定性连接占主导时，随 fd增加熵出现非线性变化，与

图4的变化特点相类似。

图 5 BGS熵与混合比（dr、fd、gr，α）之间的关系

Fig. 5 Curves of relations among BGS and ratios(dr, fd, gr, α)

3 开放网络的熵
真实世界的大多数网络显示具有小世界和无标度特性，

WS模型和BA模型给出了其定量可解的一种机制。其中复

杂网络理论模型中一个关键拓扑特性是度分布，BA模型及

其扩展模型中其度分布都是满足幂律分布，用幂律指数为

γ。于是，自然地提出两个感兴趣的问题：幂指数γ是否同非

平衡熵有关？又如何通过外部驱动来控制幂指数γ?这两个

问题的重要性在于揭开网络演化成自组织的物理机制，因为

熵作为复杂系统有序度的一个重要物理测度，在一个复杂系

统或复杂网络演化中其行为起重要作用。迄今大多数网络

模型的研究结果很难回答这两个问题，不论是无权的BA无

标度网络，还是加权BBV网络，其中γ都是常数，很少考虑γ

可以与一个函数的熵相关。如何获得γ与熵及驱动Hamilton
量之间的精确关系，这当然也同网络的拓扑性质及动力性质

有关，还与描述网络系统的非平衡态的 Liouville方程有关。

为此，毕桥和方锦清[15]从统计物理的系综理论出发探讨复杂

网络的非平衡熵的奥秘，为探索复杂网络的非平衡熵的复杂

性提供一种物理机制。

3.1 外势驱动下网络的刘维方程与度分布

如果一个复杂网络统计系综定义在一个图集g上，g上的

几率分布为P(G)，其观察值为 { }xi( )G ( )i = 1,2,⋯,r ，其期望值

为 { }xj 。在平衡态，P(G)是对应于式（4）的Shannon熵S取极

值，但是有一个限制条件

xi =∑G
xi( )G P( )G , i = 1,2,⋯,r, 且∑G

P( )G = 1 （12）
这样熵极值的问题可由构造的Lagrange乘子法及标准统

计力学方法给出度分布P(G)
P( )G = e-H ( )G

Z
（13）

式中，H(G)为网络的Hamilton量，由式（14）给出，θi为场边数间

的耦合或温度的倒数，Z 代表配分函数，Z =∑G
e-H ( )G = eα + 1 ，

H ( )G =∑i = 1
r θi xi( )G （14）

考虑一个开放网络系统被外部势F(G)驱动下时，F所驱

动的Hamiltonian速率为

dHdt =∑I

æ
è
ç

ö
ø
÷-ṗi

∂F∂ṗi

- q̇i
∂F∂q̇i

（15）
驱动力F(G)可作为 k和度速率 dkdt 的函数，即 Fæ

è
ö
ø

k, dkdt 。

从以上网络Hamilton的物理意义上可知，ki同系统的广义动

量有关。因此当考虑F一般是广义坐标 q、q·和广义功量 p的

函数时，其对应的Hamilton方程为

q̇i = ∂H∂pi

+ ∂F∂ṗi

, ṗi = -∂H∂qi

- ∂F∂q̇i

（16）
由此可以推导出开放网络系统的Liouville方程为

dp
dt = p∑t

æ
è
ç

ö
ø
÷

∂2F∂q̇i∂pi

- ∂2F∂qi∂ṗi

（17）
同时，得到度分布P(k)的刘维方程为

i
∂P( )k
∂t = LP( )k + f ( )k,γ （18）

因此，得到度分布解为

P( )k = eLt[ ]∫eLt f ( )k,γ dt （19）
3.2 度分布与熵的关系

作为一典型事例，将统一混合网络理论中第一部曲模型
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HUHPM的双择优方法应用到Barabasi和Albertr提出的无标

度 BA 模型和 Alain Barat、Barthelemy 和 Vespignani 提出的

BBV，从而得到HUHPM-BA网络和HUHPM-BBV网络。根

据数值模拟的结果，这些网络的度分布具有P(k)~k-γ的形式，

考虑γ是一个混合比dr的函数，导出驱动势F(dr)与γ关系

F( )dr ~k-1 3 - γ
2γ + 4γ2 - 6 （20）

其含义为，如果使用统一混合网络理论中第一部曲模型

HUHPM的方法确定驱动势F(dr)，则可得到对应的γ，反之亦

然。应用统一混合网络理论模型第一部曲方法，研究了

HUHPM-BA和HUHPM-BBV等，其中F可分别由总混合比dr

给出以下结果，对于HUHPM-BA
γ( )dr = A1

expæ
è
ç

ö
ø
÷

dr
A2

A3
+ A4 （21）

对于HUHPM-BBV

γ( )dr =
4 + δ A1

expæ
è
ç

ö
ø
÷

dr
A2

A3
+ A4

2δ + 1 （22）
与之前结果对比，以上网络模型 γ( )dr 的理论形式与之前的

数值结果相一致。

3.3 非平衡网络熵变和幂律指数γ之间一般关系

根据Boltzmann-Gibbs熵定义（1），熵变化率可定义为对

Gibbs熵的导数，即

dSdt = -kB∫GP lnP∂Γ̇∂Γ dΓ （23）
考虑到

∂Γ̇∂Γ = -∑
i

æ
è
ç

ö
ø
÷

∂2F∂q̇i∂pi

- ∂2F∂qi∂ṗi

（24）
得出

∂S∂t = -kB∫GP lnP∑
i

æ
è
ç

ö
ø
÷

∂2F∂q̇i∂pi

- ∂2F∂qi∂ṗi

dΓ
（25）

经推导[13]，可以得到熵变方程

dSdt ~3
3γ - γ2

γ - 3 + 2γ2 k
-γ - 2 + k- 12γ2 （26）

结果请见图6，当γ＞1或 γ＜ - 32 ，可决定 dSdt 值为负或为正。

由图 6可见，在正幂律中，对于 γ＜ - 32 ，P( )k ~k-γ ，这时

dSdt < 0 ，并当 γ减少时，趋于负无穷；在负幂律中，P( )k ~k-γ ，

对于 γ＞1，这时随 γ增加，dSdt > 0 增加；而在区间 - 32 < γ < 1
中，dSdt 可能极不稳定地变正或变负。这些揭示负的幂指数

γ＞1对应于熵增加 dSdt > 0 ，与热力学第二定律规律相一致，

而正的幂律 γ＜ - 32 对应于熵的减少 dSdt < 0 ，这同自组织产

生的方向一致。因此得出实现自组织复杂网络的条件是，度

分布的幂指数γ必须是负的，并且 γ＜ - 32 时，复杂网络演化

趋于自组织方向。

4 结论
本研究应用统计物理方法，讨论了统一混合网络理论模

型中3种熵的变化特点，揭示了这些熵与混合比的密切关系，

反映了复杂网络的拓扑结构对熵的重要影响；从熵本质上发

现了开放网络的熵变与无标度网络的幂律指数之间的函数

关系，并发现实现复杂网络自组织的一个条件，阐明了网络

的复杂性表现及其物理机制，为进一步探讨复杂网络的奥秘

提供参考和开拓思路。
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An entropy approach to complexity of networks generated with the
unified hybrid network model: Complexity of complex systems

AbstractAbstract Four hybrid ratios are introduced into the unified hybrid network model. They are more in line with the randomness, the
uncertainty and the variable growing in the real world network. This paper discusses three types of entropy of complex networks: the
Boltzmann-Gibbs entropy (BGS), the extensive entropy Sq, and the open network entropy, as well as the relationship between the entropy
and the hybrid ratios. From the essence of entropy, the function expression between the changing entropy of the network and the power-law
of the scale-free network is revealed. Also the characteristics of the evolution mechanism and the complexity of the network are expounded.
KeywordsKeywords unified hybrid network theory models; three types of entropy; hybrid ratios
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