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摘要摘要 以立式B-A摆头五轴数控机床为例，根据机床误差元素的时变特性，研究一种能够反映静、动态综合误差的数控机床误差

建模方法。将动态误差表达为与运动单元速度、加速度相关的傅里叶级数形式，并与静态误差结合，将运动副误差元素表达为静

态误差矩阵与动态误差矩阵的复合形式，利用多体系统理论构建了静、动态误差与刀具轨迹误差的映射关系模型。理论分析表

明，基于时变特性的综合误差建模方法考虑了运动学、动力学两方面的影响因素，可以更准确地反映机床高速、高精加工过程产

生的实际误差，从而为数控机床的误差补偿及控制参数整定奠定一定的理论基础。
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五轴数控机床相对于三轴数控机床增加了 2个转动轴，

具有刀具位姿调节能力强、切削效率高及工件安装时间短等

优点，因而被广泛应用于航空、航天领域复杂形面的加工[1]。

另一方面，五轴数控机床拓扑结构复杂，转动轴制造精度难

于保证，使其加工精度问题突显。特别在复杂、薄壁航空结

构件的加工过程中，经常出现尺寸超差及表面波纹。五轴数

控机床加工精度改善方法已成为研究的热点[2]。

机床加工误差是指刀具实际加工轨迹与工件理论轮廓

之间的偏差。精度设计与误差补偿是改善机床加工精度的

两种重要方法。精度设计是在机床制造阶段，通过合理的公

差分配，提升关键零部件的制造精度，选用高刚度、低热变形

的材料等方法使得机床具有较高的原始精度[3]。误差补偿通

过对现有机床增设补偿硬件局部地调整刀具位姿，或通过软

件修改机床控制参数及G代码提升加工精度[4,5]。机床误差模

型描述了进给轴误差元素与刀具轨迹误差的映射关系，可为

机床误差的检测、辨识、补偿以及控制参数整定提供理论依

据。无论是采用精度设计还是误差补偿的方法提升机床加

工精度，误差建模是必备的基础。

五轴数控机床的主要误差源包括关键零部件的制造、

装配误差，切削条件下各种力学因素引起的振动，以及高速

主轴头热误差等。分析各类误差产生的原因及表现形式，

根据时变特性可将误差分为仅依赖于运动单元位置的非时

变静态误差和依赖于运动单元速度、加速度特性的时变动

态误差。静态误差在机床装配完成后即可确定，且短时间

内不会发生变化，通常由进给轴的几何误差作用形成。动

态误差是由进给轴的速度、加速度所引发的阻尼力、惯性力

等力学因素作用而产生的变形及振动。动态误差不依赖于

运动单元的位置，但依赖于进给轴的速度和加速度，具有时

变特性。

关于机床静态误差建模的研究颇多，通常采用低序体

阵列法表达机床拓扑结构，然后基于小角度误差假设用齐

次坐标变换矩阵表达运动副的误差元素，最终基于多体系

统理论构建误差元素与刀具轨迹误差的映射关系[1,2,6]。关于

动态误差建模的研究相对较少，主要包括区间分析方法和

概率分析方法。黄鹏[7]利用区间分析方法构建了 3PRS并联

机床的动态误差模型，但该方法在边界条件时存在误差过

估计，此外，区间数作除数时不能包含0元素，这一运算特性

也大大限制了区间分析法的应用范围。Huang等[8]基于概率

分布构建了一种三自由度并联机构的误差模型，但该方法

中“所有误差具有零平均值”的假设条件存在一定的局限

性。无论是基于区间分析法还是基于概率分布，所构建的

误差模型都是从误差的数值特征定义误差项，未能真实地

反映动态误差蕴含的力学特性及时变特征。本文以立式B-
A摆头五轴数控机床为例，依据机床误差元素的力学特性及
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时变特性，研究一种能够反映静、动态综合误差的数控机床

误差建模方法。

1 五轴数控机床拓扑结构
以立式B-A摆头五轴数控机床为例，其物理模型如图 1

所示。该五轴数控机床加工系统主要由机床床身、X轴移动

单元、Y轴移动单元、Z轴移动单元、B轴摆动单元、A轴摆动单

元、刀具和工件共同组成。

将立式B-A摆头五轴数控机床的各运动单元视为简单

几何体，按照机床拓扑结构顺次连接，如图2所示。在各个运

动单元上固联空间坐标系，用以表述该运动单元在空间的位

姿。依据低序体阵列法，立式B-A摆头五轴数控机床的低序

体阵列如表1所示，其中λ为机床的各个典型体，Lτ(λ)为典型

体 λ的低序体算子，表示第 τ 阶低序典型体的标号。B-A摆

头五轴数控机床的低序体阵列可将五轴数控机床的拓扑结

构数学化表达，为进行五轴数控机床多体系统误差建模提供

了便利。

2 误差元素建模
复杂、薄壁航空结构件在加工过程中经常出现尺寸超差

和表面波纹，该现象与机床的联动精度密切相关。数控机床

的联动精度是机床各伺服轴在一定的速度、加速度条件下联

动运动时刀具的轨迹精度，其形成过程如图3所示。

0—机床床身；1—X轴移动单元；2—工件；3—Y轴移动单元；

4—Z轴移动单元；5—B轴摆动单元；6—A轴摆动单元；7—刀具

图1 立式B-A摆头五轴数控机床模型

Fig. 1 Structure of the B-A swiveling head 5-axis
machine tool

图2 立式B-A摆头五轴数控机床拓扑结构

Fig. 2 Topological structure of the B-A swiveling
head 5-axis machine tool
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表1 立式B-A摆头五轴数控机床低序体阵列

Table 1 Lower body array of the B-A swiveling head
5-axis machine tool

图3 数控机床联动精度形成过程

Fig. 3 The trajectory accuracy formation process of machine tools

在理想位移作用下，机床各伺服轴产生的几何误差，通

过运动学模型传递形成刀具的静态误差。另一方面，在理想

力矩作用下，机床各运动单元产生速度和加速度，相应地引

发伺服轴的动态误差，并通过运动学模型传递形成刀具的动

态误差。最终，在刀具的动态误差与静态误差综合作用下，

形成机床的联动误差。

数控机床动态误差与静态误差的区分，主要依据该误差

形成过程中的时变特性。静态误差在机床装配完成后即确
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定，反映的是机床的运动学特征，误差传递过程具有非时变

特征，误差大小仅依赖于各运动单元的位置。因此，任意运

动副中的静态误差可视为运动单元位置的多项式函数，即

δ
j

i (u) =∑
k = 0

n

Mk ρ
k θ

j

i (ξ) =∑
k = 0

n

Nkε
k （1）

其中，δ
j

i (u)、θ
j

i (ξ)分别为运动单元 i、j所构成运动副在u方向

的静态线性误差元素和绕ξ方向的静态角度误差元素，

u = x,y,z 为线性误差方向，ξ =α,β,γ 为角度误差方向；ρ为对

应平动进给轴的位置变量；ε为对应转动进给轴的位置变量；

k为位置多项式函数的拟合阶次; Mk 、Nk 分别为线性误差和

角度误差的拟合系数。

航空结构件的加工误差主要在精加工阶段形成。在精

加工过程中，刀具切削量极小，切削力相对于各伺服轴的进

给力可以忽略。动态误差主要是伺服轴的进给力，运动单元

的阻尼力、惯性力等力学因素引发的变形及振动。不失一般

性，可以通过等效换算将所有进给轴接触面视为一般弹性单

元，并假设其综合刚度为K，则进给轴接触面所产生的振动变

形X（t）与进给力F（t）、惯性力Fa（t）及阻尼力Fv（t）的关系可

以表示为

F(t) +Fa(t) +F v(t) =K∙X(t) （2）
由于数控系统的响应频率远高于机床机械系统的基础

固有频率，在机械系统频率分析范畴可将机床进给力视为理

想进给力，即进给力为理想常数，因此对方程（2）进行频域变

换可得

Fa(ωa) +F v(ωv) =K∙X(ω) （3）
通过方程（3）可知，进给轴接触面所产生振动的频率特

征，主要由惯性力、阻尼力的频率特征确定，即接触面的振动

可视为惯性力、阻尼力综合作用所引发的受迫振动。由于阻

尼力、惯性力分别依赖于运动单元的速度和加速度特性，因

此动态误差随机床运动单元速度、加速度的频率波动而动态

变化，且误差值被物理约束限定在一定范围内。由于在计算

机上开展有限序列频谱特性分析时，无论其是否来自周期序

列，都应该将其视为某一周期序列的1个周期[9]，因此根据动

态误差蕴含的力学特征和时变特性，可将动态误差视为与运

动单元速度、加速度的频率特性相关的傅里叶级数，即

Δ
j

i (u) =∑
k = 1

∞ (C j

i )k sin(k(ω j

i ) v t +(φ j

i ) v) +∑
k = 1

∞ (D j

i )k sin(k(ω j

i )at +(φ j

i )a)
（4）

Θ
j

i (ξ) =∑
k = 1

∞ (E j

i )k sin(k(ω j

i ) v t +(φ j

i ) v) +∑
k = 1

∞ (F j

i )k sin(k(ω j

i )at +(φ j

i )a)
（5）

式中，Δ j

i (u) 、Θ
j

i (ξ) 分别为运动单元 i、j所构成运动副在 u方

向的动态线性误差元素和 ξ 方向的动态角度误差元素；

u = x,y,z 为动态线性误差的方向；ξ =α,β,γ 为动态角度误差

的方向；(ω j

i ) v 、(ω j

i )a 分别为运动单元 i、j的相对速度和加速度

的角频率；(φ j

i ) v 、(φ j

i )a 分别为运动单元 i、j的相对速度和加速

度的相位；(C j

i )k 、(D j

i )k 、(E j

i )k 、(F j

i )k 为运动单元 i、j所构成运

动副的动态线性误差元素和角度误差元素的傅里叶级数对

应系数。当运动单元静止或低速平稳运动时 (ω j

i ) v = 0 ，

(φ j

i ) v = 0 且 (ω j

i )a = 0 ，(φ j

i )a = 0 ，对应的动态误差 Δ
j

i (u) = 0 且

Θ
j

i (ξ) = 0 。

3 综合误差建模
3.1 运动副误差传递矩阵

运动副由 2个相对运动的单元体构成，根据多体系统理

论可知，构成运动副的2个单元体之间的位姿误差，可以通过

3项线性误差与 3项角度误差构成的综合误差矩阵进行表

达。另一方面，根据误差形成过程的时变特性，可将每一项

误差分解为非时变静态误差和时变动态误差两部分。因此，

任意运动副中两相邻单元的位姿误差，可以通过 6项静态误

差构成的静态误差矩阵和6项动态误差构成的动态误差矩阵

进行综合表达。立式B-A摆头五轴数控机床包含移动副和

转动副，其所含误差元素如图 4所示，其中 δ
j

i (x) 、δ
j

i (y) 、δ
j

i (z)
为静态线性误差，θ

j

i (α) 、θ
j

i (β) 、θ
j

i (γ) 为静态角度误差，

Δ
j

i (x) 、Δ
j

i (y) 、Δ
j

i (z) 为动态线性误差，Θ
j

i (α) 、Θ
j

i (β) 、Θ
j

i (γ) 为
动态角度误差。

图4 机床移动副及转动副的误差元素

Fig. 4 Error components of the translational joint and the rotation joint in machine tools

（a）移动副 （b）转动副
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应用齐次坐标变换矩阵，可将运动副中相邻单元体的各

项静态误差矩阵表达为

T(θ j

i (α)) =
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê
ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
1 0 0 0
0 cos θ j
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（6）
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忽略高阶误差项，基于小角度误差假设，运动单元体 i、j

所构成运动副中所有静态误差元素形成的误差传递矩阵为

S
j

i =T(θ j

i (α))T(θ j

i (β))T(θ j

i (γ))T(δ j

i (x))T(δ j

i (y))T(δ j
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（9）

同理可得运动单元 i、j所构成运动副中所有动态误差元

素形成的误差传递矩阵为

D
j

i =T(Θj

i (α))T(Θj

i (β))T(Θj

i (γ))T(Δ j

i (x))T(Δ j

i (y))T(Δ j

i (z))
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é
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ê

ê
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j
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（10）

需要说明的是，机床的动态误差与相应运动单元体的速

度及加速度的频率相关，仅在运动单元体快速运动、变速运

动时存在。当运动单元缓慢、匀速运动或静止时，运动副中

动态误差为0，此时动态传递误差矩阵 D
j

i = I 4 × 4 。

3.2 刀具误差与运动副误差的映射关系

在理想条件下，机床所有运动副中不存在误差，刀具位

姿由机床几何参数及进给轴运动量共同确定。为简化运动

模型推导过程，假设所有运动单元的固联坐标系具有相同姿

态，且所有坐标系原点均设置在B轴与A轴的交点处。设刀

尖点至刀具坐标系原点的距离为 L，则刀尖点在刀具坐标系

的位置 P t =[0,0,-L,1] ，刀具向量为 V t =[0,0,-1,0] ，则在理想

条件下，刀尖点的位置 Pideal 和刀具姿态Videal 可表达为

Pideal =(M1
0M

2
1 )-1M 3

0M
4
3 M

5
4M

6
5M

7
6P t （11）

Videal =(M1
0M

2
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4
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5
4M

6
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7
6Vt （12）

式中，M1
0 、M 2

1 、M 3
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3 、M 5
4 、M 6

5 、M 7
6 为相邻运动单元间

的运动矩阵，即
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在实际条件下，机床运动副中包含静态误差元素及动态

误差元素。刀具位姿由机床的几何参数、进给轴运动量、运

动副误差共同确定。因此，实际条件下刀尖点位置 Pactual 和刀

具姿态Vactual 可表达为

Pactual =(H 1
0H

2
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4
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6
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式中, H 1
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刀具在实际条件下的运动轨迹与理想条件下的运动轨

迹的偏差即为该机床的加工误差，因此在实际条件下刀具的

位置误差 Perror 和姿态误差Verror 可表达为

Perror =Pactual -Piedal （15）
Verror =Vactual -Viedal （16）

3.3 建模方法的合理性分析

在航空结构件精加工过程中经常出现这样的现象，同批

粗加工后的工件在同一台数控机床上进行精加工，在相同的

加工工艺条件下，采用不同的进给倍率时会获得不同的加工

精度及表面质量。通常适当降低进给倍率获得的加工质量，

优于高进给倍率条件下的加工质量。显然同一台机床短期

内加工同批零件时，伺服轴具有相同的几何误差。在相同的

工艺条件下进行精加工，相同的几何误差通过机床运动模型

传递至刀具，最终使刀具具有相同的静态误差。改变机床的

进给倍率，实际上是改变了机床的速度和加速度特性。当机

床进给倍率增大时，相同时间内伺服轴的位移变化量、速度

变化量都将增大，从而导致进给轴的速度幅值 || v 和加速度

幅值 ||a 都将增大。对于一般惯性、耗散阻尼系统，总存在关

系式

||Fa(ω) ∝ ||a ||F v(ω) ∝ || v （17）
显然，当机床的进给倍率增大时，进给系统的惯性力、阻尼力

的幅值都将增大。同时由方程（3）可将进给轴的动态误差抽

象表达为

X(ω) = Fa(ωa) +F v(ωv)
K

（18）
由式（17）、式（18）可知，当机床进给倍率增大时，机床伺服轴
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的动态误差也增大。因此，即使应用同一台机床，在相同的

工艺条件下加工同一批零件，不同的进给倍率也会获得不同

的加工精度。

在进行机床加工精度控制方法研究时，往往在不同的控

制参数条件下检测刀具所经过轨迹线的轮廓误差，并以此判

断机床的加工精度和动态性能。例如，Andolfatto等[10]开展了

五轴高速机床的伺服误差、几何误差及动态误差评估研究，

在设定刀具运动轨迹及不同进给倍率条件下检测刀具的空

间动态误差，结果显示，随着机床伺服轴进给倍率的增大，刀

具在 3个空间方向的动态误差也逐步增大。此外，国内外还

开展了多轴联动轮廓误差研究，结果显示，分别改变轨迹空

间位置、进给轴伺服增益（进给轴加速性能表征）及进给速

度，都会影响联动轮廓误差[11~13]。通过以上理论分析及有关

文献研究结果可知，对于给定的机床加工系统，其加工误差

受到非时变静态误差及时变动态误差综合作用的影响；非时

变静态误差与进给轴的位置相关，时变动态误差与进给轴的

速度、加速度特性密切相关。本文提出的基于时变特性的机

床综合误差建模方法，与以上结论具有一致性，且与精加工

实践过程相符，具有普适性。

将基于时变特性的机床综合误差建模方法应用于数控

机床误差检测、辨识及补偿研究时，其研究路线可分为2个基

本步骤：静态误差的检测、辨识及补偿；动态误差的检测、辨

识及伺服参数整定。在机床低速平稳运动条件下其动态误

差为0，此时应用激光干涉仪、球杆仪、R-test等检测设备分别

对机床的平动轴和摆动轴进行静态误差检测与辨识[5,14]，并通

过修正机床误差补偿列表改善其静态精度。在静态误差补

偿基础上，开启五轴数控机床RTCP联动功能，运用球杆仪、

R-test等检测装置，对多轴联动条件下刀具空间位置误差进

行动态检测 [15,16]，依据各伺服轴的编码器检测误差与终端刀

具动态误差进行频谱特性分析，利用动态误差模型对进给轴

动态误差进行参数辨识，并基于动态误差辨识结果对伺服轴

控制参数进行整定，从而达到提升机床动态精度的目的。

4 结论
提出了一种基于时变特性的数控机床综合误差建模方

法，建立的误差模型包含了数控机床运动副的静态误差和动

态误差。静态误差是机床运动学特性的表征，可采用静态检

测、辨识和补偿方法进行改善。动态误差是机床动力学特性

对机床运动学特性影响的表征，可在单轴运动或多轴联动条

件下，依据刀具轨迹的频谱特性对机床动态误差进行诊断和

补偿。本文方法从运动学和动力学两个角度探讨了机床的

精度影响因素，可以更加直观、准确地对数控机床在高速、高

精加工中产生的实际误差进行描述，为机床精度及误差补偿

提供了重要的理论基础。
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A comprehensive error modeling method for numerical control machine
tools based on time-varying characteristics

AbstractAbstract Based on the time-varying characteristics of the error components, a comprehensive error modeling method for a B-A swiveling
head 5-axis machine tool is proposed. First, the dynamic error components are expressed as the Fourier series that are associated with the
speed and the acceleration of the moving platform. Then, joint error transformation matrixes are modeled as the synthesis of the static and
dynamic error transformation matrixes. Subsequently, the error mapping between the trajectory errors of the cutting tool and the joint error
sources are constructed based on the MBS method. Finally, a theoretical analysis is made and the results show that both the kinematic and
dynamic accuracy impacting factors are considered in this method, which can reflect the machining errors of the machine tools more
accurately and also provide a solid foundation for the error compensation and the control parameter modulation.
KeywordsKeywords numerical control machine tool; error modeling; dynamic error; error compensation; control parameter modulation
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