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摘要摘要 分数阶傅里叶变换是传统傅里叶变换的一种扩展形式，它能够在介于时域和频域之间的分数域内分析和处理信号。由于

分数阶傅里叶变换的一些独特的性质，已经被广泛应用于解微分方程、量子力学、图像处理和信号处理当中。本文介绍分数阶傅

里叶变换，综述其在滤波器、神经网络、图像处理和无线通信等领域的应用；结合本课题组近年来的工作成果，重点介绍了其在光

通信领域中的典型应用；展望了分数阶傅里叶变换在光通信中的发展趋势。
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自1807年法国科学家首次提出傅

里叶分析以来，傅里叶变换方法得到了

广泛应用，在科学研究与工程技术的几

乎所有领域发挥着重要作用。随着研

究对象和研究范围的不断扩展，也逐渐

暴露出傅里叶变换在处理某些问题时

的局限性。这种局限性主要体现在：它

是一种全局性变换，得到的是信号的整

体频谱，因而无法表述信号的时频局部

特性，而这种特性正是非平稳信号的最

根本和最关键的性质。为了分析和处

理非平稳信号，人们提出并发展了一系

列新的信号分析理论：分数阶傅里叶变

换、短时傅里叶变换、Winger 分布、

Gabor变换、小波变换和调幅-调频信

号分析等。其中分数阶傅里叶变换

（Fractional Fourier Transform, FrFT）作

为傅里叶变换的广义形式，由于其独有

的特点而受到了众多科研人员的青睐。

1 分数阶傅里叶变换
分数阶傅里叶变换是自1980年以

来在 V. Namias、A. C. McBride、F. H.
Kerr等的奠基工作上发展起来的一种

新型的信号变换。1980年，Namias利
用特征值的任意次幂运算提出了阶次

为分数（任意实数）的傅里叶变换的概

念[1]。通过计算，推导出了其高阶微分

的形式，最后利用它进行量子力学中微

分方程的求解。1993年，D. McBride和
H. M. Ozaktas首次实现了光学的FrFT，
给出了相应的光学上的解释 [2-3]，并且

提出了分数阶卷积和分数阶相关的概

念；1993 年，A. W. Lohmann 给出了

FrFT 的几何解释，即 FrFT 相当于在

Wigner-Ville 分 布 时 频 平 面 上 任 意

角 度 的旋转[4]。1994年，L. B. Almeida
在 Lohmann工作的基础之上，分析了

FrFT的基本特性，同时从信号处理的

角度进一步揭示了FrFT与传统时频分

析工具的关系[5]。至此，FrFT被赋予了

明确的物理意义，如图 1所示，即它是

对时频平面的旋转，吸引着越来越多的

研究者参与到相关的研究当中。

2010年，R. Tao等从联合时频分析

的思想出发，提出了短时 FrFT 的概

念[6]，建立了联合时频分析域的分析方

法。J. Shi等针对短时分数阶傅里叶变

换和现有的分数阶小波变换存在的问

题提出了一种新型的分数阶小波变

换[7]，实现了分数域的多分辨分析。

分数阶傅里叶变换不但继承了传

统傅里叶变换的基本性质，而且还具有

图1 分数阶傅里叶变换的时频旋转特性

Fig. 1 Time-frequency rotation
property of FrFT
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傅里叶变换所不具有的许多优良特性，

比如说：分数阶傅里叶变换可以看作是

一种广义的傅里叶变换，它能够实现同

时在时域或者频域对信号进行观察和

处理，避免了传统傅里叶变换只能单独

在时域或者频域进行处理的问题，这在

处理某些特定问题的时候就有很大的

优势。和传统的傅里叶变换一样，分数

阶傅里叶变换也存在一种基表示方法，

它的基函数是一族线性调频信号

（chirp信号），因此分数阶傅里叶变换

十分适合处理自然界中广泛存在的线

性调频信号。相比较于传统的傅里叶

变换，分数阶傅里叶变换多出了一个自

由参数，使得其应用能够更加灵活。与

传统的线性时频表示一样，分数阶傅里

叶变换是一种统一的线性时频变换，不

存在交叉项的干扰，比较适合处理多分

量信号。

2 分数阶傅里叶变换研究进展
由于分数阶傅里叶变换可以理解

为 chirp基分解，因此分数阶傅里叶变

换特别适合于处理 chirp信号。利用线

性调频（LFM）信号在不同阶数的分数

阶傅里叶域呈现出不同的能量聚集特

性，通过在分数阶傅里叶域做二维搜索

就可以实现对LFM信号的检测和参数

估计 [8- 10]。例如文献 [9]中基于这种思

想，提出了一种多分量 LFM信号的检

测和参数估计算法，考虑到搜索的优化

问题和多分量信号间的相互影响，可以

采用拟牛顿和引入峰值遮隔的级联处

理方式来提高算法效率和处理多分量。

将传统频域的乘性滤波器推广到

分数阶傅里叶域，便得到了分数阶傅里

叶域乘性滤波器

xout( )t =F-p[ ]F
p[ ]xin( )t ⋅Hp( )u （1）

式中，F-P表示 p阶分数阶傅里叶逆变

换算子，Hp（u）表示 p阶分数阶傅里叶

变换域传递函数，通过设计不同Hp（u）

可以得到不同类型的滤波器，文献[11]
中所提到的扫频滤波器就是分数阶傅

里叶变换域带通滤波器的时域表现形

式。乘性滤波器具有较好效果的前提

条件是信号和噪声在变换到某阶次的

分数阶傅里叶域后能够完全或者大部

分被分离开。如果一次变换不能达到

目的，可以考虑级联多次不同阶数的分

数阶傅里叶变换域乘性滤波器实

现 [12]。由分数阶傅里叶变换和时频分

布的关系，可以知道乘性滤波需要信号

与噪声时频分布无耦合或者小部分耦

合，如果信号和噪声的时频分布不能满

足上述条件，那么乘性滤波的方法将得

不到好的效果。

分数阶傅里叶变换还被应用于图

像处理中的数字水印及加密。把待处

理图像变换到某个阶次的分数阶傅里

叶域，然后将水印数据按照一定的规则

嵌入到选定的变换系数上。水印检测

采用门限检测方式，根据嵌入的水印数

据确定相应的检测门限 [13]。在选择嵌

入水印的变换系数和检测门限时都需

要进行折中，前者的选择需要折中考虑

鲁棒性和不造成图像的畸变，而后者需

要折中考虑虚检和漏检。利用分数阶

傅里叶变换做图像加密，简单来讲就是

对原始图像的二维分数阶傅里叶变换

乘以相位密钥完成加密，解密过程和加

密过程正好相反，先乘以相位密钥的共

轭，然后利用对应的二维分数阶傅里叶

反变换来恢复图像。因为分数阶傅里

叶变换比傅里叶变换多一个变换参数，

所以基于分数阶傅里叶变换的加密算

法比基于傅里叶变换或余弦变换的加

密算法具有更好的安全性。

分数阶傅里叶变换比傅里叶变换

多一个变换参数，因此也就比傅里叶变

换具有更多灵活性，通过选择合适的变

换阶次 p，在相应的分数阶傅里叶域来

设计神经网络，往往能够得到更好的效

果。文献[14]、[15]探讨了这个问题，并

分别提出了各自的算法。前者更类似

于分数阶傅里叶域滤波，后者则是把分

数阶傅里叶变换作为神经网络输入的

预处理。在最优变换阶次 p的选取上，

两者都是将 p在一定范围内按照某个

步长进行尝试，以选取效果最好的

p值。

随着阵列天线技术的不断应用，基

于分数阶傅里叶变换的阵列信号处理

算法也吸引了人们的注意。除了文献

[16]所探讨的分数阶傅里叶域波束形

成算法外，文献[17]提出了一种基于分

数阶傅里叶变换的多分量宽带LFM信

号波达方向估计新算法，利用 LFM信

号在分数阶傅里叶域的能量聚集性，在

分数阶傅里叶域对多分量LFM信号进

行分离和参数估计，并构造出分数阶傅

里叶变换域的阵列信号相关矩阵，通过

对该相关矩阵进行特征值分解来估计

信号子空间和噪声子空间，最后利用

MUSIC算法估计出各分量信号的波达

方向。该方法对宽带LFM信号的波达

方向估计精度高，鲁棒性好。但是，该

方法针对的是非相干的宽带 LFM 信

号，而相干宽带 LFM信号的波达方向

估计仍需要进一步研究。

随着通信技术的发展，移动条件下

的大容量通信已经进入人们的普通生

活，但是随之而来的技术问题也日益突

出，其中快衰落信道就是高速移动通信

所不可避免的问题之一。文献[18]基
于时变信道的参数模型，提出了一种利

用分数阶傅里叶变换实现的时变信道

参数估计方法，该方法运算量小，估计

精度高。其主要思想是通过发射多分

量的LFM信号作为导频（或训练序列）

信号，并在接收端应用分数阶傅里叶变

换对接收到的导频（或训练序列）信号

进行参数估计，从而建立起快衰落信道

的参数化模型。文献[19]提出用 chirp
信号基来匹配快衰落信道，在普通的

OFDM系统中，用分数阶傅里叶变换代

替FFT，仿真结果显示该方案能较好的

适应时变信道。文献[20]研究了分数

阶傅里叶变换应用于水声信道参数估

计问题。通过仿真研究，验证了当存在

多普勒频偏时，分数阶傅里叶变换性能

优于拷贝相关处理，可适用于存在多普

勒频偏的多途声信道参数估计，具有很

好的鲁棒性。

3 分数阶傅里叶变换在光通信

中的应用
空间光学中借助衍射现象和透镜

本身的特性可以实现精确的空域傅里
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叶变换。而空间和时间是本质相关的，

于是便可以参考空间透镜和空域傅里

叶变换的实现方式来构造对应的时间

透镜和时域傅里叶变换。文献[21]根
据分数阶傅里叶变换是传统傅里叶变

换的广义形式，提出了一种时域分数阶

傅里叶变换的实现方法，实现了光的分

数阶傅里叶变换。其主要原理为，输入

信号光先经过一个相位调制器进行平

方相位调制，预补偿相位偏移；再注入

一段色散光纤中进行时域卷积，实现介

质响应；最后再进行一次平方相位调

制，实现时间透镜的功能。整个过程完

成输入信号相应阶次的精确分数阶傅

里叶变换（图2）。基于这种结构，文献

[22]提出了一种新的基于分数阶傅里

叶变换的分析光纤中色散和非线性损

伤的方法，利用这种全光的分数阶傅里

叶变换装置，在发射端对光信号进行预

畸变，找到最佳的变换阶次，能够有效

减少传输过程中所引起的线性和非线

性传输损伤。

除了全光的分数阶傅里叶变换，由

于数字信号处理技术的快速发展，离散

分数阶傅里叶变换算法在光通信的信

号处理当中也得到了应用。分数阶傅

里叶变换可以理解为 chirp基分解，因

此分数阶傅里叶变换特别适合于处理

chirp信号。对于 LFM信号，其在不同

的分数阶傅里叶变换域上呈现出不同

的能量聚集特性，可以通过这一点来对

其进行参数估计。对应于光通信当中，

光纤中的色散效应可以理解成一种频

域上的啁啾，不同频率信号的传播速度

不同（图3）。
文献[23]利用分数阶傅里叶变换

来进行接收端的数字信号处理，实现光

纤链路中的色散估计。其基本原理为，

不同大小的色散对应的能量聚集的分

数阶傅里叶变换阶次不同，于是在接收

端，通过离散的分数阶傅里叶变换对信

号进行数字信号分析，利用代价函数找

到这个特定的变换阶次，从而便能估计

出色散值的大小。通过分析算法中使

用的采样点数和阶次间隔对色散估计

效果的影响，并通过实验验证了此算法

对ASE噪声和非线性效应具有较强的

抵抗性。离散分数阶傅里叶变换能准

确地估计光纤色散导致的频域啁啾，为

相干光通信接收端采用DSP处理技术

均衡色散提供了依据。另一方面，光纤

非线性效应产生的非线性相移可以作

为多阶时域啁啾来处理，文献[24]提出

采用分数阶傅里叶变换估计非线性相

移的方法，可以对光纤中的非线性效应

进行定量分析。

分数阶傅里叶变换能够用来对图

像进行加密，通过在分数阶傅里叶变换

域中加入密钥，利用分数阶傅里叶变换

阶次可变的特点来实现更好的加密效

果。类似的，在光通信领域，文献[25]
提出了一种基于混沌和分数阶傅里叶

变换理论的保密OFDM无源接入网系

统，其主要的思路为，在OFDM系统的

发射端和接收端中分别加入 FrFT 和

IFrFT过程，利用一个混沌系统来生成

分数阶傅里叶变换的变换阶次。然后

把这个阶次作为密匙，只有当发射端和

接收端的变换阶次完全相同时，才能够

在接收端将发射端进行变换后的信号

反变换回来，得到正常传输的信号，只

要变换的阶次稍有不同，在接收端得到

的信号误码率非常大，不能够进行正常

的通信。这样的保密方式很好地利用

了分数阶傅里叶变换的变换阶次可变

的特点，这一灵活的特点相对于传统的

傅里叶变换来说在加密方面有优势。

在无线移动通信这种快衰落信道

中，有利用分数阶傅里叶变换实现时变

信道参数估计的方法。在发射端发射

LFM信号作为导频（训练序列），在接

收端提取这些信号，应用分数阶傅里叶

变换对接收到的导频（或训练序列）信

号进行参数估计。光纤通信相较于无

线通信，信道一般比较稳定，但是在光

纤相干通信当中，频偏估计和时间同步

也可以被理解为一种信道的参数估

计。文献[26]提出了一种基于分数阶

傅里叶变换的训练序列，将其应用于相

干光OFDM系统中实现频域和时域的

联合同步。如图4所示，训练序列是由

两个相反变换阶次的分数阶傅里叶变

图2 光域分数阶傅里叶变换实现示意

Fig. 2 Configuration of the
implementation of FRFT

图3 光通信色散信号的时频分布

Fig. 3 Time-frequency distribution of
an optical

图4 训练信号的产生过程

Fig. 4 Process of training symbol's generation
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换所构造，对于这样的训练序列，时偏

和频偏会同时体现在相应的两个分数

阶傅里叶变换域上，在接收端用分数阶

傅里叶变换对其进行分析，找出两个变

换域上的对应变换，便能够同时得到时

偏和频偏的值。这种方法运算量小，估

计精度高。

阵列波导光栅（AWG）的特殊结构

能够实现全光的离散傅里叶变换，其原

理类似于空域傅里叶变换的实现。文

献[27]提到通过合理设计AWG中平板

耦合器的参数能够实现全光的分数阶

傅里叶变换（图 5）。基于这种结构，文

献 [28]首次实现了

全 光 的 分 数 阶

OFDM（FrOFDM）系

统 ，并 与 传 统 的

OFDM 系统性能进

行 了 比 较 。 文 献

[29]提出利用这种

FrOFDM 系统能够

有效地降低信号的

峰均功率比（PAPR），文献[30]基于这个

系统提出了一种灵活OFDM接入网络，

利用灵活调节发射端和接收端的变换

阶次差补偿链路中引起的色散。

4 结论及展望
相比传统的傅里叶变换，分数阶傅

里叶变换能够更完整具体地观察、分析

和处理信号，通过分数阶傅里叶变换，

能够将信号变换到分数域当中，获取信

号更多的信息。其变换的基为 chirp信
号，基于此，分数阶傅里叶变换擅长于

处理时变信号特别是LFM信号。在光

通信，特别是密集波分复用的大容量光

纤通信中，信号一般是平稳连续的，分

数阶傅里叶变换并不能像在无线通信

领域当中那样直接应用于信号本身的

处理。但是，通过合理的设计信号结构

与分布特征，分数阶傅里叶变换在光通

信中有着许多独特的应用，包括光域分

数阶傅里叶变换的实现、对链路中色散

的处理、保密通信以及对信道特性的估

计等。随着DSP技术的快速发展，数字

域离散分数阶傅里叶变换算法已经比

较成熟，而光域上的分数阶傅里叶变换

虽然已实现，但是还有待进一步研究。

通过借鉴其他领域的研究与应用思路，

分数阶傅里叶变换在光通信中的应用

有待进一步的挖掘和拓展。值得注意

的是，有别于光纤通信系统，光纤传感

系统特别是分布式光纤传感系统的待

检测信号往往具有时域或频域的离散

非连续不平稳特性，相信分数阶傅里叶

变换在光纤传感领域的应用将大有

可为。
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Fractional Fourier transformation and its application on optical
communication

AbstractAbstract Fractional Fourier transformation (FrFT) is an extension form of the Fourier transformation (FT). It can analyze the fractional
signal between time and frequency domains. Thanks to its unique properties, the FrFT has found multiple applications such as solving
differential equations, quantum mechanics, optical image processing and signal processing. This paper gives a brief introduction to FrFT
and reviews the current research progress of FrFT in several fields such as filtering, neural network, image processing and wireless
communication. In addition, some typical applications in optical communication are depicted in detail. Some research directions of FrFT in
optical communication field are suggested.
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