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摘要摘要 针对Mogi-Coulomb强度准则是否适用于三轴卸荷试验，基于已有常规三轴及真三轴的试验数据，利用Mogi-Coulomb
强度准则，对常规三轴卸荷及真三轴卸荷条件下的实验数据进行拟合和分析，并对拟合得到的相关强度参数和试样的破坏特征

进行分析。结果表明，Mogi-Coulomb强度准则在常规三轴卸荷条件下有着良好的适用性，而在真三轴卸荷条件下，虽然线性拟

合效果较好，但拟合参数反映的岩石黏聚力值出现负数的异常情况。分析现有实验测试结果，可以推测出现参数异常的原因，应

是岩石在真三轴卸荷条件下的破坏模式由剪切型破坏转变为强烈的张拉型岩爆破坏所致。这表明Mogi-Coulomb强度准则虽

能在一定程度上反映真三轴卸荷的主应力关系，但其本质仍为基于剪切破坏的强度准则，存在一定的局限性，对于张拉为主-剪
切共存型的岩爆破坏，有必要建立一种新的岩石强度准则来反映真三轴卸荷下的岩石本构关系。
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On the Mogi-Coulomb strength criterion as applied to rock triaxial
unloading test

AbstractAbstract To testify the Mogi-Coulomb criterion in triaxial unloading test and based on available unloading testing data, the Mogi-
Coulomb strength criterion with a linear fitting method was used in the conventional triaxial unloading tests and the true triaxial
unloading tests, respectively. A comprehensive comparative analysis was presented for the related strength parameters according to the
fitting results and combination of the failure characteristics of rock specimens. The results showed that the Mogi-Coulomb strength
criterion has a good applicability to rock samples under conventional triaxial unloading conditions. However, under true triaxial
unloading tests, even though the fitting degree is very good, the fitting parameter a is negative which leads to a negative cohesion of
rock samples. This is impossible in practice. Since the Mogi-Coulomb strength criterion is based on the assumption that rock fails in
shear, it cannot describe the failure of rock under true triaxial unloading conditions in which the failure modes of rocks specimens
may change from shear to extensional slabbing or rock burst. Therefore, for combined shear and tensile failure processes of rocks
under true triaxial unloading conditions, it is necessary to build a new strength criterion to describe its constitutive relationships,
which is important for deep rock mechanics.
KeywordsKeywords Mogi-Coulomb strength criterion; triaxial unloading test; failure mode; rockburst; data fitting
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岩体在三向应力卸荷状态下的强度准则是卸荷岩体力

学的核心研究内容之一。深部岩体工程开挖实质就是一个

围岩应力卸荷过程，卸荷过程中岩石的强度、变形和破坏特

征与加载过程是有区别的。因此，开展岩体卸荷力学的研
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究，建立卸荷条件下的岩石本构模型和强度准则，不仅对揭

示岩体的卸荷力学行为及其破坏机制等具有十分重要的理

论意义，而且对深部岩体工程施工和支护设计也具有重大的

经济效益和很高的实用价值[1]。

近年来，岩石卸荷变形特性及破坏机制等方面的研究取

得了不少成果。如张春生等[2~5]对锦屏二级水电站大理岩进

行了大量的复杂应力路径下的三轴加卸载试验，对其力学性

质、板裂化破坏机理、岩爆发生机制及声发射现象等方面进

行了一系列的研究与分析。何满潮等[6]对深部花岗岩岩爆现

象做了大量的真三轴卸荷试验研究，揭示了深部岩体的特殊

破裂特征及其诱发机制。

然而，在大量卸荷试验开展的基础上，岩石卸荷破坏强

度准则方面的发展则相对缓慢。邱士利等 [7]认为，Mohr-
Coulomb强度准则能较好地反映岩石在不同卸围压速率下极

限承载强度规律；Wu等[8]则认为，传统的Mohr-Coulomb强度

准则不能准确描述岩石应力卸荷破坏的强度特征；吕颖慧等[9]

认为高应力卸荷条件下，Mogi-Coulomb强度准则能很好地反

映花岗岩破坏强度特性。张黎明等[10]对5种强度准则在岩石

卸荷破坏的适用性进行了研究，认为Mogi-Coulomb强度准则

的回归效果要优于Mohr-Coulomb和Drucker-Prager强度准

则；Al-Ajmi等 [11,12]对Mogi-Coulomb和Mohr-Coulomb强度准

则进行了大量的真三轴数据拟合，认为Mogi线性强度准则在

三轴加载下非常适用，并认为 Mogi-Coulomb 强度准则是

Mohr-Coulomb强度准则在常规三轴下的推广，并得出了两种

强度准则参数的联系；Jimenez等[13]对Mogi真三轴强度准则

进行了试验数据拟合研究，认为Mogi-Coulomb强度准则对真

三轴加载比较适用。但Mogi-Coulomb强度准则主要是基于

岩石三轴加载试验，在三轴卸荷实验条件下是否适用，仍需

要探索与讨论。

通过已有常规三轴及真三轴的卸荷试验数据，利用

Mogi-Coulomb强度准则对已有试验数据进行拟合分析，讨论

Mogi-Coulomb准则在三轴卸荷下的适用性。

1 Mohr-Coulomb和Mogi-Coulomb强度准则的

联系
Mohr-Coulomb准则是岩石力学应用最广泛的强度准则，

本质为剪切破坏准则。它揭示了岩石在压应力状态下发生

剪切破坏的机理，其剪切强度 τ 由黏聚力 c 和正应力 σ 确

定[14]：

τ = c +σ tanϕ （1）
式中，c为强度曲线与 τ轴的截距，称为黏聚力，ϕ为强度曲

线与 σ 轴的夹角，称为内摩擦角。式（1）意味着岩石的抗剪

强度与中间主应力无关，因此，也可以写为最大主应力和最

小主应力的关系式：

σ1 =Q +Kσ3 （2）
式中，σ1,σ3 分别为最大主应力和最小主应力；Q,K 均为岩

石强度参数，可以分别用内摩擦角 ϕ和黏聚力 c表示：

Q = 2c cosϕ
1 - sinϕ

K = 1 + sinϕ
1 - sinϕ

（3）

Mohr-Coulomb准则没有考虑中间主应力对岩石强度的

影响，因此它只适用于 σ2 =σ3 的特殊情况。尤明庆 [15]也认

为，不考虑中间主应力的作用得到的岩石三轴理论强度与试

验数据会产生一定误差，得到了广泛的认可。

Mogi[16]通过对大理岩、白云岩、石灰岩等多种岩石进行大

量的三轴压缩试验，试验结果表明中间主应力对岩石强度有

显著影响。在Mises准则基础上，Mogi提出了考虑中间主应

力的八面体强度准则，其本质仍为剪切破坏准则：

τοct = f (σm,2) （4）
式中，τοct ，σm,2 分别为八面体剪应力和有效中间主应力，σ2
为中间主应力，其表达式分别为

τοct = 13 (σ1 -σ3)2 +(σ1 -σ2)2 +(σ2 -σ3)2 （5）
σm,2 = σ1 +σ32 （6）

Al-Ajmi等 [11,12]通过对大量三轴试验数据的整理，发现

f (σm,2)的线性函数形式在真三轴压缩试验时拟合效果比较

理想，并将Mogi线性强度准则称之为Mogi-Coulomb破坏准

则。其表达式为

τoct = a + bσm,2 （7）
式中，a是Mogi线性准则拟合直线与 τoct 轴的截距，b为直线

斜率。

在常规三轴压缩试验中，σ2 =σ3 ，式（5）、（7）退化为

τoct = 2
3 (σ1 -σ3) （8）

2
3 (σ1 -σ3) = a + b2 (σ1 +σ3) （9）

通过与Mohr-Coulomb准则关系式的对比，可以得到与

Mohr-Coulomb强度准则之间的关系：

a = 2 2
3 c cosϕ

b = 2 2
3 sinϕ

（10）

由式（9）也可以得到 σ2 =σ3 时最大主应力和最小主应

力的关系式：

σ1 = a
2 /3 - b/2 + b/2 + 2 /3

2 /3 - b/2σ3 （11）
由此可见，Mohr-Coulomb准则可以认为是当 σ2 =σ3 时

Mogi线性准则的推广。

2 基于Mogi线性强度准则的三轴卸荷试验数据分

析结果
以往对Mogi线性准则的研究都是基于三轴加载试验的，

而对三轴卸载试验的分析则较少。下面通过对常规三轴卸
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载和真三轴卸载试验方面的试验数据利用Mogi线性强度准

则进行较为系统的拟合分析，对其在三轴卸荷强度准则的适

用性进行探讨。文中对岩石卸围压强度的定义为岩石在其

加卸载应力路径下达到破坏时的峰值强度。

2.1 常规三轴卸荷破坏试验数据分析

常规三轴压缩试验中，即 σ1 >σ2 =σ3 ≥ 0 的情况下，

Mohr-Coulomb强度准则被广泛认可。三轴卸载试验中应力

路径不尽相同，但总体来讲常规三轴卸荷试验主要有峰前卸

荷和峰后卸荷两大卸荷模式。本研究通过两种卸荷模式下

大理岩、灰岩等岩石的试验数据，对Mogi线性强度准则与

Mohr-Coulomb强度准则进行拟合对比分析。

2.1.1 峰前卸荷的数据拟合

峰前卸荷模式是指在岩石轴压达到相应围压下的三轴

强度前（一般为峰值强度的80%~90%），开始卸载围压，直至

试样发生卸荷破坏[17]。根据所统计整理的大理岩[17]、灰岩[10]、

锦屏大理岩[18]的三轴卸荷试验数据，分别利用两种强度准则

进行线性拟合，得到图1~图4的拟合结果。

图3 一种灰岩和大理岩的常规三轴峰前卸荷的

Mogi-Coulomb强度数据拟合

Fig. 3 Mogi-Coulomb strength's data fitting of limestone
and marble specimens under the pre-peak conventional

triaxial unloading condition

图1 一种灰岩和大理岩的常规三轴峰前卸荷

Mohr-Coulomb强度数据拟合

Fig. 1 Mohr-Coulomb strength's data fitting of limestone
and marble specimens under the pre-peak conventional

triaxial unloading condition

图4 锦屏大理岩常规三轴峰前卸荷的

Mogi-Coulomb 强度数据拟合

Fig. 4 Mogi-Coulomb strength's data fitting of Jinping
marbles under the pre-peak conventional triaxial

unloading condition

图2 锦屏大理岩常规三轴峰前卸荷Mohr-Coulomb强度数据拟合

Fig. 2 Mohr-Coulomb strength's data fitting of Jinping marbles
under the pre-peak conventional triaxial

unloading condition

根据拟合曲线方程得到的参数值，结合式（3）、（10）可以

分别得到两种不同强度准则下表1中岩样的 c、ϕ值。并引入

强度平均偏差 σ̄，公式为

σ̄m =∑ABS( )σ1 -σT /N （12）

式中，σ1，σT分别为岩石强度的计算值和试验值，N为实验数

据的组数，σ̄表示岩石卸围压强度的平均偏差。其中σ1可由

式（11）得到。
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2.1.2 峰后卸荷的数据拟合

峰后卸荷模式是指在岩石轴压超过相应围压下的三轴

强度后（一般略高于峰值强度）开始卸载围压，直至试样发生

最终破坏[17]。根据文献[17]、[18]所统计整理的试验数据分别

利用两种强度准则进行线性拟合，得到图 5和图 6的拟合结

果。根据拟合曲线方程得到的参数值，结合式（3）、（10）和

（12）可以分别得到两种不同强度准则下表 2中岩样的 c、ϕ

值及强度平均偏差 σ̄。

图6 锦屏大理岩常规三轴峰后卸荷的Mogi-Coulomb
强度数据拟合

Fig. 6 Mogi-Coulomb strength's data fitting of Jinping
marbles under the post-peak conventional triaxial

unloading condition

图5 锦屏大理岩常规三轴峰后卸荷的Mohr-Coulomb
强度数据拟合

Fig. 5 Mohr-Coulomb strength's data fitting of Jinping
marbles under the post-peak conventional triaxial

unloading condition

表1 4种岩样强度准则拟合结果及c、ϕ值

Table 1 Strength criteria's fitting results and values of c, ϕ of four kinds of rock samples

岩样类别

灰岩[10]

大理岩[17]

锦屏大理岩D[18]

锦屏大理岩A[18]

a/MPa

25.85

12.18

28.31

34.58

b

0.36

0.70

0.46

0.41

Q/MPa

89.44

103.88

118.18

133.58

K

2.20

4.41

2.88

2.40

R2

Mohr

0.97

0.71

0.98

0.91

Mogi

0.96

0.96

0.99

0.92

c

Mohr

30.15

24.73

34.82

43.11

Mogi

29.67

19.29

34.40

40.73

ϕ/(∘)
Mohr

22.02

39.07

28.98

24.32

Mogi

22.45

47.94

29.20

25.78

σ̄ /MPa

Mohr

3.20

16.99

2.16

6.45

Mogi

3.21

27.03

2.12

5.95

表2 3种岩样强度准则拟合的结果及c、ϕ值

Table 2 Strength criteria's fitting results and values of c, ϕ of four kinds of rock samples

岩样类别

大理岩[17]

锦屏大理岩D[18]

锦屏大理岩A[18]

a/MPa

25.71

21.66

23.80

b

0.35

0.53

0.50

Q/MPa

86.13

105.44

115.81

K

2.16

3.47

2.91

R2

Mohr

0.99

0.98

0.85

Mogi

0.99

0.99

0.93

c

Mohr

29.30

28.30

33.94

Mogi

29.37

27.78

29.78

ϕ/(∘)
Mohr

21.54

33.54

29.24

Mogi

21.79

34.20

32.03

σ̄ /MPa

Mohr

0.33

4.02

8.07

Mogi

0.97

4.14

8.97

2.2 对真三轴卸荷破坏试验的适用性

真三轴压缩试验一般采用长方体或立方体试样，具有两

个加载面，加载应力满足 σ1 >σ2 >σ3 ≥ 0 ，可以考虑中间主

应力对岩石三轴强度的影响。以Mogi等[16]为代表的岩石真

三轴试验研究的先行者，他们所建立的岩石真三轴强度准则

大多是基于岩石真三轴加载试验，而这些准则是否适用于真

三轴卸荷的情况，缺少相关讨论和分析。本研究利用已有学

者开展的真三轴卸载试验数据，并对其进行了真三轴Mogi强
度拟合分析，以检验Mogi-Coulomb强度准则在真三轴卸荷条

件下的适用性。

真三轴卸荷试验主要用来模拟深部岩体开挖卸荷导致

的岩爆现象，这些现象的发生过程基本都伴随着某个方向地
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应力的突然卸载（如钻爆开挖）或者缓慢卸载（如机械开挖），

根据现有文献研究情况，本研究主要将真三轴卸荷试验分为

瞬态卸荷与稳态卸荷两种模式。

2.2.1 瞬态卸荷

瞬态卸荷通常用于模拟高应力岩石的岩爆现象。何满

潮[19]、向天兵[20]、杜坤[21]、陈景涛[22]、苗金丽[23]等做了大量真三轴

卸荷岩爆方面的试验，并取得了一定的研究成果，但都没有

对这种应力路径下的岩石真三轴强度准则做系统研究。本

文对这一特殊加卸载路径下Mogi-Coulomb强度准则的适应

性进行数据分析。

根据所统计整理的花岗岩A[19]、花岗岩B[21]、花岗岩C[22]、

花岗岩D[22]、灰岩[20]、红砂岩[21]的真三轴卸荷试验数据分别对

Mogi线性强度准则进行线性拟合，得到图7、图8、图9和图10
的拟合结果。

根据拟合曲线方程得到的参数值，结合式（10）可以得到

Mogi-Coulomb强度准则下表3中岩样的 c、ϕ值及八面体剪

图8 灰岩、红砂岩真三轴卸荷加载岩爆Mogi-Coulomb
强度准则数据拟合

Fig. 8 Mogi-Coulomb strength's data fitting of limestone
and red-sandstone under the true triaxial unloading and

loading rock burst condition

图7 4类花岗岩真三轴卸荷岩爆Mogi-Coulomb
强度准则数据拟合

Fig. 7 Mogi-Coulomb strength's data fitting of four kinds of
granites under the true triaxial unloading rock burst condition

图9 花岗岩、砂岩真三轴卸载岩爆Mogi-Coulomb
强度准则数据拟合

Fig. 9 Mogi-Coulomb strength's data fitting of
granite and sandstone under the true triaxial unloading

rock burst condition

图10 2种煤岩真三轴卸载岩爆Mogi-Coulomb
强度准则数据拟合

Fig.10 Mogi-Coulomb strength's data fitting of two kinds of
coals under the ture triaxial unloading rock burst condition

表3 6种岩石真三轴卸荷加载下的Mogi-Coulomb强度准则数

据拟合结果及c、ϕ值

Table 3 Mogi-Coulomb strength criteria’s fitting results and
values of c, ϕ of six kinds of rock samples under true triaxial

unloading and loading tests

岩样类别
花岗岩A[19]

花岗岩B[21]

花岗岩C[22]

花岗岩D[22]

灰岩[20]

红砂岩[21]

花岗岩[23]

细砂岩[23]

鹤岗南山煤[23]

姚桥煤[23]

a/MPa
5.63

25.6
27.39
16.4
-1.29
18.26
-1.39
-0.99
-0.15
0.35

b

0.79
0.65
0.64
0.72
0.91
0.44
0.84
0.84
0.85
0.81

R2

0.87
0.96
0.99
0.99
0.96
0.99
0.99
0.99
0.99
0.99

c/MPa
10.94
37.49
39.56
26.94
-5.23
21.90
-3.25
-2.31
-0.37
0.73

ϕ/(∘)
56.92
43.58
42.75
49.79
74.84
27.82
62.99
62.99
64.36
59.22

τ̄ MPa
3.33
2.73
2.50
0.58
1.52
0.21
0.12
0.27
0.11
0.18
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应力强度平均偏差 τ̄，公式为：

τ̄ =∑ABS( )τoct - τT
oct /N （13）

式中，τoct，τT
oct 分别为强度的计算值和试验值，N 为实验数

据的组数，τ̄为八面体剪应力强度平均偏差。

2.2.2 稳态卸荷

稳态卸荷是指在三向应力状态下，按一定卸载速率卸荷

一个或两个水平方向的应力，使试样达到破坏。这种卸荷过

程在现实工程中相对较少，其中周火明等[24]对大理岩在这种

卸荷模式下进行了真三轴强度参数的研究，本研究对其试验

数据进行Mogi线性强度准则数据拟合，拟合结果如图 11和

表4所示。

3 讨论

3.1 Mogi-Coulomb准则对常规三轴卸荷试验的适用性

分析

由图1~图6的线性拟合曲线可以发现，在常规三轴试验

中，Mohr与Mogi线性强度准则在峰前卸荷及峰后卸荷的拟合

曲线与试验数据吻合较好。由表 1和表 2的R2值来看，峰前

卸荷Mogi线性拟合的均值为0.96，而Mohr线性拟合的均值为

0.89；峰后卸荷Mogi线性拟合的均值为 0.97，Mohr线性拟合

的均值为 0.94，可以认为Mogi线性强度的拟合度相对Mohr-
Coulomb线性强度准则更高。从表 1和表 2中的 c、ϕ值比较，

在两类卸荷模式下，两种强度准则下的 c、ϕ值相近，基本上偏

差在6%以内，只有峰前卸荷时大理岩[17]c、ϕ值偏差较大，分别

达到了 28%和 18%。从 R2 值可以看出，上述误差是因为

Mohr-Coulomb线性强度准则对该大理岩岩样的试验数据拟

合情况相对较差造成的，而Mogi线性强度准则的拟合度明显

优于Mohr-Coulomb线性强度准则。但从强度平均偏差 σ̄来

看，Mogi线性准则比Mohr-Coulomb准则预测试验结果的效

果相当。

通过以上分析，可以认为Mogi线性强度准则基本适用于

常规三轴卸荷试验情况，与工程上广泛应用的Mohr-Coulomb
强度准则具有较好的可比性。

3.2 Mogi-Coulomb准则对真三轴卸荷试验的适用性分析

真三轴卸荷试验，即 σ1 >σ2 >σ3 ≥ 0 的情况下，考虑了

中间主应力对岩石破坏的影响，因此Mohr-Coulomb强度准则

在这里不再适用。本研究主要对瞬态卸荷和稳态卸荷这两

类卸荷模式下的试验数据进行了Mogi-Coulomb强度准则的

拟合分析。

从图 7~图 11的拟合直线来看，Mogi-Coulomb强度准则

对真三轴卸荷试验的拟合结果是比较好的，从R2值更容易体

现出来，均值为0.97。强度平均偏差 τ̄呈现出一定的R2值线

性相关性，比较稳定。从表 3和表 4来看，两类卸荷方式下，

Mogi-Coulomb强度准则拟合参数 a均出现了负值，导致按此

方法得到的黏聚力 c也对应地出现了负值，这与实际是不相

符的。上述这种情况主要出现在瞬态卸荷岩爆试验的数据

拟合当中，出现这种特殊现象，可能由以下一些因素造成：1）
Mogi-Coulomb强度准则本质上为剪切强度准则，对真三轴卸

荷下发生的以张拉型破坏为主的岩爆现象不再适用，导致利

用该准则进行数据拟合时出现了数据结果异常；2）试验数据

采集偏差所导致，特别是在岩爆试验过程中，岩爆现象往往

有瞬时岩爆、标准岩爆和滞后岩爆三种类型，实际上很难监

测到岩石发生破坏时三个主应力方向的应力准确值。分析

数据原文中岩石的破坏特征，其中灰岩[20]破坏形式以竖向劈

裂破坏为主，破裂面较为粗糙，且垂直于卸荷方向，为张性破

坏；苗金丽[23]中的花岗岩、砂岩及煤岩的破坏形式非常复杂，

部分岩样有着剪切破坏的典型特征，而大部分岩样为强烈的

张拉弹射破坏，这从一定程度上证实了因素1的可能性。

从表3~表6中的 c值来看，出现的负值都非常接近于零，

不排除上述的第2个因素起作用，但总的来看，第1个因素是

导致这种现象的主要因素，而这也表明真三轴卸荷试验条件

下基于八面体剪切破坏的Mogi-Coulomb强度准则存在一定

的局限性，高应力下的岩体卸荷破坏准则还有待深入研究。

4 结论
从理论计算、数据拟合分析，结合试验结果探讨等方面，

研究了Mogi-Coulomb强度准则在岩石三轴卸荷破坏试验的

适用性。

1）常规三轴卸荷试验下，Mogi线性强度准则的拟合结

果与Mohr-Coulomb线性强度准则的拟合结果十分相近，并且

两种强度准则得到的 c、ϕ值偏差较小。可以认为 Mogi-

表4 大理岩稳态卸荷下Mogi-Coulomb强度准则

拟合结果及c、ϕ值

Table 4 Mogi-Coulomb strength criteria's fitting results
and values of c, ϕ of marble under true triaxial stable

unloading condition

图11 大理岩真三轴稳态卸荷Mogi-Coulomb强度准则数据拟合

Fig. 11 Mogi-Coulomb strength's data fitting of marble
under the true triaxial stable unloading condition

岩样类别

大理岩[24]

a /MPa

-0.09
b

0.81
R2

0.96
c /MPa

-0.19
ϕ/(∘)
59.22

τ̄ /MPa

1.24
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Coulomb线性强度准则在常规三轴条件下有良好的适用性。

2）Mohr-Coulomb强度准则和Mogi-Coulomb强度准则均

是基于岩石发生剪切破坏而建立起来的准则，在应用到工程

实践时，尤其是应用到高地应力硬岩开挖卸荷工程中，往往

会出现和实际工程不一致的情况，如不能合理的解释深部岩

石板裂破坏、分区破裂化等现象[25]。

本研究的分析结论在一定程度上验证了上述观点。可

见，Mogi-Coulomb准则对真三轴卸荷破坏的适用性存在一定

的局限性，需要建立一种新的剪切-张拉复合型强度准则来

反映真三轴卸荷岩石破坏的应力路径和强度变化关系。
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