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摘要摘要 在岩土工程可靠度分析中，M-C强度参数概率分布类型研究是一项基础性工作，为此提出了岩土抗剪强度参数概率分布

函数的勒让德多项式推断法。以岩石常规三轴试验数据为原始信息，根据组合理论和线性回归分析方法，构建了内摩擦角φ、摩
擦系数 f和黏聚力c的小样本信息库，对样本数据的概率分布类型进行假设检验，通过有限比较法得到M-C强度参数的最优经典

概率分布类型为正态分布。基于勒让德正交多项式逼近法得到了φ、f和c的概率分布函数，并利用K-S检验法与正态分布进行

计算精度比较。结果表明，勒让德多项式推断得到的概率分布函数的K-S检验值比正态分布的小，更符合样本实际观测数据的

分布规律。
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Deduction of probability distribution of M-C strength parameters
by Legendre polynomial

AbstractAbstract It is a fundamental and important topic to study the probability distribution of M-C strength parameters in reliability
analysis of geotechnical engineering. The Legendre polynomial is introduced to infer the probability distribution functions of
geotechnical shear strength parameters. With the conventional triaxial test data as the original information, an information basis of
internal friction angle , friction coefficient f and cohesion c is constructed based on combination theory and linear regression analysis
method. Subsequently, hypothesis testing of the probability distribution functions of sample data is conducted. The optional classical
probability distribution types of M-C strength parameters are normal distribution, as verified by limited comparison method. The
probability distribution functions of internal friction angle, friction coefficient and cohesion are deduced by Legendre orthogonal
polynomial numerical approximation method. The K-S test method is used to compare the results of the presented method and normal
distribution. It is shown that the K-S test results of probability distribution functions of M-C shear strength parameters deduced by
Legendre polynomial are smaller than those of the normal distribution and can be more close to the actual probability distribution.
KeywordsKeywords probability distribution function; M- C strength parameters; the Legendre polynomial; K- S test method; combination
theory
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M-C强度理论是广泛应用于岩土工程领域的强度理论

之一[1~3]，表征了岩土破坏时最大主应力与最小主应力之间的

线性关系，没有考虑中主应力对岩土强度的影响[4~6]。但M-C
强度准则的线性表达式是一个定值方程表达式，其中涉及到
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的准则参数为常数，用这种方法对岩石材料的受力状态进行

判别时，只能给出两个确定性的结果：稳定或破坏[7]。由于岩

体是力学参数变异性较大的地质体，考虑岩体强度参数的变

异性，将M-C强度准则概率化，用破坏概率作为岩体破坏的

判定标准，可以提高岩体稳定性判别的客观科学性[8]。在M-C
准则中，岩石抗剪强度参数的内摩擦角φ，摩擦系数 f = tanφ
和黏聚力 c都由现场和室内试验来确定，由于受多种因素的

影响，φ、f和 c都是随机参数，而且样本容量往往很小，无法达

到统计的要求。研究发现采用M-C准则进行岩土工程的可

靠度分析时，c和φ值的不同分布类型和相关结构对可靠度指

标有较大的影响[9~12]，如姜彤等[10]的研究结果表明，边坡可靠

度计算对 c和φ值的概率分布形式十分敏感，最大相差 10倍
以上。唐小松等[11,12]依据 copula理论研究了不完备信息条件

下M-C准则参数 c和φ间的相关结构对失效概率的影响，结

果表明岩土结构的失效概率与所选用的 copula函数有关，并

且指出常用的Gaussian copula函数有时并不是反映 c和φ间

相关性最优的copula函数。但是研究两个参数相关结构的先

决条件是知晓参数的概率分布类型，由于概率分布类型的合

理与否将直接影响 copula函数的选取和 copula参数的取值。

因此在岩土工程可靠度分析中，对M-C强度参数概率分布类

型的研究是一项基础性工作，具有极其重要的意义。

岩土抗剪强度参数概率分布类型研究结果表明：岩土抗

剪强度参数多数服从正态分布、对数正态分布和极值 1型分

布[13~15]。目前关于岩土参数概率分布类型推断常根据经验，

先假定岩土参数服从一种或几种经典的理论分布（正态分

布、对数正态分布等），然后通过检验（如K-S检验法等）做出

拒绝或不拒绝假设[16]。宫凤强等[17,18]基于正交多项式最佳平

方逼近法对随机参数的概率密度函数进行了研究，直接根据

试验样本信息和统计分析方法得到随机参数的概率分布函

数，而不是预先假定样本数据服从某经典分布，具有充分的

数学和物理意义，避免了对样本数据概率分布的假设检验，

取得较好效果。

本文以岩石的 7组常规三轴试验数据为原始信息，基于

勒让德正交多项式逼近法得到φ、f和 c的概率分布函数，并利

用K-S检验法和最优的经典概率分布进行计算精度比较。

1 M-C强度理论
岩石破坏面上的抗剪强度是作用在该面上的正应力的

单值函数，在一定应力水平下，岩石的抗剪强度准则为

τ = c +σ tanφ （1）
式中，τ 为破坏面上的极限剪应力；σ 为破坏面上的法向应

力；c和φ分别为岩石材料的黏聚力和内摩擦角。

式（1）即为M-C强度准则，其主应力型为

σ1 = 1 + sinφ
1 - sinφσ3 + 2c cosφ

1 - sinφ （2）
式中，σ1 和 σ3 分别为岩石破坏时的最大主应力和最小主

应力。

图 1为M-C强度准则的强度包络线，σc 为单轴抗压强

度，岩石抗剪强度随剪切面上的压应力线性增大，并且在各

种应力状态下，岩石破坏面与最大主平面的夹角均为

β = 45° +φ/2 。从图1可看出，针对具体的岩石材料可以通过

常规三轴试验获得岩石在不同围压 σ3 下的抗压强度 σ1 。然

后在 τ -σn 坐标系下，分别以 (σ1 +σ3)/2 为圆心，(σ1 -σ3)/2 为

半径做莫尔圆，以此为基础作出系列莫尔圆的公切线，即M-C
强度包络线，进而根据式（2）确定岩石的黏聚力 c，内摩擦角φ

及摩擦系数 f，即可建立具体岩石的M-C抗剪强度准则。在

实际工作中，在做莫尔圆时带有很大的随机性，因此所得到

的黏聚力 c，内摩擦角φ及摩擦系数 f都是随机参数[7]。

2 构建抗剪强度参数的小样本数据库
一般情况下，对于三轴压缩试验，利用线性回归统计分

析方法，可以得到适合于各莫尔圆的最优公切线，然而这种

方法得到的抗剪强度参数是个确定值，没有统计意义。但是

在三轴压缩试验数据中，随机取出几个试验值，构造对应的

系列莫尔圆，然后根据线性回归分析方法，即可得到一组抗

剪强度参数值。根据组合理论就可以由有限的试验值构造

出具有一定样本数的抗剪强度参数信息库。以三轴压缩试

验数据为例来说明岩石抗剪强度参数信息库的构建方法。

赵奎等[19]在RMT-150C岩石力学试验系统上对石英斑岩进行

三轴压缩试验，当围压 σ3 为0、5、10、15、20、25和30 MPa时，

对应的峰值应力 σ1 为114.25、179.10、182.18、267.61、234.04、
270.88和316.42 MPa。

在构建抗剪强度参数小样本信息库时，应保证每组数据

中都包含单轴抗压强度试验值以及样本容量 n≥5 ，因此针

对表1中的7组数据，在含围压的6组常规三轴抗压试验数据

中根据组合理论，构建了 C4
6 +C5

6 +C6
6 = 22 组数据[7]，然后根据

线性回归方法可计算得到22组 (φ, f,c)样本值。

3 岩石抗剪强度参数的线性回归估计
目前利用三轴压缩试验数据，基于线性回归原理求解抗

剪强度参数的方法主要有两种：σ1 -σ3 法和 p - q法[20]。然而

通过严格的数学推导，理论上证明采用 σ1 -σ3 法的回归结果

更为合理 [21]。因此下面仅对线性回归的 σ1 -σ3 法做简要

介绍。

图1 Mohr-Coulomb 强度准则

Fig. 1 Mohr-Coulomb strength criterion
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3.1 σ1-σ3法

由式（2）得
σ1 = Aσ3 +B （3）

式（3）中，

A = 1 + sinφ
1 - sinφ , B = 2c cosφ

1 - sinφ （4）
利用三轴压缩试验数据，基于线性回归原理直接对

(σ3,σ1) 进行线性回归得到 A和 B ，然后根据式（4）计算出抗

剪强度参数 c、φ和 f [20,21]。

3.2 抗剪强度参数的线性回归估计

对依据组合理论得到的 22组样本值，分别根据 σ1 -σ3

法进行线性回归计算得到A和B，然后利用式（4）计算出 c、φ

和 f，具体计算结果如表1所示。表中剔除的数据是指在该组

参数线性回归过程中未使用的试验值。例如剔除的数据为

（5, 179.10）时，采用除这组试验值之外的其他 6组试验值进

行回归估计。

表1 岩石抗剪强度参数的样本数据

Table 1 Sample data for shear strength parameters of rock

A

132.0786
114.6066
136.2425
124.6866
133.3488
131.3818
133.5531
126.1897
113.3976
122.1957
114.5138
116.1692
126.4671
138.6011
135.6651
137.5068
125.8268
124.5847
128.3022
132.1588
132.6843
129.5891

B/MPa
6.0080
6.4707
5.8941
6.0575
6.1619
6.2523
5.8124
6.2663
6.4769
6.4961
6.5903
6.1215
6.0052
6.0528
6.1638
5.7768
6.1575
6.1640
5.6148
6.6201
6.3489
6.5583

φ /（°）
45.6114
47.0784
45.2266
45.7755
46.1160
46.4044
44.9443
46.4485
47.0972
47.1549
47.4346
45.9851
45.6021
45.7602
46.1220
44.8195
46.1018
46.1226
44.2388
47.5220
46.7064
47.3401

f

1.0216
1.0753
1.0079
1.0274
1.0397
1.0503
0.9981
1.0519
1.0760
1.0782
1.0888
1.0350
1.0212
1.0269
1.0400
0.9937
1.0392
1.0400
0.9738
1.0921
1.0614
1.0852

c/MPa
26.9425
22.5271
28.0590
25.3305
26.8598
26.2716
27.6978
25.2052
22.2787
23.9717
22.3036
23.4765
25.8038
28.1681
27.3221
28.6056
25.3537
25.0902
27.0729
25.6823
26.3294
25.3014

剔除的数据/MPa
—

(5, 179.10)
(10, 182.18)
(15, 267.61)
(20, 234.04)
(25, 270.88)
(30,3 16.42)

(5, 179.10), (10, 182.18)
(5, 179.10), (15, 267.61)
(5, 179.10), (20, 234.04)
(5, 179.10), (25, 270.88)
(5, 179.10), (30, 316.42)
(10, 182.18), (15, 267.61)
(10, 182.18), (20, 234.04)
(10, 182.18), (25, 270.88)
(10, 182.18), (30, 316.42)
(15, 267.61), (20, 234.04)
(15, 267.61), (25, 270.88)
(15, 267.61), (30, 316.42)
(20, 234.04), (25, 270.88)
(20, 234.04), (30, 316.42)
(25, 270.88), (30, 316.42)

4 基于勒让德多项式逼近法的M-C强度参数概率

分布推断
4.1 勒让德正交多项式

勒让德（Legendre）多项式为定义在闭区间[-1,1]上，权函

数 w(x) = 1的正交多项式，用 P0(x),P1(x),P2(x),⋯,Pn(x)表示。

正交性

∫-11Pn(x)Pm(x)dx = ìí
î

0 m≠ n22n + 1 m = n （5）
递推关系

P0(x) = 1,P1(x) = x,
(k + 1)Pk + 1(x) =(2k + 1)xPk(x) - kPk - 1(x) k = 1,2,⋯ （6）

勒让德多项式中各项的系数定义为
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ak = 2k + 12 ∫-11Pk(x) f (x)dx k = 0,1,2⋯ （7）
式中，f (x) 为所要逼近的函数，本研究指岩石抗剪强度参数

的概率密度函数。

4.2 岩石抗剪强度参数的勒让德多项式展开

假设岩石抗剪强度参数 X =(x1,x2,⋯,xn)的样本的分布区

间为 [ ]xmin,xmax ，为了满足勒让德多项式的定义区间，需对样

本分布区间进行线性变换。设 yi = [ ]2xi -(a + b) /(b - a)（a 稍

小于 xmin ，b 稍大于 xmax）[16,17]，相应的概率密度函数为 f (y) 。
根据数理统计理论，其均值 μ 、k 阶原点矩 μk 以及 k 阶样本

矩 Ak 分别为

μ = ∫-11 yf (y)dy , μk = ∫-11 yk f (y)dy , Ak = 1
n∑i = 1

n

y k
i （8）

根据数理统计理论，随机变量的样本矩 Ak 依概率收敛于

总体原点矩 μk ，因此有

μk = Ak （9）
勒让德多项式的 Pk(y) 是最高次项为 k 的多项式，设

Pk(y) = βk0 + βk1y +⋯+ βkky
k ，则

∫-11Pk(y) f (y)dy = ∫-11 (βk0 + βk1y +⋯+ βkky
k) f (y)dy

= βk0∫-11Pk(y)dy + βk1∫-11 yPk(y)dy +⋯+ βkk∫-11 ykPk(y)dy
代入式（8）和（9）得

∫-11Pk(y) f (y)dy = βk0 μ0 + βk1 μ1 +⋯+ βkk μk =∑
i = 0

k

βki μi =∑
i = 0

k

βki Ai

（10）
将式（10）代入式（7）得

ak =
∑
i = 0

k

βki Ai

2/(2k + 1) k = 0,1,2,⋯ （11）
因此 f (y)的勒让德正交多项式展开为

f (y)≈ fn(y)=∑
k = 0

n

akPk(y) （12）
将 y = [ ]2x -(a + b) /(b - a) 代入式（12），可求得岩石抗剪强

度参数X在闭区间 [ ]a,b 上的概率密度函数为

f (x)≈ fn(x) = 2
b - a∑k = 0

n

akPk

é
ë
ê

ù
û
ú

2x -(a + b)
b - a （13）

由式（13）可得强度参数X的概率分布函数为

F(x)≈Fn(x) =
ì
í
î

ï

ï

1 x > b∫ax fn(x)dx a < x≤ b

0 x≤ a

（14）

5 K-S法检验与分析讨论
5.1 经典理论概率分布函数分析

岩土抗剪强度参数概率分布类型方面大量的研究工作

表明岩土抗剪强度参数多数服从正态分布、对数正态分布和

极值 1型分布[13~15]，因此首先对表 2得到的 22组 (φ, f,c) ，采用

精度较高的 K-S检验法对经典理论分布函数进行假设检

验。K-S检验值的柱状图如图2所示。

从图2可以看出，φ，f和 c对于3种经典理论分布（正态分

布、对数正态分布和极值1型分布）都能通过K-S检验。这时

可以通过比较不同概率分布检验值 Dn 的大小来遴选出样本

值的最优理论分布概型。由图2可得，对于抗剪强度参数φ，

f和 c，正态分布检验值都小于其他两种分布的检验值。因

此，岩石抗剪强度参数的最优分布类型均为正态分布，分布

参数如表2所示。

5.2 抗剪强度参数分布函数的勒让德多项式推断

根据概率密度函数的勒让德多项式逼近法可知，本研究

方法的关键步骤在于根据样本矩 Ak 依概率收敛于总体原点

矩 μk 来确定勒让德多项式系数 ak 。根据文献[16]、[22]可知，

当勒让德多项式的阶数 n≥6 时，所得到的概率密度函数已

经有很好的收敛效果，并且趋于稳定。便于比较分析，本文

分别采用六阶、七阶和八阶勒让德多项式对M-C强度参数的

概率密度函数进行推断。根据式（11）可计算得到概率密度

函数的六阶、七阶和八阶勒让德多项式逼近表达式 f6(y) 、
f7(y)和 f8(y)的系数，如表3所示。

将计算得到的勒让德多项式逼近表达式的系数代入式

（13）可得抗剪强度参数 X 的概率密度函数 f6(x) 、f7(x) 和
f8(x) 的具体表达式，然后代入式（14）可得对应的概率分布函

数 F6(x)、F7(x)和 F8(x)的表达式。

5.3 K-S检验及讨论分析

为了说明岩石抗剪强度参数概率密度函数的勒让德多

项式推断法在小样本下的适用性，利用K-S检验法分别对参

数φ、f和 c的正态分布函数和勒让德多项式函数 F6(x) 、F7(x)
和 F8(x)进行检验，检验结果如表4、表5、表6所示。由于3个
强度参数的样本容量均为 22，显著水平 α 为 0.05时，K-S检

验统计量的临界值 Dn,α = 0.2807。

图2 传统分布拟合的K-S检验结果

Fig. 2 K-S test results of classical probability
distribution functions

类型

均值

标准差

φ/（°）
46.1642
0.8950

f

1.0420
0.0325

c/MPa
25.7115
1.8835

表2 正态分布的分布参数

Table 2 Distribution parameters of Gaussian distribution
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系数

a0
a1
a2
a3
a4
a5
a6
a7
a8

内摩擦角
f6(y)
0.5

0.1232
-0.5079
-0.2013
0.0787
-0.2307
-0.3785

f7(y)
0.5

0.1232
-0.5079
-0.2013
0.0787
-0.2307
-0.3785
0.2935

f8(y)
0.5

0.1232
-0.5079
-0.2013
0.0787
-0.2307
-0.3785
0.2935
0.6203

摩擦系数
f6(y)
0.5

0.0794
-0.5212
-0.1530
-0.0800
-0.2680
-0.3060

f7(y)
0.5

0.0794
-0.5212
-0.1530
-0.0800
-0.2680
-0.3060
0.4210

f8(y)
0.5

0.0794
-0.5212
-0.1530
-0.0800
-0.2680
-0.3060
0.4210
0.5988

黏聚力
f6(y)
0.5

0.0907
-0.1997
-0.4238
0.2296
-0.0227
-0.4814

f7(y)
0.5

0.0907
-0.1997
-0.4238
0.2296
-0.0227
-0.4814
0.2108

f8(y)
0.5

0.0907
-0.1997
-0.4238
0.2296
-0.0227
-0.4814
0.2108
-0.0848

表3 拟合勒让德多项式系数

Table 3 Coefficients for fitting Legendre polynomial

区间长度

[44, 44.7860)
[44, 45.3332)
[44, 45.8804)
[44, 46.4276)
[44, 46.9748)

[44,48]
Dn

临界值 Dn,α

样本数

1
4
8
14
16
22

实际频率

0.0455
0.1818
0.3636
0.6364
0.7273
1.0000

K-S检验结果
正态分布
0.0085
0.0130
0.0041
0.0284
0.0824
0.0279
0.0824

0.2807

F6(φ)
0.0290
0.0133
0.0104
0.0261
0.0575
0.0000
0.0575

F7(φ)
0.0304
0.0224
0.0207
0.0265
0.0489
0.0000
0.0489

F8(φ)
0.0429
0.0275
0.0110
0.0073
0.0317
0.0000
0.0429

表4 φ值概率分布函数的K-S检验结果

Table 4 K-S test results of probability distribution function of φ

区间长度

[0.9657, 0.9935)
[0.9657, 1.0132)
[0.9657, 1.0329)
[0.9657, 1.0526)
[0.9657, 1.0723)
[0.9657, 1.1106]

Dn
临界值 Dn,α

样本数

1
4
8
15
16
22

实际频率

0.0455
0.1818
0.3636
0.6818
0.7273
1.0000

K-S检验结果

正态分布

0.0128
0.0036
0.0167
0.0176
0.0882
0.0266
0.0882

0.2807

F6( f )
0.0301
0.0020
0.0300
0.0580
0.0658
0.0000
0.0658

F7( f )
0.0334
0.0118
0.0440
0.0568
0.0523
0.0000
0.0568

F8( f )
0.0441
0.0150
0.0329
0.0378
0.0369
0.0000
0.0441

表5 f值概率分布函数的K-S检验结果

Table 5 K-S test results of probability distribution function of f

区间长度

[22, 23.3332)
[22, 24.3877)
[22, 25.4422)
[22, 26.4967)
[22, 27.5512)

[22, 29]
Dn

临界值 Dn,α

样本数

3
5
10
14
18
22

实际频率

0.1364
0.2273
0.4545
0.6364
0.8182
1.0000

K-S检验结果

正态分布

0.0574
0.0106
0.0358
0.0009
0.0069
0.0648
0.0648

0.2807

F6(c)
0.0323
0.0179
0.0651
0.0017
0.0025
0.0000
0.0651

F7(c)
0.0342
0.0239
0.0570
0.0027
0.0029
0.0000
0.0570

F8(c)
0.0327
0.0228
0.0565
0.0044
0.0009
0.0000
0.0565

表6 c值概率分布函数的K-S检验结果

Table 6 K-S test results of probability distribution function of c
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图3 概率密度函数曲线比较

Fig. 3 Comparison of probability density function curves

（a）f(φ)-φ

（b）f(f)-f

（c）f(c)-c

从表4~表6可以看出，由勒让德多项式推断得到的强度

参数φ、f和 c的概率分布函数的检验值都小于临界值 Dn,α ，且

比正态分布的检验值小。因此用勒让德多项式逼近法得到

的随机参数的概率分布函数能够通过拟合良好性检验，而且

比正态分布函数更能反映样本的真实分布情况。如由表4可
知，φ 值的正态分布的检验值为 0.0824，正交多项式 F6(φ) 、
F7(φ) 和 F8(φ) 的检验值分别为 0.0575，0.0489和 0.0429，都远

小于 Dn,α ，说明正态分布和勒让德多项式都可通过K-S检验

法检验。但是勒让德多项式的检验值比正态分布的小，说明

由勒让德多项式推断的概率分布函数更接近 φ 值样本数据

的实际分布。通过K-S检验法检验，勒让德正交多项式也更

符合 f 和 c值样本数据的分布规律。

为了更加直观地说明勒让德正交多项式和正态分布概

率密度函数的表现形式，分别作出了二者的函数曲线，并与

样本实测数据的频率分布直方图作对比，如图 3所示。图 3
直观地说明了由勒让德正交多项式逼近法得到的M-C强度

参数的概率密度函数可以有多个峰值，能够更好地拟合样本

数据的频率分布直方图，进一步说明了本研究方法的合理性

和适用性。由于经典理论分布（如正态分布、对数正态分布

和极值1型分布等）的概率密度函数为单峰值函数，因此用经

典分布函数拟合多峰值函数，显然不合理。而勒让德正交多

项式推断的概率密度函数能够有效解决经典分布所不能解

决的多峰值函数的拟合问题。实际中的问题由于受多种因

素的影响，可能并不严格服从某一经典概率分布，而是服从

某种未知的分布或几种经典分布的组合[16,23]。采用勒让德正

交多项式为基，由样本矩直接生成随机参数的概率密度函

数，而不是先假定成经典分布，因此有更加充分的数学和物

理意义[23]。
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6 结论
1）以7组常规三轴试验数据为原始信息，根据组合理论

和线性回归分析方法，构建了参数φ、f和 c的小样本信息库，

克服了样本容量不足的缺陷。

2）提出了用勒让德正交多项式推断M-C强度准则参数

概率分布的方法。研究表明，所得到的概率分布的精要优于

传统方法得到的正态分布，更加接近M-C强度准则参数实际

观测数据的分布规律。相对于有限比较法得到的正态分布，

基于勒让德多项式推断得到的概率分布函数能够适用于样

本容量较小的情形。

3）M-C抗剪强度参数概率分布的勒让德多项式推断法，

直接根据试验样本信息和统计分析方法得到随机参数的概

率分布函数，而不是预先假定样本数据服从某经典分布，因

此具有更加充分的数学和物理意义。
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