
科技导报 2015，33（11）www.kjdb.org

收稿日期：2015-01-27；修回日期：2015-04-27
基金项目：国家自然科学基金项目（71371107）；江苏省高校哲学社会科学基金项目（2013SJD630039）
作者简介：冯向前，副教授，研究方向为决策理论与方法，电子信箱：feng_xq@njnu.edu.cn
引用格式：冯向前, 谭倩云, 张华荣. 基于可能度的犹豫模糊PROMETHEE方法[J]. 科技导报, 2015, 33(11): 90-93.

基于可能度的犹豫模糊基于可能度的犹豫模糊PROMETHEEPROMETHEE
方法方法
冯向前 1，谭倩云 1，张华荣 2

1. 南京师范大学计算机科学与技术学院，南京 210023
2. 南京师范大学科技处，南京 210023
摘要摘要 针对犹豫模糊多属性决策问题，引入犹豫模糊可能度概念，提出了基于可能度的PROMETHEE方法。首先，基于均匀分

布的概率准则给出了犹豫模糊元比较的可能度公式，并证明其性质；在其基础上结合PROMETHEE法，给出犹豫模糊多属性决

策方法。本方法将传统PROMETHEE的多步骤整合为一个公式，简化了计算过程。最后，通过实例验证了该方法的合理性和可

行性。
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PROMETHEE method for hesitant fuzzy multi-criteria decision
making based on possibility degree

AbstractAbstract For hesitant fuzzy multi-criteria decision making problems, the concept of the possibility degree of the hesitant fuzzy elements
is introduced and the PROMETHEE method based on the possibility degree is proposed. First, a comparison formula for the hesitant fuzzy
possibility degree based on the probability criterion of a uniform distribution is derived, and its properties are shown. Then, a novel
method of the hesitant fuzzy linguistic multi- criteria decision making is developed based on the idea of PROMETHEE, in which the
multiple steps may be integrated into one formula to simplify the computational process. Finally, the rationality and the feasibility of the
method is verified in an illustrative example.
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多属性决策问题是模糊理论中一个很重要的研究方向，

在经济、管理、社会生活等各个领域中取得巨大经济和社会

效益。当决策者在讨论元素X属于某个集合A的隶属度时，

由于决策者的知识背景及思维的差异，对于同样的元素和集

合，给出的隶属度可能不同，如有的人给出 0.3，有的人给出

0.4，还有的人给出 0.6等，决策者各持己见，不能说服彼此。

为了应对这种复杂情形，Torra等[1,2]提出犹豫模糊集，作为模

糊集的一种推广形式，犹豫模糊集允许一个元素属于一个集

合的隶属度可以是多个不同的值，这样可以反映和兼顾决策

者的不同意见。目前，对于属性值以犹豫模糊信息的形式给

出的多属性决策问题的研究已经引起重视。Xu等[3~5]基于直

觉模糊集与犹豫模糊集的关系定义了犹豫模糊集的运算法

则，将距离推广到犹豫模糊环境下，给出了犹豫模糊集的距

离测度公式和相似度公式，并提出犹豫模糊算子对方案进行

排序．进一步，Xu等[6]将模糊集的熵、交叉熵推广到犹豫模糊

环境下，讨论了犹豫模糊集的相似度、熵、交叉熵之间的关
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系，并最终将其应用到多属性决策中。Rodríguez等[7]对犹豫

模糊集的概念、基本运算、性质、集结算子、距离测量、相关性

系数和信息测度等相关知识做了总结和展望。Zhang等[8]采用

多维偏好线性规划（LINMAP）的主体结构提出了的一种区间

规划的方法来求解犹豫模糊多属性群决策问题。Ye[9]提出一

种犹豫模糊QualiFlex法处理犹豫模糊多属性决策问题，Xu
等[10]结合TOPSIS法解决信息不完全的犹豫模糊多属性决策

问题。但是，以上方法在求解多属性决策问题时，要求犹豫

模糊元所含元素个数相同，否则需要对具有较少元素的犹豫

模糊元进行补充，由此会对决策结果的准确性产生影响。针

对这个问题，本文引入犹豫模糊的可能度概念，利用可能度

比较两个犹豫模糊元的大小，而可能度计算不要求犹豫模糊

元所含元素的个数相同。

犹豫模糊元排序是犹豫模糊多属性决策的核心内容之

一。本文针对犹豫模糊多属性决策问题，提出基于可能度

的 PROMETHEE方法。首先，基于均匀分布的概率准则给

出犹豫模糊元的可能度排序公式；其次，类似于区间数比

较的可能度性质给出犹豫模糊元比较的可能度性质；在其

基础上结合 PROMETHEE法，给出犹豫模糊多属性决策方

法；最后，通过实例验证该方法的合理性和可行性。

1 基础知识

定义 1[11] 设 X ={ }x1,x2,⋯,xn 为一个给定的集合，形如

A ={ }< x,hA(x) > |x ∈X 的二元组称为 X 上的犹豫模糊集

（HFS），其中 hA(x)是由区间 [ ]0,1 上若干个不同的数构成的集

合，表示集合 X 中元素 x 属于集合 A的若干种可能隶属度。

为了方便计算，称 hA(x) ={ }γλ|λ = 1,2,⋯,#h 为一个犹豫模糊

元（HFE），简记为 h ，其中 #h 表示一个犹豫模糊元包含的元

素个数。

定义2[7] 设 h ={ }γλ|λ = 1,2,⋯,#h 是一个犹豫模糊元，则

h满足以下特性：

1）逆运算，γi = neg(γ j) = 1 - γ j
；

2）最小值，h- = min{γ|γ ∈ }h ；

3）最大值，h+ = max{γ|γ ∈ }h ；

4） 若 γλ ∈(h1 ⋂ h2) ，则 neg(γλ) ∈(neg(h1)⋂ neg(h2)) ，其

中 neg(h) ={ }neg(γλ)|λ = 1,2,⋯,#h 。

定义 3[4] 设 h ={ }γλ|λ = 1,2,⋯,#h 是一个犹豫模糊元，

则称

f (h) = 1#h∑λ = 1

#h
γλ （1）

为 h的得分函数。

定义 4[12,13] 设 X ={ }x1,x2,⋯,xn 为一个给定的集合，h ，

h1 ，h2 是 X 上的3个犹豫模糊元，则定义：

1）hc =∪
γ ∈ h

{ }1 - γ ；

2）hα =∪
γ ∈ h

{ }γα (α > 0)；
3）αh =∪

γ ∈ h
{ }1 -(1 - γ)α (α > 0)；

4）h1⊗ h2 = ∪
γ1 ∈ h1,γ2 ∈ h2

{ }γ1γ2 ；

5）h1⊕h2 = ∪
γ1 ∈ h1,γ2 ∈ h2

{ }γ1 + γ2 - γ1γ2 ；

6）h1 ⋃ h2 = ∪
γ1 ∈ h1,γ2 ∈ h2

max{ }γ1,γ2 ；

7）h1 ⋂ h2 = ∪
γ1 ∈ h1,γ2 ∈ h2

min{ }γ1,γ2 。

2 可能度计算模型

定义 5 设 hi ={ }γi|γi ∈ hi ，hj ={ }γj|γj ∈ hj 是 X 上的任意

两个犹豫模糊元，则二元关系 p定义为

p(γi,γ j) = ìí
î

1 γi > γ j

0 γi ≤ γ
j

根据定义5可以得出以下结论。

性质1 若 p(γi,γ j) = 1，则 p(neg(γ j),neg(γi)) = 1；若 p(γi,γ j)
= 0 ，则 p(neg(γ j),neg(γi)) = 0 。

定义 6 设 X ={ }x1,x2,⋯,xn 为一个给定的集合，h1 ，h2

是 X 上的两个犹豫模糊元，定义 h1 ≥ h2 的可能度 p(h1 ≥ h2)为

p(h1 ≥ h2) =
0.5#( )h1 ⋂ h2 + ∑

γ1 ∈ h1,γ2 ∈ h2
p( )γ1,γ2

#h1#h2
（2）

例 1 设 h1 ={ }0.2,0.3,0.5 ，h2 ={ }0.4,0.5,0.6 ，根据公式

计算得 p(h1 ≥ h2) = 0.5 × 1 + 13 × 3 = 0.167。

下面类似于区间数比较的可能度性质给出犹豫模糊元

比较的可能度性质。

性质2（规范性） 0≤ p(h1 ≥ h2)≤ 1。
证明：根据定义6可以证得 0≤ p(h1 ≥ h2)≤ 1。
性质 3（直观性） 如果 h-

1 > h+
2 ，则 p(h1 ≥ h2) = 1 ；如果

h+
1 < h-

2 ，则 p(h1 ≥ h2) = 0 。

证明：当 h-
1 > h+

2 时，p(h1 ≥ h2) = 0.5 × 0 + #h1#h2#h1#h2
= 1 ，当

h+
1 < h-

2 时，p(h1 ≥ h2) = 0.5 × 0 + 0#h1#h2
= 0 。

性质4（互补性） p(h1 ≥ h2) + p(h2 ≥ h1) = 1。
证明：

p(h1 ≥ h2) + p(h2 ≥ h1)

=
0.5#( )h1 ⋂ h2 + ∑

γi ∈ h1,γ j ∈ h2

p( )γi,γ j

#h1#h2
+
0.5#( )h1 ⋂ h2 + ∑

γi ∈ h1,γ j ∈ h2

p( )γ
j,γi

#h1#h2

=
#( )h1 ⋂ h2 + ∑

γi ∈ h1,γ j ∈ h2

p( )γi,γ j + ∑
γi ∈ h1,γ j ∈ h2

p( )γ
j,γi

#h1#h2
= 1

性质 5（自反性） 如果 h1 = h2 ，则 p(h1 ≥ h2) = p(h2 ≥ h1)
= 0.5。

证 明 ：当 h1 = h2 ，可 以 得 p(h1 ≥ h2) = p(h2 ≥ h1) ，且
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p(h1 ≥ h2) + p(h2 ≥ h1) = 1，所以 p(h1 ≥ h2) = p(h2 ≥ h1) = 0.5。

性质6 p(h1 ≥ h2) = 1 - p(neg(h1)≥ neg(h2))。
证明：p(h1 ≥ h2) =

0.5#( )h1 ⋂ h2 + ∑
γi ∈ h1,γ j ∈ h2

p( )γi,γ j

#h1#h2

=
0.5#( )neg(h1)⋂ neg(h2) + ∑

neg(γi) ∈ neg(h1),neg(γ j) ∈ neg(h2)
p( )neg(γ j),neg(γi)

#neg(h1)#neg(h2)
= p(neg(h2)≥ neg(h1))
= 1 - p(neg(h1)≥ neg(h2))。

3 基于PROMETHEE的多属性决策方法

对于犹豫模糊多属性决策问题，方案集 X ={ }x1,x2⋯,xm ，

属性集 C ={ }c1,c2⋯,cn ，属性的权重向量 w = ( )w1,w 2,⋯,wn ，其

中 wj 是属性 cj 的权重，且 wj ≥0 ，∑
j = 1

n

wj = 1，D =(hij)m × n 是一

个犹豫模糊决策矩阵，hij 表示方案 xi 关于属性 cj 的属性

值。属性有不同的类型，一般情况下可划分为效益型（简记

为 B）和成本型（简记为 C )。通过决策矩阵的标准化将成本

型属性值转化为效益型属性值，得到标准化决策矩

阵Q =(qij)m × n 。

qij = ìí
î

hij j ∈B
neg(hij) j ∈C （3）

PROMETHEE法[14,15]引入优先函数描述在属性 j 上 xi 关

于 xk 的优先程度，即根据各方案属性值之间的差距判断方案

之间的优劣程度。因此，PROMETHEE法对每一个属性或者

目标定义一个函数，函数的值从0到1，函数值越小，xi与xk 之

间的差异越小；当函数值为0时，xi 和 xk 为无差异；其值越接

近1，xi 优于 xk 的程度越高；而当函数值为1时，xi 严格优于

xk 。用 Π(xi,xk) 表示优先指数，并对每一个方案定义流出

ϕ+(xi)，流入 ϕ-(xi)和净流 ϕ(xi)。下面利用前文的犹豫模糊元

比较方法提出犹豫模糊PROMETHEE法。

备选方案 xi 的优先指数为

Π(xi,xk) =∑
j = 1

n

wj p(hij,hkj) （4）
备选方案 xi 的流出和流入为

ì

í

î

ïï
ïï

ϕ+(xi) = 1
m∑k = 1

m

Π(xi,xk)
ϕ-(xi) = 1

m∑k = 1

m

Π(xk,xi)
（5）

备选方案 xi 的净流为

ϕ(xi) =ϕ+(xi) -ϕ-(xi) （6）
定理1 Π(xi,xk) +Π(xk,xi) = 1。
证明：由于∑

j = 1

n

wj = 1，0≤wj ≤1，所以

Π(xi,xk) +Π(xk,xi) =∑
j = 1

n

wj p( )hij,hkj +∑
j = 1

n

wj p( )hkj,hij

=∑
j = 1

n

wj( )p( )hij,hkj + p( )hkj,hij

=∑
j = 1

n

wj = 1.
根据定理1，可以得出

ϕ(xi) = 2ϕ+(xi) - 1 （7）
结合性质6和式（3）、式（4）、式（5）和式（7）可得

ϕ(xi) = 2
m∑k = 1

m æ

è
ç

ö

ø
÷∑

j ∈C
wj(1 - p(hij,hkj)) +∑

j ∈B
wj p(hij,hkj) - 1 （8）

对于犹豫模糊多属性决策问题，可直接运用式（8）得到

每个方案 xi 的净流 ϕ(xi) ，然后根据方案净流值的大小对方

案进行排序，或者按照以下具体步骤进行计算。

步骤1：根据决策者对各个方案的评价建立犹豫模糊决

策矩阵并用公式（3）对决策矩阵进行标准化处理，得到标准

化决策矩阵Q =(qij)m × n 。

步骤2：运用式（2）计算在属性 j（ j = 1,2,⋯,n）下 xi 和 xk

的可能度 p(hij,hkj)。
步骤3：运用式（4）计算每一对方案 xi 和 xk 的综合优先

指数 Π(xi,xk)。
步骤 4：通过式（5）和式（6）计算每个方案 xi 的净流

ϕ(xi)，根据方案的净流值对方案进行排序。

4 实例分析
通过一个算例[9]说明本文所提方法的可行性和合理性。

现有4家公司，分别为汽车公司 (x1)，食品公司 (x 2)，电脑公司

(x 3) 和军火公司 (x 4) ，方案集可表示为 X ={x1,x2,x }3,x4 ；某投

资公司打算对以上 4家公司的其中一家进行投资，其指标分

别为“盈利分析”(c1)、“增长分析”(c2)和“环境分析”(c3)，属性

集可表示为 C ={ }c1,c2,c3 ；针 对以上 3个属性，用犹豫模糊

hi ={ }γλ
i |λ = 1,2,⋯,#hi (i = 1,2,3,4)对这4家公司的3项指标进

行评价，现给出各属性的权重 w = ( )0.35,0.25,0.40 ，专家给出

的方案评估结果如表1所示。

步骤 1: 属性 c1,c2,c3 皆为效益型属性，标准化决策矩阵

Q =(qij)m × n 与犹豫模糊决策矩阵相同。

步骤 2: 运用式（2）计算在属性 j( j = 1,2,⋯,n) 下 xi 和 xk

的可能度 p(hij,hkj)。

表1 犹豫模糊决策矩阵

Table 1 Hesitant fuzzy decision matrix

方案项目

x1

x2

x3

x4

c1

{ }0.3,0.4,0.5
{ }0.4,0.6,0.7
{ }0.3,0.4,0.6
{ }0.6,0.7,0.8

c2

{ }0.4,0.6
{ }0.6,0.7
{ }0.5,0.6
{ }0.6,0.7

c3

{ }0.1,0.2,0.3
{ }0.4,0.6,0.7
{ }0.5,0.6
{ }0.3,0.4
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p(xi1,xk1) =
æ

è

ç
çç
ç

ö

ø

÷
÷÷
÷

0.5 0.167 0.444 00.833 0.5 0.778 0.2220.556 0.222 0.5 0.0561 0.778 0.944 0.5

p(xi2,xk2) =
æ

è

ç
çç
ç

ö

ø

÷
÷÷
÷

0.5 0.125 0.375 0.1250.875 0.5 0.875 0.50.625 0.125 0.5 0.1250.875 0.5 0.875 0.5

p(xi3,xk3) =
æ

è

ç
çç
ç

ö

ø

÷
÷÷
÷

0.5 0 0 0.831 0.5 0.583 0.9171 0.417 0.5 10.17 0.083 0 0.5
步骤3: 运用式（4）计算每一对方案 xi 和 xk 的综合优先

指数，如表2所示。

步骤4: 运用式（5）和（6）计算各个方案的净流值：

ϕ(x1) = -1.5958，ϕ(x2) = 1.4081，ϕ(x3) = -0.045，ϕ(x4) = 0.2327
由此可知，方案的排列顺序是 x2 ≻ x4 ≻ x3 ≻ x1 。所以，投资公

司可以对食品公司进行投资。

5 结论
犹豫模糊集是解决多属性决策问题的重要工具。由于

知识背景和各自利益不同，不同的决策者在对同一方案进行

评价时，可能会有不同的偏好关系或评估价值，而犹豫模糊

集正是解决这一问题十分有效的工具，它能够反映和兼顾决

策者的不同意见。本文研究了决策者对方案的属性偏好值

为犹豫模糊信息形式的多属性决策问题，引入犹豫模糊可能

度的概念，利用可能度比较两个犹豫模糊元的大小，而可能

度的计算不要求犹豫模糊元所含元素个数相同，所以在充分

利用犹豫模糊信息进行决策的同时提高了决策结果的准确

性，并结合 PROMETHEE法，给出了基于可能度的犹豫模糊

PROMETHEE法性。本方法将传统 PROMETHEE的多步骤

整合为一个公式，简化了计算过程，减少了比较的次数。
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表2 综合优先指数

Table 2 Comprehensive priority index

方案

x1

x2

x3

x4

x1

0.5
0.9103
0.7509
0.6368

x2

0.0897
0.5

0.2758
0.4305

x3

0.2492
0.7243
0.5

0.5491

x4

0.3633
0.5695
0.4509
0.55
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