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摘要摘要 航迹规划是无人机任务规划的重要组成部分。针对现有航迹规划存在的不足，提出一种基于改进pythagorean hodo⁃
graph（PH）曲线的航迹规划方法。该方法结合了PH曲线的曲率连续性和粒子群优化算法的快速搜索特点，将PH曲线的控制

点选取通过粒子群算法进行优化，可以快速得到避障安全、满足最大曲率限制和曲率连续的最优PH路径。仿真结果表明了该方

法的有效性。
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Track planning for unmanned aerial vehicles based on improved
PH curves

AbstractAbstract Track planning is one important factor of UAV mission planning. To aim at the shortage currently existing in track
planning, a method of track planning based on improved PH curves is proposed. The characteristic of PH curves' continuous
curvature is combined with the fast search of particle swarm optimization algorithm, by which choosing PH curves' control point is
optimized. The optimal PH path that avoids the obstacles in the environment meets the constraint of maximum curvature, and
continuous curvature can be obtained quickly. Simulation results show the validity of the method.
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随着无人机各种技术的日益成熟，性能的日益提高，在

作战中的优势愈加突出，致使现代战场对无人机的需求出现

了指数增加的现象。随着作战需求的增加，以及承担任务难

度的增大，提升任务规划能力也成为无人机研制过程中亟需

解决的关键问题。在无人机任务规划中，航迹规划成为无人

机研究重点。目前，解决无人机航路规划问题的方法：梯度

法、样条插值法、非线性规划法、动态规划、图论、A*搜索算

法、模拟退火法、遗传算法等。张得舒等[1]利用A*算法对无人

机的飞行航迹进行求解，复杂度较低，可快速获取攻击航迹，

但计算的精确度存在不足；华珊珊[2]运用遗传退火算法可在

较短的时间内规划出距离较短、威胁代价小的航路，局部满

足了平滑的需求，但忽略了航迹的整体平滑和最大曲率约束

的需求。猊天权等[3]将威胁回避、粒群算法和遗传算法的变

异操作相结合，规划出能确保自身安全且使威胁代价最小的

航路，但仅考虑了威胁规避和燃油、时间等约束，缺乏对无人

机自身的动力性能约束。

PH曲线（pythagorean hodograph）又称勾股速端曲线，具

有曲率连续、曲线平滑及曲线长度和曲率均有有理表达式的

特性，它是一条完整的曲线，而不是由一系列单个曲线段连

接而成[4]。与一般的智能优化算法相比，粒子群优化算法具

有概念简单、易于实现、搜索速度快、搜索范围大且需要调整

的参数少等优点[5,6]。针对现有航迹规划算法的不足，本文结

合PH曲线的特殊性和粒子群算法的快速搜索性能，提出一

种基于改进PH曲线的无人机航迹规划方法，在满足避障的

同时，满足无人机的最大曲率约束，将保证航迹连续可飞及

航路长度最短。
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1 路径规划分析
在已知或部分已知的地图或区域上，有一些已知或未知

的障碍点，无人机航迹规划是从起始点起飞到达目标点结束

的过程。在整个飞行过程中，无人机不仅需要确保自身安

全，避开障碍物，还要满足自身性能等方面的约束。因此，航

迹规划问题可以描述为寻优问题，其目标函数为飞行的路径

长度最短，即付出的代价最小；其约束条件：避开障碍物、满

足最大曲率限制、路径曲率保持连续。此外，鉴于无人机燃

料和时间等方面的约束在一定路径范围内不构成主要约束，

可不加以考虑。

假定无人机运动的区域在同一高度范围内，则航迹规划

可等效为在二维平面内进行求解。无人机在任意点的信息

可用两部分进行描述：所处位置 (x,y) 和速度方向角 ϕ（即速

度方向与水平正方向的夹角，在水平方向上方为正，否则为

负），即 (x,y,ϕ)可表示无人机在任意一点带方向的位置，称为

位姿点。起始位姿点为 (xs,ys,ϕs) ，终止位姿点为 (x f ,y f ,ϕ f ) 。
则航迹规划可表示为

(xs,ys,ϕs)¾ ®¾ ¾¾ ¾¾¾¾¾ ¾¾ ¾¾
(Πsafe)∩(ΠG,k)∩(ΠL,k),r(q) (x f ,y f ,ϕ f ) （1）

式中，Πsafe 为无人机的安全约束，即能够避开所有的障碍物；

ΠG,k 为无人机的全局曲率约束，即 K ≤ Kmax ；ΠL,k 为无人机的

局部曲率约束，即航迹每处曲率的变化是连续的；r(q)为规划

的无人机航迹。

2 改进PH曲线的航迹规划算法设计
航迹曲率连续的最低要求是存在二阶连续导数。具有

曲率连续的可行路径才是航迹规划问题的可行解。两个位

姿点间的最短路径是Dubins路径，由圆弧段及与其相切的直

线段组成[4]。显然，曲线的曲率在圆弧段与直线相切的位置

出现了跳变。Clothoid路径同样是由圆弧段和直线段组成，

与Dubins路径不同的是曲率随路径长度线性变化形成回旋

曲线，使路径在直线段与圆弧段间平滑过渡，但其曲线的一

阶导数同样在圆弧段与直线段的连接处出现跳变，即曲率非

连续变化，且构成该复合路径的生成过程复杂，灵活性差。

Farouki 和 Sakkalis 于 1990 年 率 先 提 出 了 pythagorean
hodograph曲线（PH曲线），并将PH曲线定义为多项式曲线的

形式，满足曲率连续变化的最低需求[4]。

2.1 PH曲线的基本特性

以 q为参数的路径 r(q)的长度可写成

h(q) = ∫q1q2 ṙ(q) dq = ∫q1q2 ẋ(q)2 + ẏ(q)2 dq （2）
式中，q ∈[q1,q2] ，ẋ(q) = dx/dq 、ẏ(q) = dy/dq 分别为是 x 方向和

y 方向的速度矢端曲线。

若一条多项式曲线的矢端矢量满足勾股条件，即

σ(q)2 = ẋ(q)2 + ẏ(q)2 ，便 称 其 为 PH 曲 线 ，曲 线 长 度 为

h(q) = ∫q1q2 ||σ(q) dq 。PH曲线是具有有理特性的参数化曲线，具

有弯曲能量小，曲线上曲率和长度均有闭合解等优势[7]，在满

足曲率连续变化的约束中，拥有独特的优势。一般情况下，

路径长度的计算没有闭合解，需要通过迭代法求解，会带来

精确性和计算量等问题，而PH曲线的路径长度具有闭合解。

PH路径可写成Bézier形式的 n阶多项式：

r(q) =∑
k = 0

n

bk
æ
è
ö
ø

n
k

qk(1 - q)(n - k) =∑
k = 0

n

bk
n !

k !(n - k)!qk(1 - q)(n - k) （3）
式中，bk =(xk,yk)（k = 1,2,⋯,n）为是控制点，q ∈[0,1]。 |r(q)

q = 0

为路径的起点， |r(q)
q = 1 为路径的终点，此时 q是被正规化后的

路径参数。

PH曲线多项式的最低阶数是3次，才能保证曲率的连续

变化，但含有拐点的PH曲线的最低阶数是5次。拐点可使路

径有更好的柔性，进而能更好地规划航迹。因此，本文选取5
次PH曲线进行无人机航迹规划。

5次PH曲线Bézier形式的多项式为

r(q) =∑
k = 0

5
bk
æ
è
ö
ø

5
k
qk(1 - q)(5 - k)

= b0C
0
5q

0(1 - q)5 + b1C
1
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2
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2(1 - q)3
+b3C

3
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3(1 - q)2 + b4C
4
5q

4(1 - q)1 + b5C
5
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5(1 - q)0
= b0(1 - q)5 + 5b1q(1 - q)4 + 10b2q

2(1 - q)3
+10b3q

3(1 - q)2 + 5b4q
4(1 - q) + b5q

5

（4）

路径 r(q)的一阶导数为

ṙ(q) = dr(q)
dq

= 5(b1 - b0)(1 - q)4 + 20(b2 - b1)q(1 - q)3 + 30(b3 - b2)q2(1 - q)2
+20(b4 - b3)q3(1 - q) + 5(b5 - b4)q4

（5）
可运用Hermite插值方法[4]进行两位姿点间的插值运算，

进而确定连接曲线的形状。文献[8]详细证明了式（4）是一条

PH曲线，并给出了5次PH曲线的Hermite插值方法。本文仅

给出关键的计算公式。

给定Hermite插值条件，即曲线的起始和终止位姿点分

别为 (xs,ys,ϕs) 、(x f ,y f ,ϕ f ) ，利用式（4）和式（5），可确定 5次

Bézier曲线的4个控制量 b0 ，b1 ，b4 ，b5 ，即

ì
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ïïï

ï

ï

ï
ïïï

ï

b0 =(xs,ys)
b5 =(x f ,y f )
b1 = b0 + 15d0

b4 = b5 - 15d5

d0 =(cosϕs,sinϕs)
d5 =(cosϕ f ,sinϕ f )

（6）

令 α为 x轴正方向沿逆时针方向到向量（b1 - b0）的有向

角，并令 β 为向量（b4 - b5）沿逆时针方向到 x 轴负方向的有

向角。记 ex =(1,0) 为 x 轴正方向，L1 = ||b1 - b0 ，e-x =(-1,0) 为
x轴负方向，L5 = ||b4 - b5 。可得：
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(b4 - b5)∙e-x
L5∙ ||e-x

（7）

则 L"
3 = 13 L1L5 ，θ3 = kπ- α + β

2 （k 为任意整数），根据角度表

示的周期性，k 可取为 0或 1。 L2 和 θ1 的值则可由以下方程

获得（L"
3 、θ3 、L2 和 θ1 的具体含义参见文献[8]）。

w2Z
2 +w1Z -w0 = 0 （8）

式 中 ，w2 = 2L1(cosα + i sinα)/3 ，w1 = 3w2 /2 + L1
L5

(w1,1∙w2,1) ，

w1,1 = cos(π - θ3) + i sin(π - θ3) ，w2,1 =(xb5 - xb4) + i(yb5 - yb4) ，w0 =
(xb4 - xb1 - L"

3 cos(α + θ3)) + i(yb4 - yb1 - L"
3 sin(α + θ3))。

式（8）一般有两个复根，分别对应两个 θ1 的值。由

Z = L2
L1
∙(cos(-π + θ1) +i sin(-π + θ1))，可得：

θ1 = arctanæ
è
ç

ö
ø
÷

i mag e(Z)
real(Z) + π （9）

由式（7）~式（9）对 θ1 和 θ3 的求解过程可知，θ1 和 θ3 分别

具有两种不同的取值，为了后续能得到能量最小、质量最佳

的PH曲线，取 k = 1，方程的复根取 Z = -w1 + w2
1 - 4w2w0

2w2
，可

获取 θ1 和 θ3 的单一值。

进而可得：

θ2 = π + θ3 - θ1 （10）
ì
í
î

L2 = ||Z L1
L4 = ||Z L1L5

（11）
剩下的两个控制点 b2 和 b3 的计算公式为

b2 = b1 + L2(-cos(α + θ1), -sin(α + θ1))
b3 = b4 + L4(-cos(β + θ2), -sin(β + θ2)) （12）

由 PH曲线 Bézier形式的 5次多项式 r(q) 及其一阶导数

ṙ(q) ，可以获取 PH 曲线的长度和曲率的有理表示。运用

Matlab进行仿真，无人机的起始和终止位姿点分别为（0,5,0）
和（5,10,0）可得到PH曲线路径及曲率变化的直观表示，如图

1和图2所示。

可见，PH曲线的路径和曲率均呈现连续变化，便于后续

的路径长度和曲率计算，可更好地满足曲率约束限制。曲率

值为负，表示PH曲线的凹凸特性发生了改变。

2.2 PH曲线的改进原理

原始PH曲线仅保证了路径曲线的曲率连续变化，对于

无人机的避障安全及最大曲率限制，还存在一定的欠缺。因

此，需要对原始PH曲线进行改进。

从式（6）可以看出，b0 和 b5 根据起始和终止位姿点的位

置确定，不能改变；b1 和 b4 是在 b0 和 b5 的基础上，随速度方

向角而改变，可考虑不更改方向角的大小，增加方向矢量的

幅值，即可通过给 d0 和 d5 增加控制幅度的系数，改变控制点

b1 和 b4 的值，进而改变控制点 b2 和 b3 的值，最终改变PH曲

线的弯曲变化，同时保留其曲率的连续变化。

d0 = c0(cosϕs,sinϕs) （13）
d5 = c5(cosϕ f ,sinϕ f ) （14）

式中，c0 ∈[1,+∞]，c5 ∈[1,+∞]。
改变 c0 和 c5 的值，可间接控制PH曲线的弯曲变化程度，

但如何确定 c0 和 c5 ，使其满足避障和最大曲率的约束，成为

需要解决的问题。一般采用迭代法，将可飞行路径与Dubins
路径进行匹配，以得到满足曲率约束的可飞行路径。但该方

法较繁琐，且需要逐次进行比较，运算效率较低。

本文采用粒子群算法，可快速找到避障安全、满足最大

曲率约束的可飞行PH路径。在使用粒子群算法时，需要考

虑适应度函数的设置和粒子更新速度。

1）适应度函数的确定。采用PH曲线后，无人机的局部

曲率约束 ΠL,k 已得到满足。因此，在设定适应度函数时，只

需考虑路径 h(q) 最短的目标函数，避障安全 Πsafe 及最大曲率

限制ΠG,k 的约束条件。可得适应度函数为

F =ωhh(q) +∑
i

ωs, iΠsafe, i +ωGΠG,k

=ωh∫
0

1
ṙ(q) dq +∑

i

ωs, i
1

min( (x(q) - xob, i)2 +(y(q) - yob, i)2 ) - rob, i
+ωG

1
||Kmax - max(K(q))

（15）

图2 PH曲线曲率随路径参数q的变化

Fig. 2 Curvature changes of PH curves with path
parameter q

图1 Bézier形式的5次PH曲线路径

Fig. 1 Path of quintic PH curves in the form of Bézier
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式中，ωh 、ωs, i 、ωG 分别代表路径长度、避开第 i 个障碍物及

满足最大曲率约束的权值，可根据各项的重要性进行赋值。

本文将所有的障碍物均看做圆形，xob, i 、yob, i 、rob, i 依次代表第

i个障碍圆的圆心横坐标、纵坐标及半径。

在处理障碍圆和最大曲率约束时，需要增加判断条件，

使适应度函数最小时，满足约束条件。当PH路径与第 i个障

碍圆圆心的最小距离小于 rob, i 时，将该最小距离值赋值为

rob, i 。同理，当PH曲线的曲率最大值大于 Kmax 时，将曲率的最

大值赋值为 Kmax ；当PH曲线的曲率最大值等于 Kmax 时，将曲

率的最大值赋值为 Kmax - 1。
2）粒子速度和位置更新。在标准粒子群算法中，可通过

惯性权重 ϖ 协调 PSO（particle swarm optimization）算法的全

局和局部寻优能力[9]。假设一个由 M 个粒子组成的群体，在

D维空间以一定的速度进行搜索，则粒子速度更新方程为

vt + 1
id =ϖvtid + c1r1(pt

id - xt
id) + c2r2(pt

g,d - xt
id) （16）

粒子位置更新方程为

xt + 1
id = xt

id + vt + 1
id （17）

其中，vt + 1
id 和 xt + 1

id 分别为粒子 i 在第 d 维方向，t + 1时刻的速

度和位置；vtid 和 xt
id 分别为粒子 i 在第 d 维方向，t 时刻的速

度和位置；c1 、c2 为学习因子，分别代表粒子向自身经验的学

习和向社会同伴粒子经验的学习，通常取为2。 r1 ，r2 为均匀

分布在[0,1]区间的随机数。 pt
id 为粒子 i 在第 d 维方向的个

体最优位置；pt
g,d 为所有粒子在第 d 维方向的全局最优位

置。 ϖ 为惯性权重，可进行调整，大小决定了粒子对当前速

度继承的程度。

Shi等[10]提出，若在迭代计算过程中采用线性递减惯性权

重，PSO算法在开始时能够迅速定位到接近全局最优点的区

域，而在后期能够精确地得到全局最优解，建议若采用从0.9
线性递减到0.4的策略，通常会获得比较好的算法性能[11]。则

惯性权重的线性递减公式为

ϖ =ϖstart - ϖstart -ϖend
tmax

t （18）
式中，ϖstart 为初始惯性权重，取0.9；ϖend 为终止惯性权重，取

0.4；tmax 为最大迭代次数，t为当前迭代次数。

2.3 算法步骤设计

结合2.1节PH曲线的基本特性，及2.2节PH曲线的改进

原理。基于改进PH曲线的无人机航迹规划具体步骤如下：

1）给定无人机航迹的起始位姿点 (xs,ys,ϕs) 和终止位姿

点 (x f ,y f ,ϕ f ) ，最大飞行曲率限制 Kmax ，并将处于飞行平面内

的障碍物用圆表示出来，可得 xob, i ，yob, i ，rob, i 的具体数值。

2）标准粒子群算法参数的初始化，粒子数目 M ，搜索空

间维数 D = 2 ，搜素空间的上下限 [1,cmax] ，最大迭代次数 tmax

或收敛精度 ξ ，学习因子 c1 、c2 ，粒子速度范围 [vmin,vmax] ，随
机 初 始 化 搜 索 粒 子 的 位 置 xi =(ci0,ci5) 及 其 速 度 vi

（ i = 1,2,⋯,M）。设每个粒子的当前位置为 pi ，且视为每个

粒子最优位置，记录当前每个粒子的序号及其位置 pi 。

3）评价每一个粒子，通过式（4）、式（5）、式（6）、式（12）

计算路径 r(q) 及其一阶导数 ṙ(q) ，通过计算可获得 h(q) 和
K(q) ，将其带入式（15），可以计算当前每个粒子的适应值；从

个体极值中找出全局极值，记录该最优值的粒子序号及其

位置 pg 。

4）粒子状态的更新。通过式（16）、式（17）对每个粒子的

速度和位置进行更新，如果 vi > vmax ，将 vi 置为 vmax ；如果

vi < vmin ，将 vi 置为 vmin ；其他情况保留原值不变。

5）重新评价每一个粒子。计算当前每个粒子的适应值，

如果好于该粒子当前的个体极值，则将 pi 设置为该粒子的位

置，且更新个体极值。如果所有粒子的个体极值中最好的优

于当前的全局极值，则将 pi 设置为该粒子的位置，更新全局

极值 pg 及其序号。

6）检验是否符合结束条件。如果当前的迭代次数达到

预定最大次数 tmax ，或最终结果小于预定收敛精度 ξ ，则停止

迭代，输出最优解，否则转移到步骤4。
算法的流程如图3所示。

3 算法验证
仿 真 环 境 设 置 ：无 人 机 的 起 始 位 资 点 (xs,ys,ϕs) =

图3 改进PH曲线的算法流程

Fig. 3 Algorithm flow of the improved PH curves
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(0 m,100 m,π/6) ，终止位姿点 (x f ,y f ,ϕ f ) = (500 m,600 m,0) ，最
大曲率约束 Kmax = 0.2 ；处于飞行平面内的障碍圆分布如图 4
中的圆所示；粒子数目 M = 10 ，搜索空间维数 D = 2 ，搜素空

间的上下限 [1,1000] ，最大迭代次数 tmax = 100 或收敛精度

ξ = 1 ，学 习 因 子 c1 = c2 = 2 ，粒 子 速 度 范 围 [0.1,100] 。

ωh = 0.6，ωG = 0.2 ，∑
i

ωs, i = 0.2 。

运用Matlab进行仿真，得到的仿真结果是：最优粒子位

置为（832.7199，296.2154）；最优适应度为436.1038。原始PH
曲线的长度为707.1449 m，见图4中的蓝色点划线；输出的最

优PH路径的长度为 725.0187 m，见图 4中的红色曲线；参考

文献[7]模拟遗传退火方法获取PH路径，得出最优适应度为

436.3617，获取的 PH路径长度为 725.4531 m，见图 4中的黑

色带三角形曲线；原始PH曲线的曲率变化如图 5所示；最优

PH曲线与模拟遗传退火方法的PH曲线的曲率变化如图6所
示；不同方法的适应度函数随迭代次数的变化如图7所示。

从图 4可以看出，原始PH曲线虽然路径较短，且保持了

曲线连续的特性，但缺乏灵活性，与多个障碍圆相交，不能安

全避开环境中的障碍物；随机产生的初始粒子输出的PH路

径，不仅路径增加幅度较大，而且没有很好地避开障碍物；最

优PH路径较之原始PH路径长度增加了20 m，但灵活地避开

了威胁环境中的障碍物；文献[7]模拟遗传退火方法获取的

PH路径与最优PH路径基本重合，两者长度差约0.45 m。对

比图5和图6可以看出，原始PH曲线的曲率在临近起始和终

止位置处远超出了曲率的最大值0.2，而最优PH曲线的曲率

最大值约0.017，满足最大曲率限制；模拟遗传方法的PH曲线

的曲率与最优PH曲线的曲率基本重合。从图7可看出，本文

中改进PH方法的适应度函数能够快速收敛，迭代次数在 15
左右就达到最优值，而模拟遗传退火方法的适应度函数虽然

在 10次以内就快速收敛到较优数值，但随着迭代次数的增

加，收敛速度降低，在70次左右才能达到最优数值，容易陷入

局部最优。

因此，与原始PH曲线相比，经过改进后的PH曲线灵活

性增加，能够安全避开环境中的障碍物，满足最大曲率限制，

路径长度增加较少，仅增加了 2.53%；而且迭代次数较少，能

图6 改进PH曲线的曲率随路径参数q的变化情况

Fig. 6 Curvature changes of the improved PH curves with
path parameter q

图4 基于PH曲线的无人机最优路径对比

Fig. 4 Comparison of optimal track for UAVs based
on PH curves

图5 原始PH曲线的曲率随路径参数q的变化情况

Fig. 5 Curvature changes of the original PH curves with
path parameter q

图7 适应度函数随迭代次数的变化趋势

Fig. 7 Changes trend of fitness function with the
number of iterations
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够较快得到最优PH路径，此外，通过与参考文献[7]中的模拟

遗传退火方法进行比较，两者获取的PH路径基本一致，但在

收敛效果上，改进PH方法的收敛速度和效果优于模拟遗传

退火方法。验证了改进后的算法性能较好。

4 结论
由于无人机的可飞行路径要求曲率保持连续变化，本文

根据 PH曲线的特殊性，将 PH曲线应用到无人机航迹规划

中，保证了规划出的航迹可飞；同时结合粒子群算法的快速

搜索特性，可得到避开威胁体、且满足最大曲率限制的最优

PH航迹。仿真验证表明，改进PH曲线的算法提高了原始PH
曲线的灵活性，且满足各种约束，能够在障碍环境中获得最

优航迹，保证无人机航迹的安全可飞。然而在考虑约束当

中，对实际情况进行了一定的简化，下一步将研究，考虑无人

机长时间飞行，会出现的飞行时间和燃油限制，以及高度的

变化等约束下的航迹规划。
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第13届全国博士生学术年会在广州召开

·学术动态·

2015年5月22日，第13届全国博士生学术年会开幕式暨特邀报告会在广州召开。中国科协党组书记、常务副主席、书记处第一书

记尚勇，广东省人民政府副省长陈云贤，中船重工集团公司719研究所研究员、中国工程院院士黄旭华，中国科学院广州能源研究所研

究员、中国工程院院士陈勇，华南理工大学校长王迎军，“千人计划”专家、宁波江丰电子材料有限公司董事长姚力军，以及来自全国高

校和科研院所、广东省高校的博士生代表参加了开幕式。中国科协副主席冯长根主持开幕式及报告会。

结合举办地广东省重点产业发展需求，本届博士生年会的学术交流聚焦在智能制造装备、新能源、新材料、物联网4个专题。

详见中国科协网http://www.cast.org.cn/n35081/n35096/n10225918/16403636.html。
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