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摘要摘要 利用非正则反馈线性化，对非完整链式系统进行反馈镇定。构造一种不连续非线性变换，将非完整链式系统转换成线性

系统,以便使用线性系统理论进行控制律设计。针对高维非完整链式系统，显式构造出一个方便易用的不变集和切换规则。所

获得的不连续控制律保证了闭环系统的指数收敛速度和控制输入的有界性。仿真结果验证了控制方案的有效性。
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Global K-exponential stabilization of nonholonomic chained systems
based on nonregular feedback

AbstractAbstract This paper uses irregular feedback linearization to stabilize nonholonomic chained systems. A discontinuous nonlinear
transformation is constructed to change nonholonomic chained systems into linear systems，so that it possible to design feedback
control laws using theory of linear systems. Then, a convenient invariant set and a switching rule are explicitly constructed for the
high-dimension nonholonomic chained systems. The obtained discontinuous control laws can guarantee convergence of the close-loop
system with an exponential rate and bounded inputs. Finally, simulation is provided to justify the effectiveness of the approach.
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非完整系统的研究具有很好的实用价值，可表征一大类

真实的物理系统，如单轮自行车、四轮小车、移动机器人、拖

车系统等。尽管非完整系统是开环可控的，但不存在连续时

不变状态反馈可对其进行镇定[1]和线性化[2]，因此非完整系统

的研究具有很好的理论研究价值。为了解决无连续时不变

镇定的问题，先后设计出连续时变反馈控制律[3,4]、非正则反

馈控制律 [5]、不连续时不变反馈控制律 [6]和混杂控制律 [7]等。

另外，文献[8]~[12]对非正则反馈线性化进行了研究，得出了

非线性系统非正则反馈线性化的一些初步结果。

本研究利用非正则反馈线性化，为非完整链式系统提出

一种新的不连续时不变反馈控制律，以获得渐近稳定性和指

数收敛速度。

1 非正则静态反馈线性化
仿射非线性系统的非正则静态反馈线性化问题，即寻找

状态变换
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y =α(x) α(0)= 0, x ∈Rn, y ∈Rn （1）
和状态反馈

u =α(x) + β(x)v α(0)= 0, β(x) ∈Rm ×m', m' ≤m （2）
将系统

ẋ = f (x) +∑
i = 1

m

gi(x)ui = f (x) +G(x)u
x ∈Rn, u ∈Rm,m≤ n, f (0)= 0, rankG(0)=m

（3）

转化为能控的线性系统

ẏ =Ay +Bυ y ∈Rn′, u ∈Rm′,m′≤m, n′≥ n （4）
式中，x为状态，y为输出，αα（·）为某一类K函数；u为控制律；υ

为输入，ββ（·）为某一类K函数。

引理1[5] 给定双输入无漂移系统

ẋ = g1(x)u1 + g2(x)u2 x ∈Rn （5）
若 Δ0 = span{g2}, Δi =Δi - 1 + adg1Δi - 1, Δn - 1 =Δn - 2 + span{g1}(i = 1,2,
⋯,n - 2 )，满足：rankΔi 是常数，rankΔn - 1 = n ，Δi ( i = 0,1,2,⋯,
n - 1 )是对合的，则系统（式（5））可通过非正则静态反馈进行

线性化。

2 链式系统的全局K指数镇定
2.1 状态变换和控制变换

非完整系统的常见标准模型是链式系统（式（6）），可表

征大多数无漂移非完整系统[14,15]。

ẋ1 = u1, ẋ2 = u2, ẋi = xi - 1u1 i = 3,4,⋯,n （6）
其中，X =[x1,x2,⋯,xn]T 为系统状态，(u1,u2) 为控制输入。其

向量形式为

Ẋ = g1(X)u1 + g2u2 （7）
其中，g1 =[1,0,x2,⋯,xn - 1]T, g2 =[0,1,0,⋯,0]T 。

由引理1可知，系统（式（7））可通过非正则静态反馈进行

线性化。令 h(X) = xn, ϕ(X) = -k1x1 ( )k1 > 0 ，记 f (X) =ϕg1 ，则

在状态变换

yi = Ln - i
f h i ∈ℕn

2 （8）
和控制变换

u1 =ϕ(X), u2 =(Lg2Ln - 2
f h(X))-1(v - Ln - 1

f h(X)) （9）
的作用下，系统（式（7））转换成可控单输入线性系统

ẋ1 = -k1x1 ẏ =Ay +Bv （10）
其中，

y =[y2,y3,⋯,yn]T, A = é
ë
ê

ù
û
ú

01×(n - 2) 0
In - 2 0(n - 2)× 1

, B = é
ë
ê

ù
û
ú

10(n - 2)× 1

显然，(A,B)为可控矩阵对。因为 u1 是纯状态反馈（即不

含有新控制输入 v），所以反馈控制式（9）是非正则静态反馈

控 制 。 从 式（9）可 看 出 ，存 在 不 连 续 流 形

SD ={X|Lg2Ln - 2
f h(X) = 0} 。在 SD 中，式（10）没有定义。经计算

可知 Lg2Ln - 2
f h(X) =ϕn - 2

，故 SD 可重写为 SD ={X|ϕ(X) = 0}。
通过递推，状态变换式（8）可以重写为

ì
í
î

yn = xn, yn - 1 = xn - 1ϕ, yn - 2 = xn - 2ϕ
2 - k1yn - 1

yn - i = xn - iϕ
i + pn - i(yn - 1,yn - 2,⋯,yn - i + 1), i = 2,3,⋯,n - 2

（11）
式中 pn - i =∑

j = 1

i - 1
pn - i, j yn - j 是 yn - 1,yn - 2,⋯,yn - i + 1 的实常系数单次多

项式。因此，式（8）的逆变换为

ì
í
î

xn = yn, xn - 1 = yn - 1/ϕ, xn - 2 =(yn - 2 + k1yn - 1)/ϕ2

xn - i = ( )yn - i - pn - i(yn - 1,yn - 2,⋯,yn - i + 1) /ϕi, i = 2,3,⋯,n - 2
（12）

文献[9]表明非正则静态反馈线性化不能被正则静态反

馈线性化和正则动态反馈线性化所蕴含，因此非正则反馈技

术具有独立的研究价值。

因存在不连续流形 SD ，故若想获得式（7）的全局K指数

稳定性，应设计切换规则和不变集 Ω（SD ⊄Ω），使得系统轨

迹在有限时刻进入 Ω 。针对式（7）的低维情形（n = 3），文献

[5]根据转换后的线性系统的特征值构造非线性不等式组（不

等式个数随 n 线性增加），据此设计不变集和四步切换规则，

获得了全局指数收敛速度，但无法（或很难）获得渐近稳定

性，也难以推广到高维情形。本研究借鉴文献[15]的方法，通

过类Lyapunov函数设计出一步切换规则和不变集，适用于任

何 n维情形。

2.2 控制律设计

系统（式（10））在控制律

u1 =ϕ(X), u2 =(Lg2Ln - 2
f h(X))-1(v - Ln - 1

f h(X)) （13）
其中 v = -Ky 的作用下，有闭环子系统

ẋ1 = -k1x1, ẏ =(A -BK)y （14）
定义集合 Ω ={X|x2(n - 1)

1 > V}，其中 V = yTPy ，P 是

(A -BK +λ1I)TP +P(A -BK +λ1I) = -I （15）
的唯一正定对称解，其中 λ1 >(n - 1)k1 。显然，在集合 Ω 中，

ϕ≠0 ，式（8）、式（10）、式（13）和式（14）有定义。

定理 1 对于系统（式（6）），设 X ∈Ω ，选择 K 使 A -BK
的所有特征值都是相异的负实数且均小于 -λ1 < -(n - 1)k1 ，则

在控制律式（13）的作用下：

1）集合 Ω 是不变集。

2）系统（式（6））的状态轨迹是K指数稳定的。

证明 1）设 X(0) ∈Ω ，利用式（14），可知 V 及其导数 V̇

满足

ì
í
î

ï

ï

μ1 y(t) 2 ≤ V(t)≤ μ2 y(t) 2

V̇(t) = yT( )(A -BK)TP +P(A -BK) y = yT(-I - 2λ1P)y≤-2λ1V

（16）
⇒ V(t)≤ V(0)e-2λ1t ⇒ || yi(t) ≤ μ-1

1 V(0) e-λ1t ≤ μ-1
1 x

2(n - 1)k1
1 (0) e-λ1t

（17）
其中 (μ1,μ2)分别是 P 的最小、最大特征值。系统（式（14））的
部分解为

x1(t) = x1(0)e-k1t ⇒ϕ(X) = -k1x1(0)e-k1t （18）
因 λ1 >(n - 1)k1 ，故 x

2(n - 1)k1
1 (0)> V(0) ，从 而 x

2(n - 1)k1
1 (t) > V(t)

( t≥0 )，因此 Ω 是不变集。

2）由逆变换式（12）、式（17）和式（18）可知：

14



科技导报 2015，33（9） www.kjdb.org

|| xn - i(t) ≤
|| yn - i(t) +∑

j = 1

i - 1
|| pn - i, j || yn - j(t)

||ϕ(X) i

≤
æ

è
ç

ö

ø
÷1 +∑

j = 1

i - 1
|| pn - i, j μ-1

1 x
2(n - 1)
1 (0) e-λ1t

ki
1 || x1(0) ie-ik1t

≤ æ

è
ç

ö

ø
÷1 +∑

j = 1

i - 1
|| pn - i, j k-i

1 μ-1
1 || x1(0) n - i - 1e-(λ1 - ik1)t ≤ κ0( )X(0) e-( )λ1 -(n - 2)k1 t

（19）
其中 i = 2,3,⋯,n - 2 。

κ0( )X(0) =
min-1(kn - 2

1 ,1)æ
è
ç

ö

ø
÷1 +∑

j = 1

i - 1
|| pn - i, j μ-1

1 max( )X(0) n - 3, X(0)
（20）

显然，κ1(∙)是K类函数。结合式（18）和式（19），可得：

X(t) ≤∑
i = 1

n

|| xi(t)
≤ x1(0) e-k1t +(n - 1)κ0( )X(0) e-( )λ1 -(n - 2)k1 t ≤ κ1( )X(0) e-λ2t

（21）
其中 κ1(s) = s +(n - 1)κ0(s)是K类函数，λ2 = min(k1,λ1 -(n - 2)k1)。

定理 1的结果不是全局的，为了将它推广到全局，对于

X ∉Ω 的情形，有必要设计一个控制律，在有限时间内，将系

统状态驱动到不变集 Ω 中。

定理2 如果 X ∉Ω ，选择K2和K使A-BK2和A-BK的特

征值都为相异负数且均小于 -λ1 < -(n - 1)k1 < 0 ，则在控制律

if X(t) ∉Ω, th en u1 = ū sgn(x1(t)), u2 = -K2x （22）
else u1 =ϕ(X), u2 =(Lg2Ln - 2

f h(X))-1(v - Ln - 1
f h(X)), where v = -Ky

（23）
的作用下，系统（式（6））的状态是全局K指数稳定的，其中

x =[x2,x3,⋯,xn]T ，ū为一个正常数，K2为反馈向量。

证明 1）如果 X(0) ∈Ω ，则由定理1可知，系统状态轨迹

是K指数稳定的。

2）如 果 X(0) ∉Ω ，先 证 明 存 在 某 个 有 限 时 刻 ts

使 X(ts) ∈Ω 。

由 式 （22） 可 得 闭 环 系 统 ẋ1 = ū sgn(x1(0)) 和

ẋ =(A -BK2)x 。对于 x1 子系统，有 || x1 = ūt + || x1(0) ，故存在时

刻 t2 = ū-1 || x1(0) ≤ κ2( )X(0) = ū-1 X(0) ，使得当 t≥ t2 ≥ 0 时，

有 || x1(0) ≤ ūt，从而有式（24）成立。

|| x1(t) ≤ 2ūt, t≥ t2 ≥ 0 ⇒ ||ϕ(X) = ||-k1x1 ≤ 2k1ūt, t≥ t2 ≥ 0
（24）

对于x子系统，由文献[1]的引理2.13可知，存在常数 c1 使

得 x ≤ c1 x(0) e-λ1t 。利用坐标变换式（11）和式（24），可得

|| yn(t) = || xn(t) ≤ c1 x(0) e-λ1t

|| yn - 1(t) ≤ || xn - 1(t) ||ϕ(X(t)) ≤ 2c1k1ū x(0) te-λ1t

|| yn - 2(t) ≤ || xn - 2(t) ||ϕ(X(t)) 2 + k1 || yn - 1(t)

≤(2k1ū)2c1 x(0) t2e-λ1t + 2c1k2
1 ū x(0) te-λ1t

|| yn - i(t) ≤ || xn - i(t) ||ϕ(X(t)) i +∑
j = 1

i - 1
|| pn - i, j || yn - j(t)

≤(qn - 1,0 + qn - 1,1t +⋯+ qn - 1, i t
i) x(0) e-λ1t

其中 t≥0 ，i = 0,1,2,⋯,n - 2 ，qn - i, j ( j = 1,2,⋯, i )是正常数。

因此，

V(t)≤ μ2 y(t) 2 ≤ μ2∑
i = 2

n

|| yi(t) 2

≤(q0 + q1t
2 +⋯+ qn - 2t

2(n - 2)) x(0) 2e-2λ1t, t≥0
其中 qi ( i = 0,1,2,⋯,n - 2 )是由 qn - i, j ( j = 1,2,⋯, i )决定的正常

数 。 根 据 文 献 [1] 的 引 理 可 知 ，存 在 正 常 数 (c2,λ3)
（λ2 ∈[(n - 1)k1,λ1] )使 V(t)≤ c2 x(0) 2e-2λ3t(t≥0)。

当 t≥ t2 ≥ 0 时，利用 || x1 = ūt + || x1(0) ，可知

x
2(n - 1)
1 (t) > V(t) ⇐ x

2(n - 1)
1 (t) > c2 x(0) 2e-2λ3t

⇐ || x1(t) > ( )c2 x(0) 2 12(n - 1)e- λ3t(n - 1) ⇐ ūt + || x1(0) > ( )c2 x(0) 2 12(n - 1)

⇐ t≥maxæ
è
ç

ö
ø
÷t3 = ū-1æ

è
ç

ö
ø
÷( )c2 x(0) 2 12(n - 1) - || x1(0) , t2

（25）
因此，利用 t2 的表达式和式（25），可知存在K类函数 κs(∙)和有

限时刻：

ts ≤ κs( )X(0) =maxæ
è
ç

ö
ø
÷ū-1æ

è
ç

ö
ø
÷( )c2 X(0) 2 12(n - 1) + X(0) ,κ2( )X(0)

使得 x
2(n - 1)
1 (ts) > V(ts)，即 X(ts) ∈Ω 。

3）证明当 X(0) ∉Ω 时系统轨迹仍然是K指数稳定的。

当 t ∈[0, ts) 时 ，由 || x1 = ūt + || x1(0) 和 x ≤ c1 x(0) e-λ1t

可知

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

|| x1(t) = ūt + || x1(0) ≤ ( )ūts + || x1(0) eλ1tse-λ1t

≤ ( )ūκs( )X(0) + X(0) eλ1κs( )X(0) e-λ1t

x(t) ≤ c1 X(0) e-λ1t

⇒ X(t) ≤ || x1(t) + x(t) ≤ κ3( )X(0) e-λ1t （26）
其中 κ3(s) = ( )ūκs(s) + s eλ1κs(s) + c1s是K类函数。

当 t≥ ts 时，由式（26）可知 X(ts) ≤ κ3( )X(0) ，根据式

（21）可知

X(t) ≤ κ1( )X(ts) e-λ2(t - ts) ≤ κ1( )κ3( )X(0) eλ2tse-λ2t ≤ κ4( )X(0) e-λ2t

（27）
其中 κ4(s) = κ1( )κ3(s) eλ2κs(s) 是K类函数。因此，利用式（26）和式

（27）可知 X(t) ≤ κ5e-λ4t ，其中 κ5(∙)=max(κ3(∙),κ4(∙)) 是K类函

数，λ4 = min(λ1,λ2)。
综上所述，可知 X(t)是全局K指数稳定的。

3 仿真验证
文献[18]研究了一种三关节非完整机械手，其运动学方

程如式（28）所示。
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q̇ =
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê
ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

θ̇1
θ̇2
θ̇3
θ̇4

=
é

ë

ê

ê
êê

ù

û

ú

ú
úú

1 00 a2 sin θ10 a3 sin θ2 cos θ10 cos θ1 cos θ2

é
ë
ê
ù
û
ú

v1
v2

（28）

其中 (a2,a3) 是非零结构常数，θ4 是齿轮的输出部分的方向

角，(v1,v2)是第一、第二关节的角速度。引入状态变换和输入

变换：

x1 = θ4, x2 = a2a3 tan θ1/ cos3θ2, x3 = a3 tan θ2, x4 = θ3 （29）
ì

í

î

ïï
ïï

u1 = v2 cos θ1 cos θ2

u2 = a2a3
æ

è
ç

ö

ø
÷

v1
cos3θ2 cos2θ1

+ 3a2v2 sin2θ1 sin θ2
cos θ1 cos4θ2

（30）

则可得到四维链式系统（式（6））。易知，上述变换在

θ1 = π/2 + kπ 和 θ2 = π/2 + kπ (k = 0,±1,±2,⋯) 处没有定义，因

此是局部坐标变换。

假设机械手的初始状态分别为 q1 =[-0.35,π/4,2,3]T 和

q2 =[-0.35,π/4,2,1]T ，参数 (a2,a3,a3) 取 1。利用本研究的控制

律，得到仿真结果如图1、图2所示。

图 1为初始状态 q1 所对应的状态轨迹和控制轨迹。可

见，初始状态落入不变集中，控制律式（23）发生作用，整个过

程中没有发生控制律切换，状态轨迹和控制轨迹都以指数速

度光滑地收敛到0。
图 2为初始状态 q2 所对应的状态轨迹和控制轨迹。可

见，初始状态没有进入不变集中，驱动控制律式（22）受到激

发。大约在 ts = 5 s 时刻，系统轨迹进入不变集，控制律切换

到式（23）。从整个过程看，状态轨迹和控制轨迹仍然以指数

速度收敛到0，但是它们不光滑。

图2 初始状态为 q2 时的控制轨迹

Fig. 2 Initial state for the state trajectory of q2

图1 初始状态为 q1 时的状态轨迹

Fig. 1 Initial state for the state trajectory of q1

4 结论
利用非正则反馈线性化技术，为非完整链式系统设计了

不连续时不变控制律，获得了渐近稳定性和指数收敛速度。

与文献[12]相比，本研究的控制律切换方式避免了与状态变

量个数的相关性，可以适用于高维系统。
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科技评价导向、科技资源分配是科技工作者关注的焦点

·学术动态·

2013年下半年，中国科协组织开展了第三次全国科技工作者状况调查，依托分布在全国的654个科技工作者状况调查站点进行，

覆盖科研院所、高等院校、企业、医疗卫生机构和县域基层单位的各类科技工作者群体，共发放问卷36000份，回收合格问卷34196份。

调查表明，59.4%的科技工作者认为现行科技评价导向不合理，其中科研人员认为评价导向不合理的比例高达68.2%。以发表论

文、承担科研项目数量为例，81.8%的科研人员表示发表论文对于完成考核要求非常重要或比较重要，近3年承担过项目的科研人员

中，91.7%认为承担项目对完成业绩考核作用非常大或比较大。52.0%的科技工作者认为现行评价制度驱使造成学术不端行为频频出

现。对现有科技奖励的社会影响，26.2%的科技工作者认为示范效应非常明显，同时11.6%认为负面效应非常明显。

对科技资源配置和科研管理问题反映较多。对于政府的科技资源，28.4%的科技工作者认为分配结果不公平，26.6%认为分配过

程不公平，25.4%认为资源使用效率不高。63.4%的科技工作者认为科技项目及经费管理存在不合理之处，其中科研人员持这种看法

的比例达71.1%。科研人员反映在申报和承担财政项目时曾经遇到的突出问题包括：项目限定的人员费比例太低（59.7%）、申报周期

过长（56.1%）、审批程序不透明（50.7%）、申报手续复杂（48.8%）、评审时拉关系走后门（45.4%）、资金到位不及时（36.1%）、结项验收

走形式走过场（33.0%）、招标信息不公开（28.0%）、项目经费的违规使用或挪用（16.7%）。
详见中国科协网http://www.cast.org.cn/n35081/n35473/n35518/16322411.html。
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