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带损伤平面桁架结构位移解析带损伤平面桁架结构位移解析
杨怡，杨超，徐赫

华南理工大学土木与交通学院, 广州 510640
摘要摘要 采用解析方法，研究了带损伤平面桁架结构的静力问题。对于含有n个子结构的平面桁架结构，建立一个与理想桁架结

构等价的循环周期结构体系，对其中一个子结构建立控制方程，将杆件损伤处理为方程的荷载项，运用U变换法对静力学方程组

进行解耦，推导出各个节点位移的解析表达式。应用解析表达式分析带一个杆件损伤桁架结构的节点位移，并与无损伤时结构

的解相比较，结果显示，有损伤时相关节点位移较无损伤时有所增大，且其位移变化合理，验证了解析表达式的可行性。
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Analytical study of the plane truss structure with damage

AbstractAbstract This paper presents an analytical static study of the plane truss with rigidity damage. Firstly, an equivalent structure with
cyclic periodicity is built. The rigidity damage of the bar can be expressed as an additional loading in the governing equations of a
substructure. Then, by using the U-transformation technique, the equations may be uncoupled into independent equations. The nodal
displacements are solved in the analytical form. Lastly, a calculation example is taken, and the obtained nodal displacements are
compared to the those of a perfect structure. It is shown that the variations of the displacements are reasonable. This paper provides a
means for analyzing the influence of the rigidity damage on the plane truss structure.
KeywordsKeywords plane truss structure; damage; displacement; analytical
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桁架结构由于其重量轻，材料使用率高，在超高层建筑、

大跨桥梁、大型厂房、大型网架等结构中被广泛应用，一旦因

损伤而导致坍塌等恶性结果，会造成不可估量的损失。因

此，准确分析有损伤情况下桁架结构的静力、动力特性对其

安全性及耐久性的影响，具有重要的实际应用意义。目前对

于平面桁架的静力、动力特性已有许多研究。Nakahira等[1]用

Newmark数值方法研究了平面桁架结构的振动。Beskos等[2]

研究了平面桁架节点板自由、受迫振动对结构稳定性的影

响。刘福寿等 [3]针对大型空间环形天线桁架结构的周期特

征，提出了基于等效梁模型的动特性分析方法。陈建军等[4]

研究了基于概率的桁架结构动力分析方法；马娟等[5]研究了

基于模糊因子的桁架结构动力特性分析方法；林立广等[6]基

于区间因子法研究了不确定性桁架结构的动力响应。对于

有损伤桁架结构的动力特性分析，大都采用有限元等数值方

法求解。方辉等[7]用有限元法计算了桁架结构的固有频率及

振型，研究了点阵结构损伤诊断方法。史涌泉等 [8]利用

ANSYS仿真模拟，研究了大型桥梁桁架结构的损伤识别方

法。邵云飞[9]在桁架结构损伤识别中采用编写ANSYS二次开

发语言 APDL程序的方法，求解不同损伤工况下结构的模

态。此类方法过程较为繁琐，且难以得到精确的结果。U变

换法是一种对循环周期结构进行精确分析的方法 [10,11]，可大

大减少结构的计算量，并可更加清晰地反映各个参数的几何

性质及物理性质。Cai等[12]用U变换方法对平面桁架结构的

横向振动进行了解析研究，得出了平面桁架结构在横向振动

情况下各节点位移及结构固有频率的精确理论解表达式。

Cheng等[13]、Cai等[14]分别采用双U变换法研究工程中常见的

网架、斜网架结构的固有振动，得到了固有频率和固有模态

的精确解。本文将U变换法推广到对带损伤平面桁架结构
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进行静力分析，并推导各结点位移的解析解。

1 等价结构模型
如图1所示的平面桁架结构，杆件的质量集中于节点，顶

端节点、底部节点的集中质量分别为 M2 和 M1 ；上弦杆、下弦

杆的拉压刚度均为 E1A1 ，腹杆的拉压刚度为 E2A2 ，杆长分别

为 L1及L2 。该平面桁架结构的典型子结构如图 2所示，它包

括2个节点和4根杆件。

在节点 ( )j,1 、( )j,2 上分别施加荷载 F( )j,1 、F( )j,2 作为实际

结构体系，在右端进行结构延拓，并在对称位置分别施加反对

称的荷载，于是原结构可以等价替换为一个有 2n个子结构的

体系，如图3所示。这是一个与原结构等价的循环周期结构。
图1 平面桁架结构

Fig. 1 Plane truss structure

图2 第 j个子结构

Fig. 2 The j-th substructure

图3 等价结构

Fig. 3 Equivalent structure

2 控制方程
建立等价结构的xOy直角坐标系，节点(j, k)在x、y方向的

位移分别用 u( )j,k 、v( j,k) 表示。当桁架水平方向尺寸远大于横

截面方向尺寸时，结构主要发生横向振动，可以忽略水平方

向的振动。取第 j 个子结构进行分析，设第 j1 个子结构杆 1
发生刚度损伤 ΔK ，不计质量损伤，则有动力方程为

Nj,1 -Nj - 1,1 +Nj,4 cosα -Nj - 1,3 cosα = 0
Nj,4 sinα -Nj - 1,3 sinα +F( j,1) =M1 v̈( j,1)

Nj,2 -Nj - 1,2 +Nj,3 cosα -Nj,4 cosα = 0
-Nj,3 sinα -Nj,4 sinα +F( j,2) =M2 v̈( j,2)

（1）

（ j = 1,2,⋯,N）

式中，N = 2n ；N0,k =N2n,k ；Nj,k 为第 j 个子结构中第 k 杆的内

力，k=1,2,3,4；α为斜杆的倾斜角度（图2）。
力与位移的关系表达式为

Nj,1 =K1( )u( j + 1,1) - u( j,1)

Nj1,1 = ( )K1 + ΔK ( )u( j1 + 1,1) - u( j1,1)

Nj,2 =K1( )u( j + 1,2) - u( j,2)

Nj,3 =K2( )u( j + 1,1) cosα - v( j + 1,1) sinα - u( j,2) cosα + v( j,2) sinα
Nj,4 =K2( )u( j,2) cosα + v( j,2) sinα - u( j,1) cosα - v( j,1) sinα

（2）

式中

K1 = E1A1 L1 K2 = E2A2 L2

u( )N + 1,k ≡ u( )1,k v( )N + 1,k ≡ v( )1,k ( )k = 1,2
对式（2）应用U变换，即将下列公式

u( )j,1 = 1
N
∑
m = 1

N ei( j - 1)mψ
qm,1

v( )j,1 = 1
N
∑
m = 1

N ei( j - 1)mψ
qm,2

u( )j,2 = 1
N
∑
m = 1

N ei( j - 1)mψ
qm,3

v( )j,2 = 1
N
∑
m = 1

N ei( j - 1)mψ
qm,4

Nj,k = 1
N
∑
m = 1

N ei( j - 1)mψ
σm,k

（3）

（k = 1,2,3,4; j = 1,2,⋯,N）
代入式（2），则有

σm,1 - e-imψσm,1 +σm,4 cosα - e-imψσm,3 cosα = fm,Δ

σm,4 sinα + e-imψσm,3 sinα + fm,1 =M1q̈m,2

σm,2 - e-imψσm,2 +σm,3 cosα -σm,4 cosα = 0
-σm,3 sinα -σm,4 sinα + fm,2 =M2 q̈m,4

（m = 1,2,⋯,N）

（4）
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且有

σm,1 =K1( )eimψqm,1 - qm,1

σm,2 =K1( )eimψqm,3 - qm,3

σm,3 =K2( )eimψqm,1 cosα - eimψqm,2 sinα - qm,3 cosα + qm,4 sinα
σm,4 =K2( )qm,3 cosα + qm,4 sinα - qm,1 cosα - qm,2 sinα

（5）
式中

fm,Δ = -ΔK
N

( )e-i( j1 - 1)mψ - eij1mψ ( )u( )j1 + 1,1 - u( )j1,1

fm,k = 1
N
∑
m = 1

N e-i( j - 1)mψ
F( )j,k

（6）

利用荷载的反对称性，并将式（5）代入式（4），则有

[ ]2K1( )cosmψ - 1 - 2K2 cosα2 qm,1 +K2 cosα2( )1 + e-imψ qm,3

+K2 cosα sinα( )1 - e-imψ qm,4 = fm,Δ

-2K2 sin2αqm,2 +K2 cosα sinα( )1 - e-imψ qm,3

+K2 sin2α( )1 + e-imψ qm,4 + fm,1 =M1q̈m,2

K2 cosα2( )1 + eimψ qm,1 +K2 cosα sinα( )1 - eimψ qm,2

+[ ]2K1( )cosmψ - 1 - 2K2 cosα2 qm,3 = 0
K2 cosα sinα( )1 - eimψ qm,1 +K2 sin2α( )1 + eimψ qm,2

-2K2 sin2αqm,4 + fm,2 =M2 q̈m,4

（7）

式中

fm,1 = -2i
N
∑
j = 2

n sin( j - 1)mψF( )j,1

fm,2 = -2i
N

eimψ 2∑
j = 2

n sin( j -1 2)mψF( )j,2

（8）

当 m =N(mψ = 2π) 时 ，方 程（7）是 奇 次 的 。 解

qN,k ( )k = 1,2,3,4 代表刚体位移，而实际结构体系中刚体位移

为0，因此相应于刚体位移的解可以忽略不计，令 qN,k = 0 。

方程（7）消去 qm,1 及 qm,3 ，则有

M{ }q̈m,2
q̈m,4

+K{ }qm,2
qm,4

= ìí
î

ü
ý
þ

f *
m,1
f *
m,2

( )m = 1,2,⋯,N - 1 （9）
式中，f ∗

m,1 = fm,1 + ξfm,Δ ，f *
m,2 = fm,2 +ηfm,Δ ，且

M = é
ë
ê

ù
û
ú

M1 0
0 M2

K = é
ë
ê

ù
û
ú

K11 K12
K21 K22

K11 =K22 =
2K1 sin2α[ ]( )1 - cosmψ ( )2β - cos2α + 4 cos2α

2β2( )1 - cosmψ + 4β cos2α + cos4α

K12 = K̄21 =
-2K1 sin2α( )1 + e-imψ [ ]2 cos2α + β( )1 - cosmψ

2β( )1 - cosmψ + 4β cos2α + cos4α

β = K1 K2

3 位移分析
消去式（9）中的惯性力，平衡方程可改写为

K{ }qm,2
qm,4

= ìí
î

ü
ý
þ

f ∗
m,1

f ∗
m,2

( )m = 1,2,⋯,N - 1 （10）
在式（10）中可以解出广义位移 qm,2 和 qm,4 ，将其代入方程（7）
的第一、第三式中，得到 qm,1 和 qm,3 的解为

qm,1 = cosα
2K1 sinα( )1 - cosmψ 2 éë

ù
û( )1 - e-imψ f ∗

m,2 + i sinmψf ∗
m,1

+ [ ]2K1( )cosmψ - 1 - 2K2 cosα2

[ ]2K1( )cosmψ - 1 - 2K2 cosα2 2 -K 2
2 cosα4( )1 + e-imψ ( )1 + eimψ fm,Δ

qm,3 = cosα
2K1 sinα( )1 - cosmψ 2 éë

ù
û( )1 - eimψ f ∗

m,1 - i sinmψf ∗
m,2

+ -2K2 cosα2( )1 + eimψ

[ ]2K1( )cosmψ - 1 - 2K2 cosα2 2 -K 2
2 cosα4( )1 + e-imψ ( )1 + eimψ fm,Δ

（11）
将方程（11）、方程（8）以及qm,2和qm,4代入方程（3），可求出

节点位移表达式，并令α=π/3，K1=K2，ΔK1=-0.5K1，化简可得

u( j,1) = cosα2K1 sinα
1
n∑m = 1

2n - 1 cos( j - 1)mψ
( )1 - cosmψ 2 A1 + 14n∑m = 1

2n - 1
[ ]cos( j - j1)mψ - cos( j + j1 - 1)mψ A11( )u( j1,1) - u( j1 + 1,1)

u( j,2) = -cosα2K1 sinα
1
n∑m = 1

2n - 1 cos( j - 12)mψ
( )1 - cosmψ 2 A2 + 14n∑m = 1

2n - 1
[ ]cos( j - j1)mψ - cos( j + j1 - 1)mψ A22( )u( j1,1) - u( j1 + 1,1)

+ 14n∑m = 1

2n - 1
[ ]sin( j - j1)mψ - sin( j + j1 - 1)mψ A222( )u( j1,1) - u( j1 + 1,1)

v( j,1) = 1
2K1 sin2α

1
n∑m = 1

2n - 1 sin( j - 1)mψ
( )1 - cosmψ 2 ( )B1 +B2

+ 14n∑m = 1

2n - 1
[ ]sin( j - j1)mψ - sin( j + j1 - 1)mψ

3( )11 - 7 cosmψ sinmψ + 16 3( )3 - 2 cosmψ æ
è

ö
ø

cosmψ - 54 sinmψ
3( )1 - cosmψ 2é

ë
ê

ù
û
ú64æ

è
ö
ø

cosmψ - 54
2 - 2( )1 + cosmψ

( )u( j1,1) - u( j1 + 1,1)

（12）
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式中

A1 = 2 sin 12mψ∑s = 1

n sin(s - 12)mψF( )S,2 + sinmψ∑
s = 2

n sin(s - 1)mψF( )S,1

A2 = 2 sin 12mψ∑s = 1

n sin(s - 1)mψF( )S,1 + sinmψ∑
s = 2

n sin(s - 12)mψF( )S,2

B1 = [ ]( )1 - cosmψ ( )2β - cos2α + 4 cos2α∑
s = 2

n sin( )s - 1 mψF( )s,1

B2 = 2 cosmψ2 [ ]β( )1 - cosmψ + 2 cos2α∑
s = 1

n sinæ
è

ö
ø

s - 12 mψF( )s,2
C1 = [ ]( )1 - cosmψ ( )2β - cos2α + 4 cos2α∑

s = 1

n sinæ
è

ö
ø

s - 12 mψF( )s,2
C2 = 2 cosmψ2 [ ]β( )1 - cosmψ + 2 cos2α∑

s = 2

n sinæ
è

ö
ø

s - 12 mψF( )s,1

式（12）的节点位移解还包含有损伤杆件的位移 u( j1,1) 和

u( j1 + 1,1) ，只要令 j = j1 ，即可解出这两个位移，进而解出其他所

有节点的位移。

4 实例计算
作为算例，取一个含有两个子结构的简单体系分别计算

有损伤及无损伤时各节点的位移，如图 4所示，其中在节点

（1, 2）施加集中荷载 P 。

令 α = π3 ，ψ = π2 ，n=2，β = 1 ，K1 =K2 ，ΔK1 = - K12 ，

j1 = 2 ，F( )1,2 =P ，应用上述解析式进行计算，得到各节点的位

移如表1所示。

分析表1的计算结果，发现节点（3,1）的水平位移和节点

（2.2）的竖向位移变化最大，其他各节点位移变化符合结构整

体变形情况，说明了位移解析式的合理性。

5 结论
采用解析方法对带损伤的平面桁架结构的静力问题进

行了分析。首先建立一个等价的循环周期结构体系，并建立

控制方程，然后运用U变换方法进行求解分析，推导出各个

节点位移的解析解。举例比对分析了有无损伤时各节点位

移的大小，在有损伤时相关节点位移较无损伤时有所增大，

其变形比较合理，表明了解析表达式的合理性。

研究方法及结果，可为分析结构损伤对其位移的影响提

供理论参考。这种方法同样适用于研究平面桁架结构的动

力问题。

A11 =
ì

í

î

ïï
ïï

ü

ý

þ

ïï
ïï

1
2 3( )1 - cosmψ 2

16 3æ
è

ö
ø

cosmψ - 54 ( )1 - cosmψ + 2 3sin2mψ

64æ
è

ö
ø

cosmψ - 54
2 - 2( )1 + cosmψ

+
32æ
è

ö
ø

cosmψ - 54
64æ
è

ö
ø

cosmψ - 54
2 - 2( )1 + cosmψ

A22 =
ì

í

î

ïï
ïï

ü

ý

þ

ïï
ïï

1
2 3( )1 - cosmψ 2

- 3( )cosmψ + 1 - 8 3æ
è

ö
ø

cosmψ - 54
2 sin2mψ

64æ
è

ö
ø

cosmψ - 54
2 - 2( )1 + cosmψ

+ -4( )1 + cosmψ
64æ
è

ö
ø

cosmψ - 54
2 - 2( )1 + cosmψ

A222 =
ì

í

î

ïï
ïï

ü

ý

þ

ïï
ïï

1
2 3( )1 - cosmψ 2

3( )2 sinmψ + sin 2mψ + 8 3æ
è

ö
ø

cosmψ - 54 ( )1 - cosmψ sinmψ
64æ
è

ö
ø

cosmψ - 54
2 - 2( )1 + cosmψ

+ 4 sinmψ
64æ
è

ö
ø

cosmψ - 54
2 - 2( )1 + cosmψ

图4 含有两个子结构的桁架结构

Fig. 4 Truss with two substructures

（a）无损伤 （b）有损伤

v( j,2) = 1
2K1 sin2α

1
n∑m = 1

2n - 1 sin( j - 12)mψ
( )1 - cosmψ 2 ( )C1 +C2

+ 14n∑m = 1

2n - 1
[ ]sin( j - j1)mψ - sin( j + j1 - 1)mψ

4 3( )11 - 7 cosmψ æ
è

ö
ø

cosmψ - 54 sinmψ + 2 3( )3 - 2 cosmψ ( )cosmψ + 1 sinmψ
3( )1 - cosmψ 2é

ë
ê

ù
û
ú64æ

è
ö
ø

cosmψ - 54
2 - 2( )1 + cosmψ

( )u( j1,1) - u( j1 + 1,1)

+ 14n∑m = 1

2n - 1
[ ]cos( j - j1)mψ - cos( j + j1 - 1)mψ

4 3( )11 - 7 cosmψ ( )1 - cosmψ æ
è

ö
ø

cosmψ - 54 sinmψ + 2 3( )3 - 2 cosmψ sin2mψ

3( )1 - cosmψ 2é
ë
ê

ù
û
ú64æ

è
ö
ø

cosmψ - 54
2 - 2( )1 + cosmψ

( )u( j1,1) - u( j1 + 1,1)
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节点位移

无损伤时

有损伤时

u( )1,1

5 3
24 P

K1

13 3
60 P

K1

u( )2,1

- 3
24 P

K1

- 3
60 P

K1

u( )3,1

- 3
8 P

K1

-3 3
20 P

K1

u( )1,2

- 3
12 P

K1

- 491 3
5880 P

K1

u( )2,2

3
12 P

K1

489 3
5880 P

K1

v( )1,1

0

0

v( )2,1

P
K1

121120 P
K1

v( )3,1

0

0

v( )1,2

3124 P
K1

7960 P
K1

v( )2,2

1324 P
K1

712 P
K1

表1 节点位移计算结果

Table 1 Calculation results of the nodal displacements
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