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摘要摘要 准确获取采空区体积是矿山实施空区周边资源安全开采的重要基础性依据，也是矿山实施空区处理及其灾变监控的重要

基础性工作。针对传统采空区三角网模型四面体算法易出现重叠计算的问题，本文以采空区三维激光探测系统（CMS）获取的

原始数据为依据，在自主研发的采空区三维探测建模软件生成的采空区三角网模型的基础上，改进了传统采空区三角网模型四

面体算法，提出了以激光探头为中心点连接所有三角网的四面体累积求和算法，实现对采空区体积的精确求解。算法首先确定

了四面体求解的中心点，通过中心点与三角网模型中的所有三角片面连接形成四面体，然后运用四面体的有向体积相加实现对

采空区体积的求取。实际应用表明，改进后的采空区体积四面体算法具有精度高、适用性好等优点。
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An improved tetrahedral algorithm and application of goaf volume
triangle meshes model profile

AbstractAbstract To obtain an accurate size of mine goaf is an important criterion of resource exploitation surrounding mine goaf region.
What is more, it is also important groundwork of mine goaf treatment and disaster monitoring. In view of the traditional goaf
triangulation model tetrahedron algorithm which is prone to cause the overlap computation problem, this paper takes the original data
of three-dimensional laser system CMS acquisition as the standard criterion, and puts forward a tetrahedron cumulative sum algorithm
that takes laser probe as the center point to connect all the triangulation. Thus, the accurate solution of the goaf's volumes is
determined. On the basis of the goaf triangulation network model generated by self-developed products-3D modeling software of goaf
detection, the traditional tetrahedron algorithm of mining goaf triangulation model is improved. First of all, the center point of
tetrahedral solution is determined by the algorithm, then a tetrahedron is formed through the connection of the center point and
triptychs of the triangle network model. Finally, the mining goaf's volume is calculated by summing up the tetrahedral directed
volumes. Actual application shows that the improved tetrahedron algorithm of mining goaf tetrahedral volume has the advantages of
high precision and wide application range.
KeywordsKeywords goaf volume; center point; tetrahedron algorithm
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非金属和金属地下矿山开采形成的采空区是威胁矿山

安全的主要灾害之一，如何准确获取采空区空间体积大小是

矿山实施空区周边资源安全开采的重要基础性依据，也是矿

山实施空区处理及其灾变监控的重要基础性工作[1~3]。

运用三维激光扫描仪的非接触扫描，可直接获取空区表

面形状的点云数据，通过点云数据建立相应的空区三维模
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型，进而可实现对不规则空区的体积计算。针对不规则体三

维点云数据的体积计算方法，徐伟恒等[4]以三维激光扫描获

取的树木点云数据为数据源，运用平面散乱点集凸包算法

——Graham扫描算法和不规则体切片分割累加算法实现对

树冠投影面积和树冠体积的计算。但这种方法在处理一个

剖面中有两个或多个不连续封闭面时会出现较大误差。张

小青等[5]提出了以三角网模型几何中心为原点与所有的三角

形连接构成四面体，求出所有四面体带符号体积的代数和即

为三角网模型的体积。该方法对于相对规整的模型体积计

算时是可行的，但是对于局部突出较大的模型体积计算时会

重复计算突出部分的四面体的体积，而且可能会误计算模型

外一部分体积；王泉德[6]提出了一种仅根据三角网模型的三

角面片集合计算模型体积的方法。该方法通过指定投影平

面，计算每个三角面片及其在投影平面上的投影所围成的凸

五面体的带符号体积（必要时对三角面片进行细分），整个模

型的体积为所有凸五面体带符号体积的代数和。但是该方

法需要判断三角形拓扑关系，计算过程复杂，投影平面难以

确定。徐志等[7]提出一种快速求取点云模型体积的方法，使

用增量式算法计算点云的凸包用来近似物体，将凸包分解成

上下2个三角网面，使用正投影法分别求取它们的投影体积，

两者之差即是所求模型体积。但该方法误差较大，有一定的

局限性。

为实现采空区三角网模型体积的精确快速计算，本文利

用三维激光扫描探测系统（3D laser cavity monitoring system，

CMS）对采空区进行扫描获取其表面的点云数据，并将得到的

点云数据，通过本研究组自主研发的采空区激光扫描空间信

息三维建模及计算集成系统，建立与矿山实际坐标完全一致

的采空区三维模型。针对采空区三角网模型体积计算的问

题，对以几何中心作为原点坐标的四面体算法进行改进，提

出一种以激光探头为中心点连接所有三角网的四面体累积

求和算法，改进后的算法形成的所有四面体不会出现重叠或

者缺失，从而实现对采空区体积的精确计算。

1 采空区三角网模型构建
1.1 采空区点云数据获取

采空区三维激光探测系统能够实现对井下巷道、硐室、

采空区的精密探测。CMS通过可 360°旋转并集成有激光测

距仪的扫描头实现对空区的探测，具体工作步骤为：安装扫

描头并对其进行位置初始化；扫描头水平调零；扫描参数设

置；扫描头实施扫描，同时把扫描数据传送到控制箱内 [8~10]。

CMS扫描时每个倾角连续旋转 360°，探测倾角范围为 0°~
140°。CMS激光探测原理如图1所示。

1.2 采空区三维模型构建

采空区三维网格模型构建思路：利用CMS探测采空区获取

点云数据；对点云数据进行预处理；导出包含所有点云的三维

空间信息文件；根据点的空间拓扑关系，对采空区点云进行三

角剖分，实现采空区三角网的构建[11~13]，三角剖分如图2所示。

由于算法的要求，在计算之前应确保网格模型的每个面

均为三角形，并规定三角形的法向量与三角形的 3个顶点编

号顺序为右手法则，即所有三角形面的法向一致。在构建三

角网格模型时还需满足以下条件：1）网格中所有三角形均为

平面凸三角形；2）网格中每条边有且只有 2个三角形共有，

并且网格中任一顶点的各三角形在该顶点处形成的曲面与

单位圆拓扑同构[5]。本研究组综合运用Visual C++编程工具、

OpenGL三维图形显示和数据库技术，自主研发了采空区激

光探测三维建模可视化集成系统，生成的采空区三维模型如

图3所示。

图1 CMS激光探测原理

Fig. 1 CMS laser detection principle

（b）圈内三角剖面

图2 三角剖分说明

Fig. 2 Triangulation description

（a）圈间三角剖面

图3 采空区三维模型

Fig. 3 Goaf three-dimensional model

（a）采空区三角网模型 （b）采空区三维实体模型
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2 采空区三角网模型四面体算法改进
2.1 构建四面体中心点的选取

对于不规则物体来说，运用四面体算法求体积具有方法

简单、容易理解、计算量小等优点，能够满足工程精度的要

求。四面体算法要求构建的所有四面体之间不能有重叠或

者遗漏，而且不能包含对象之外的体积。在以往的四面体算

法中，都是通过寻找对象的几何中心构建四面体，从而实现

对其体积的计算。但是，这种方法对相对规则的物体来说是

可行的，但对于局部有突出的物体来说，该算法容易出现四

面体之间重叠，甚至把物体以外的一部分体积计算进去，如

图4所示（为了说明问题，对图中四面体进行了适当放大），其

中V3为V1和V2重叠部分，V2有一部分体积在模型之外。为了

避免出现以上错误，构建四面体时中心点的选取至关重要。

根据CMS探测原理可知，激光探头能够探测到的地方都是没

有遮挡的，有遮挡的地方激光探头也探测不到。从激光探头

出发，与每个三角片面顶点的连线不会出现重叠，也不会出

现在空区之外。因此，选取激光探头所指位置作为中心点构

建四面体，克服了以几何中心为中心点构建四面体时出现的

不足，从而实现对空区体积的精确计算。

2.2 三角网模型体积的求取

对于构建完三角网模型的采空区，从中心点出发与所有

三角片面的3个顶点连接，形成大量的小四面体，所有小四面

体一起构成采空区实体模型。每个小四面体的体积累加起

来就是采空区三角网模型的体积，基于三角网模型的四面体

算法为：设激光探头即中心点坐标为O(x0, y0, z0)，网格模型中

任一三角形的 3个顶点为A(x1, y1, z1)，B(x2, y2, z2)，C(x3, y3, z3)，
则以中心点O为顶点，△ABC为底的四面体体积为

VOABC = 16
|

|

|
||
|

|

|

|
||
|
x1 - x0 y1 - y0 z1 - z0
x2 - x0 y2 - y0 z2 - z0
x3 - x0 y3 - y0 z3 - z0

设与OA同向的单位向量为 i，△ABC所在平面单位法向

量为 j，规定内积（i, j）>0即△ABC与向量 j服从右手法则时，

四面体体积VOABC为正（图5）。

在实际运用中，只需作如下运算：

V = 16∑k = 1

m

Vk ( )k = 1,2,3,⋯,m

式中，m为采空区三角网模型中有m个三角片面，k为第 k个

四面体体积或者第 k个三角片面，Vk的正负号同样根据中心

点O和三角网中任一顶点构成的向量与三角形的法向量的

内积的正负值确定[14,15]。

3 算法应用
为了验证改进后的三角网模型四面体算法求取采空区

体积的有效性，以某地下大型金属矿山多个采空区为例，并

与成熟并广泛应用的 Surpac软件计算的采空区体积对比。

Surpac软件对于采空区体积的计算具有精度高、适用范围广

等优点，但是对于其求取采空区体积的算法相对复杂，计算

量大。选取15组探测数据，两者计算所得的体积对比结果见

表1。

图4 四面体重叠及模型之外体积

Fig. 4 Volume of overlapping and beyond
tetrahedral model

采场

编号

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15

Surpac求取的

体积/m3

6689
9700
6197
11391
7530
14775
5875
15638
79050
28210
62929
34380
37304
45307
120440

改进后的四面体算

法求取的体积/m3

6696
9693
6197
11401
7528
14773
5879
15634
79055
28215
62927
34369
37297
45316
120448

相对误差/%
0.105
0.072
0.000
0.017
0.027
0.014
0.068
0.026
0.006
0.018
0.005
0.032
0.019
0.020
0.007

表1 Surpac和改进后的四面体算法求取的采空区体积对比

Table 1 Comparison of goaf volumes calculatedby Surpac
and the improved tetrahedral algorithm

图5 四面体体积计算

Fig. 5 Tetrahedron volume calculations
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由表 1可以看出，以激光探头为中心点的四面体算法与

Surpac求取的采空区体积相对误差仅为0～0.11%，两者基本

吻合。当然，点云数据处理时，对坏点过滤不彻底、精简删除

的对象有所不同或删除的个数不同都会影响到三角网模型

的建立；三角网模型建立的方法不同也会造成2个软件所建

模型有所出入，这些都会对模型体积的求取造成一定影响。

运用过去以几何中心作为原点的采空区体积四面体算

法求取上面15个采空区的体积，其结果与改进的采空区四面

体算法、以及用Surpac求取的体积进行对比，结果见图6。

由图6可看出，以Surpac求取的采空区体积为基准，改进

后的四面体算法求取的采空区体积绝对误差非常小，而传统

的以几何中心为原点的算法求取的采空区体积误差明显偏

大，且结构离散性也很明显，表现出很不稳定。

4 结论
1）提出了以激光探头为中心点的采空区体积四面体算

法。生成的四面体既保证完整地获取采空区体积，又不会出

现重叠甚至把模型外的体积计入总体积中，从而实现对以往

算法的有效改进。实际应用表明，改进后的算法具有更好的

精度且算法简单、计算量小。

2）传统的算法主要适用于相对规则的采空区体积求取，

而改进后的算法不仅适用规则的采空区体积求取，而且能够

实现对复杂采空区体积求取，具有更高的实用性。
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图6 两种算法与Surpac求取的体积绝对误差比较

Fig. 6 Comparison of volume absolute error between two
algorithms and Surpac model
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