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摘要摘要 可拓集合从变换的角度描述事物具有某种性质的程度及其变化，并用关联函数定量化研究变化的分类和分类的变化以及

矛盾问题的转化，因此关联函数是可拓集合的核心内容和可拓学的重要理论基础。基于现实生活中人们对客观事物特征的量值

存在满意区间、可接受区间和不可接受区间等区别，在定义点与三区间套的位置值的概念基础上，构造了正域为有限区间的三区

间套一维关联函数公式并探讨其性质，深化了一维关联函数的研究内容，拓展了可拓学描述现实矛盾问题的范围。
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One-dimensional Dependent Function Based on Three Nested
Intervals with Finite Positive in Extension Set

AbstractAbstract Extension set studies the degree and its change of some characteristic that one thing owns from the point of transformation,
and describes them by using dependent functions. So, the dependent function is the core of the extension set and an important
theoretic foundation of extenics. We summarize the current results of one-dimensional functions and unify the simple and elementary
dependent functions. On the basis of the definitions of both distance and side-distance between the point and all kinds of intervals
and position value between the point and various types of nested intervals, we propose the basic formulas and properties of general-
dependent functions. The results can further deepen the contents of one-dimensional dependent functions and provide theoretical
basics for the study on the multi-dimensional ones.
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可拓集合是可拓学的集合论基础，是从变化的角度描述

研究对象具有某种性质的程度及其变化，并用关联函数定量

研究变化的分类和分类的变化以及矛盾问题的转换 [1,2]。目

前,关联函数研究成果包括一维关联函数 [3~10]、多元关联函

数[11,12]和不确定关联函数[13~15]等。但是，这些关联函数只探讨

了由两个区间构成的区间套函数形式，描述了事物的正域、

零界、过渡负域和标准负域等。由于探讨事物拓展的可能性

是可拓学的主要研究任务之一，因此关联函数的取值范围应

能够同时描述事物的各种变化。鉴于现实生活中除了事物

特征的可接受区间和不可接受区间之外，人们还特别关注特
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征的满意区间。基于此，文献[2]中提出了同时能描述事物特

征的满意区间、可接受区间和不可接受区间的关联函数形

式。本文在此基础上定义由3个区间构成的区间套位置值概

念，构造正域为有限区间的三区间套关联函数公式并探讨其

性质。

1 预备知识

在可拓学研究中，统一用 a,b 表示闭区间 [a,b]、开区间

(a,b) 、左闭右开区间 [a,b) 和左开右闭区间 (a,b] 4种情形。若

a,b 为确定的实数，则 a,b 表示有限区间。同时，本文把正

无穷区间 a, + ∞) 和负无穷区间 (-∞,b 统一称为无穷区间，

把 R =(-∞,+∞)称为全体实数区间。

定义1 设 X = a,b ( X≠R )为实数域内任意（有限或无

限）区间，其中 a是确定或负无穷实数，b是确定或正无穷实

数，则对任意点 x，称 ρ(x,X) = max{a - x,x - b}为点 x关于（有限

或无限）区间 X = a,b 的一般距。

定义2 （点与全体实数区间之距[10]） 实轴上的点 x和全

体实数区间 R =(-∞,+∞)之距为 ρ(x,R) = -1/ || x 。

性质1 实轴上的点 x关于实数域上任意给定区间X（包

括X=R）之距满足：

（1）点 x ∈X 且x不等于X端点的充要条件是 ρ(x,X) < 0 ；

（2）点 x ∉X 且x不等于X端点的充要条件是 ρ(x,X) > 0 ；

（3）点x等于X端点的充要条件是 ρ(x,X) = 0 。

性质2 若实轴上任意两个区间 X1 和 X2 ( X2 ≠R )满足

X1 ⊂X2 ，则对任意点x，有

（1）若 X1 和 X2 无公共端点，则 ρ(x,X2) < ρ(x,X1)；
（2）若 X1 和 X2 有公共端点，则 ρ(x,X2)≤ ρ(x,X1)。
性质 3 设 X1 是任意区间且 X1 ⊂R ，则对任意点 x，有

ρ(x,R)≥ ρ(x,X1)可能成立。

文献[1]定义了任意点x关于点 x0 与有限区间X的左侧距

ρl(x,x0,X) 、右侧距 ρr(x,x0,X) ，并且左侧距和右侧距统称为侧

距 ，记 为 ρ(x,x0,X) 。 当 x ∉X 或 x0 为 X 的 中 点 时 ，有

ρ(x,x0,X) = ρ(x,X) 。 若 点 x0 ∈X 为 区 间 X 的 非 端 点 ，则

ρ(x,x0,X)满足：

（1） 点 x ∈X 且 x 不 等 于 X 端 点 的 充 要 条 件

是 ρ(x,x0,X) < 0 ；

（2） 点 x ∉X 且 x 不 等 于 X 端 点 的 充 要 条 件

是 ρ(x,x0,X) > 0 ；

（3）点x等于X端点的充要条件是 ρ(x,x0,X) = 0 ；

（4） ρ(x,x0,X)当且仅当 x = x0 时取最小值。

性质4 设 x为实数域上的任意点和 X = a,b 为有限区

间，点 x0 ∈X 为区间X的非端点，则 ρ(x,x0,X)≤ ρ(x,X)。
证明 下面只证明 x0 ∈ ( )a,( )a + b 2 ，分3种情况。

（1）当 x≤ a和 x≥(a + b) 2 时，有 ρ(x,x0,X) = ρ(x,X)；
（2）当 a≤ x≤ x0 时，有 ρ(x,x0,X) =(b - x0)(a - x) (x0 - a) 和

ρ(x,X) = a - x。 由 b - x0 ≥(b - a) 2 ≥ x0 - a≥0⇒ ρ(x,x0,X)≤

ρ(x,X)；
（3）当 x0 ≤ x≤(a + b) 2 时，有 ρ(x,x0,X) = x - b≤(a - b) 2

和 ρ(x,X) = a - x≥(a - b) 2 ，即 ρ(x,x0,X)≤ ρ(x,X)。
定义3 （点与区间套的位置值） 设 X1 = a,b 为有限区

间，X2 为任意区间（包括有限区间、无限区间和全体实数区

间）且 X1 ⊆X2 ，则对实数域上任意一点x，称

D(x,X1,X2) =
ì
í
î

ï

ï

a - b ρ(x,X2)≥ ρ(x,X1)
ρ(x,X2) - ρ(x,X1) + a - b ρ(x,X2) < ρ(x,X1)且x ∈X1
ρ(x,X2) - ρ(x,X1) ρ(x,X2) < ρ(x,X1)且x ∉X1

为点x关于区间套 X1 和 X2 的位置值。

性质 5 设有限区间 X1 = a,b 和任意区间 X2（包括

X2 =R）满足 X1 ⊆X2 ，点 x关于区间套 X1 和 X2 的位置值为

D(x,X1,X2) ，则 ρ(x,X2) - ρ(x,X1)≥D(x,X1,X2) 。 特 别 地 ，当

X2 ≠R时，有 0≥ ρ(x,X2) - ρ(x,X1)≥D(x,X1,X2)。
证明 若 ρ(x,X2)≥ ρ(x,X1) ，则有 ρ(x,X2) - ρ(x,X1)≥ 0 >

> a - b；若 ρ(x,X2) < ρ(x,X1) ，则 有 ρ(x,X2) - ρ(x,X1) > ρ(x,X2) -
ρ(x,X1) + a - b。根 据 定 义 3，显 然 有 ρ(x,X2) - ρ(x,X1)≥
D(x,X1,X2)。

当 X2 ≠R 时，由性质 2，显然有 0≥ ρ(x,X2) - ρ(x,X1)≥
D(x,X1,X2)。

2 正域为有限区间的三区间套关联函数及性质
假设 3 个区间满足 X0 ⊆X⊆X ′ ，并且 X0 、X -X0 和

X ′-X 分别表示人们对事物某个特征量值的满意区间、可接

受区间和不可接受区间。在可拓学中，X0 、X 和 X ′分别称

为标准正域、正域和节域，并且称满足 X0 ⊆X⊆X ′的 3个区

间为三区间套。

当正域为有限区间即 X = a,b 时，标准正域 X0 = a0,b0

必为有限区间，但是节域X′可以包括有限区间 c,d 、负无穷

区间 (-∞,d 、正无穷区间 c, + ∞) 和全体实数区间R 4种类

型。为了叙述方便，本文采用 X0 ⊆X⊂X ′表示 3个区间 X0 、

X和X′不但满足 X0 ⊆X⊂X ′，同时表示 X0 和 X 最多有两个

公共端点以及X和X′最多有一个公共端点。三区间套的其

他关联函数形式将另文介绍。

定义4 设标准正域 X0 = a0,b0 和正域 X = a,b 为有限

区间，节域X′为任意区间（包括有限区间、无限区间和全体实

数区间）且 X0 ⊆X⊂X ′，则对实数域任意点 x，称

D(x,X0,X,X ′) =
ì

í

î

ïï
ïï

a0 - b0 ρ(x,X)≥ ρ(x,X0)且x ∈X
ρ(x,X) - ρ(x,X0) ρ(x,X) < ρ(x,X0)且x ∈X
a - b ρ(x,X ′)≥ ρ(x,X)且x ∉X
ρ(x,X ′) - ρ(x,X) ρ(x,X ′) < ρ(x,X)且x ∉X

为点 x关于三区间套 X0 、X和X′的一般位置值，简称位值。

根据性质2，当 X ′≠R时，定义4即为

D(x,X0,X,X ′) =
ì

í

î

ïï
ïï

a0 - b0 ρ(x,X) = ρ(x,X0)且x ∈X
ρ(x,X) - ρ(x,X0) ρ(x,X)≠ ρ(x,X0)且x ∈X
a - b ρ(x,X ′) = ρ(x,X)且x ∉X
ρ(x,X ′) - ρ(x,X) ρ(x,X ′)≠ ρ(x,X)且x ∉X

↔ ←

↔ ←
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性 质 6 正 域 为 有 限 区 间 的 三 区 间 套 位 置

值D(x,X0,X,X ′) < 0。
证明 根据定义 4，有 a0 - b0 < 0 和 a - b < 0 ，从而性质 6

显然成立。

定义5 （正域为有限区间的三区间套关联函数） 若正

域 X = a,b 为有限区间和节域X′为实数域上任意区间，记标

准正域 X0 = a0,b0 且 X0 ⊆X⊂X ′，点 x0 ∈X0 且为 X 的非端

点。记 X0 和X的公共端点为 xu（若无公共端点，则 xu 为空），

X 和X′的公共端点为 xv（若无公共端点，则 xv 为空），则对任

意实数 x≠ xu 和 xv ，令

k(x) =
ì
í
î

ï

ï

ρ(x,x0,X) D(x,X0,X,X ′)+ 1
ρ(x,x0,X) D(x,X0,X,X ′) - 1
ρ(x,x0,X) D(x,X0,X,X ′)

ρ(x,X) = ρ(x,X0)且x ∈X
ρ(x,X ′)≥ ρ(x,X)且x ∉X
其余

若 x = xu（xu 存在），则当 xu ∉X0 时，令 k(xu) = 1；当 xu ∈X0

时，令 k(xu) = 0⊗1，表示 k(xu) 既等于 0又等于 1；若 x = xv（ xv

存 在），则 当 xv ∉X 时 ，令 k(xv) = -1 ；当 xv ∈X 时 ，令

k(xv) = -1⊗0 ，表示 k(xv) 既等于-1又等于 0，称 k(x) 为点 x关

于三区间套 X0 、X和X且在X的非中点 x0 取最大值的一般关

联函数。

定义5的函数有以下几种形式：

（1）当 x0 为 X 的中点时，由性质4，有

k(x) =
ì
í
î

ï

ï

ρ(x,X) D(x,X0,X,X ′)+ 1
ρ(x,X) D(x,X0,X,X ′) - 1
ρ(x,X) D(x,X0,X,X ′)

ρ(x,X) = ρ(x,X0)且x ∈X
ρ(x,X ′)≥ ρ(x,X)且x ∉X
其余

称 k(x)为点 x关于三区间套 X0 、X和X′且在X的中点 x0 取最

大值的一般关联函数。

（2）当 X≠R时，根据性质2，有

k(x) =
ì
í
î

ï

ï

ρ(x,x0,X) D(x,X0,X,X ′)+ 1
ρ(x,x0,X) D(x,X0,X,X ′) - 1
ρ(x,x0,X) D(x,X0,X,X ′)

ρ(x,X) = ρ(x,X0)且x ∈X
ρ(x,X ′) = ρ(x,X)且x ∉X
其余

（3）特别地，当 X≠R且 x0 =(a + b)/2 时，有

k(x) =
ì
í
î

ï

ï

ρ(x,X) D(x,X0,X,X ′)+ 1
ρ(x,X) D(x,X0,X,X ′) - 1
ρ(x,X) D(x,X0,X,X ′)

ρ(x,X) = ρ(x,X0)且x ∈X
ρ(x,X ′) = ρ(x,X)且x ∉X
其余

性质 7 设正域 X = a,b 为有限区间和标准正域为

X0 = a0,b0 ，节 域 X ′ ( )X ′≠R 为 实 数 域 上 任 意 区 间 且

X0 ⊆X⊂X ′，点 x0 ∈X0 且为 X 的非端点，则 k(x)满足：

（1） x ∈X0 且x不等于 X0 的端点 ⇔ k(x) > 1；
（2） x等于 X0 的端点即 x = a0或b0 ⇔ k(x) = 1；
（3） x ∈X -X0 且x不等于 X0 和X的端点 ⇔0< k(x) < 1；
（4） x等于X的端点即 x = a或b⇔ k(x) = 0 ；

（5） x ∈X ′-X且x不等于X和X′的端点⇔-1< k(x) < 0 ；

（6） x等于X′的端点 ⇔ k(x) = -1；
（7） x ∉X ′且x不等于X′的端点 ⇔ k(x) < -1；
（8） k(x) 在 x ∈(-∞,x0] 单调递增，在 x ∈[x0, +∞) 单调递

减，且当 x = x0 取最大值。

证明 下面只证明性质7的（1）、（3）、（5）和（7）成立。

必要性 性质 7的（1）当 x ∈X0 且 x不等于 X0 的端点，

有 ρ(x,x0,X) < 0 和 ρ(x,X0) < 0 。分以下两种情况讨论。

若 ρ(x,X) = ρ(x,X0) ，则 有 k(x) = ρ(x,x0,X) D(x,X0,X,X ′)+
1 > 1；

若 ρ(x,X)≠ ρ(x,X0)，则 k(x) = ρ(x,x0,X) D(x,X0,X,X ′) 和

D(x,X0,X,X ′) = ρ(x,X) - ρ(x,X0) ，根 据 性 质 4 和 定 义 4，有

k(x)≥ ρ(x,X) [ρ(x,X) - ρ(x,X0)] = 1 + ρ(x,X0) [ρ(x,X) - ρ(x,X0)]> 1。

性质 7的（3）当 x ∈X -X0 且 x不等于 X和 X0 端点，有

ρ(x,X)≠ ρ(x,X0) 和 ρ(x,x0,X) < 0 ，因此 k(x) = ρ(x,x0,X) D(x,X0,
X,X ′) > 0 。另一方面，反证法假设存在点 x ∈X -X0 使 k(x) < 1
不成立，即 k(x)≥ 1，则有 ρ(x,x0,X)≤ ρ(x,X) - ρ(x,X0) 对任意点

x0 ∈X 成立，因此当 x0 =(a + b)/2 时有 ρ(x,X0)≤ 0⇒ x ∈X0 ，与

已知条件 x ∉X0 矛盾，因此必有 k(x) < 1。
性质 7的（5）当 x ∈X ′-X 且 x不等于X和X′的端点，有

ρ(x,X ′) < 0 < ρ(x,x0,X)≤ ρ(x,X) ，则 k(x) = ρ(x,x0,X) D(x,X0,X,X ′)
< 0且D(x,X0,X,X ′) = ρ(x,X ′) - ρ(x,X)。由性质5，有k(x)≥ ρ(x,X)
[ ]ρ(x,X ′) - ρ(x,X) = -1 + ρ(x,X ′) [ ]ρ(x,X ′) - ρ(x,X) > - 1。

性质7的（7）当 x ∉X ′且 x不等于X′的端点，分两种情况

讨论。

若 ρ(x,X ′)≥ ρ(x,X) ，则 k(x) = ρ(x,x0,X) D(x,X0,X,X ′) - 1 ，

显然有 k(x) < -1。
若 ρ(x,X ′) < ρ(x,X) ，则有 k(x) = ρ(x,x0,X) D(x,X0,X,X ′) 和

D(x,X0,X,X ′) = ρ(x,X ′) - ρ(x,X) 。反证法假设存在点 x ∉X ′使
k(x)≥ -1 成 立 ，即 对 任 意 点 x0 ∈X ，有 ρ(x,x0,X)≤
ρ(x,X) - ρ(x,X ′) ，因 此 当 x0 = (a + b) 2 时 有 ρ(x,X ′)≤ 0

⇒ x ∈X ′，与已知条件 x ∉X ′矛盾，因此必有 k(x) < -1。
充分性 性质 7的（1）当 k(x) > 1时，必有 ρ(x,x0,X) < 0 ，

即 x ∈X 。以下分两种情况讨论。

若 ρ(x,X) = ρ(x,X0)，则 由 x ∈X⇒ ρ(x,X) = ρ(x,X0) < 0⇒
x ∈X0 ，此时 k(x) = ρ(x,x0,X) D(x,X0,X,X ′)+ 1；

若 ρ(x,X)≠ ρ(x,X0)，则 k(x) = ρ(x,x0,X) D(x,X0,X,X ′) 和

D(x,X0,X,X ′) = ρ(x,X) - ρ(x,X0) 。由 k(x) > 1⇒ ρ(x,x0,X) < ρ(x,X)
-ρ(x,X0) 对任意点 x0 ∈X 成立。反证法假设存在点 x ∉X0 使

上式成立，则当 x0 =(a + b)/2 时，有 ρ(x,X0) < 0 ，即 x ∈X0 ，与假

设 条 件 x ∉X0 矛 盾 。 因 此 若 ρ(x,X)≠ ρ(x,X0) ，必 有

k(x) > 1⇒ x ∈X0 。

性 质 7 的（3） 当 0 < k(x) < 1 时 ，若 k(x) = ρ(x,x0,X)
D(x,X0,X,X ′)+ 1，则 ρ(x,x0,X) > 0⇒ x ∉X ，与必备条件 x ∈X0

矛盾；若 k(x) = ρ(x,x0,X) D(x,X0,X,X ′) - 1 ，则 ρ(x,x0,X) < 0⇒
x ∈X ，与必备条件 x ∉X 矛盾，因此必有 k(x) = ρ(x,x0,X)
D(x,X0,X,X ′) 。由 0 < k(x)⇒ x ∈X ，则 D(x,X0,X,X ′) = ρ(x,X) -

ρ(x,X0)；由 k(x) < 1⇒ ρ(x,x0,X) > ρ(x,X) - ρ(x,X0) 对任意点 x0 ∈X
成 立 。 反 证 法 假 设 存 在 点 x ∈X0 使 上 式 成 立 ，则 当

x0 = (a + b) 2 时，有 ρ(x,X0) > 0⇒ x ∉X0 ，与假设条件 x ∈X0 矛

盾，因此必有 x ∉X0 ，即 x ∈X -X0 。

↔ ←

↔ ←
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性 质 7 的（5） 当 -1 < k(x) < 0 时 ，类 似（3）必 有

k(x) = ρ(x,x0,X) D(x,X0,X,X ′)。由 k(x) < 0⇒ x ∉X ，因此 D(x,X0,
X,X ′) = ρ(x,X ′) - ρ(x,X)，则 由 k(x) > -1⇒ ρ(x,x0,X) < ρ(x,X)
-ρ(x,X ′) 对任意点 x0 ∈X 成立。反证法假设存在点 x ∉X ′使
上式成立，则当 x0 = (a + b)/2 时，有 ρ(x,X ′) < 0⇒ x ∈X ′，与假

设 条 件 x ∉X ′ 矛 盾 ，因 此 必 有 k(x) < -1⇒ x ∈X ′ ，

即 x ∈X ′-X 。

性质 7的（7） 当 k(x) < -1 时，有 ρ(x,x0,X) D( )x,X0,X,X ′
< 0⇒ x ∉X 。反证法假设存在点 x ∈X ′ 使 k(x) < -1成立，则

x ∈X ′-X，此时有 k(x) = ρ(x,x0,X) D(x,X0,X,X ′) 和 D( )x,X0,X,X ′
= ρ(x,X ′) - ρ(x,X) ，则 k(x) < -1⇒ ρ(x,x0,X) > ρ(x,X) - ρ(x,X ′) 对
任意点 x0 ∈X 成立，因此当 x0 =(a + b) 2 时有 ρ(x,X ′) > 0
⇒ x ∉X ′ ，与 假 设 条 件 x ∈X ′ 矛 盾 ，因 此 必 有 k(x) < - 1
⇒ x ∉X ′。

性质 8 设正域 X = a,b ，标准正域 X0 = a0,b0 和节域

X =R，点 x0 ∈X0 且为 X 的非端点，则 k(x)满足：

（1） x ∈X0 且x不等于 X0 的端点 ⇔ k(x) > 1；
（2） x等于 X0 的端点即 x = a0或x = b0 ⇔ k(x) = 1；
（3） x ∈X -X0 且x不等于 X0 和X的端点 ⇔0< k(x) < 1；
（4） x等于X的端点即 x = a或x = b⇔ k(x) = 0 ；

（5） x ∉X 且x不等于X的端点 ⇔-1< k(x) < 0 ；

（6） k(x) 在 x ∈(-∞,x0] 单调递增，在 x ∈[x0, +∞) 单调递

减，且当 x = x0 取最大值。

证明 证明过程与性质7类似，略。

3 结论
基于现实中人们对事物特征量的不同取值要求，定义了

三区间套位置值并提出了正域为有限区间的三区间套一般

关联函数公式，讨论了有关性质。本研究使可拓学能更细化

地定量描述矛盾问题，可为深化研究可拓集合和多维关联函

数提供理论基础。
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