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摘要摘要 常规气藏的压裂气井生产时一般包括线性流动和径向流动阶段，椭圆流动被认为是过渡阶段而往往被忽略。致密砂岩气

藏的渗透率极低，具有较强的应力敏感性，压力传播速度较慢，各个流动阶段在时间尺度上被延长，椭圆流动将持续很长一段时

间，成为致密砂岩气井的重要流动阶段。目前试井分析中，常规模型与实际压力双对数曲线往往有较大差距。为精确描述致密

砂岩气井的流动特征，运用保角变换方法建立椭圆系坐标下的渗流模型，采用应力敏感系数表示储层的应力敏感特征，通过摄动

方法和变量分离，将拉普拉斯空间下的控制方程转换为马丢方程和变型马丢方程从而求解。通过分析理论曲线发现：应力敏感

效应增加了拟井底流压降，并使得拟压力导数曲线末端上翘，产生假边界现象。该模型能够更加准确表达致密砂岩气井的渗流

特征，对致密气试井具有较好的研究意义。
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Analytical Model in Elliptical Flow Period of Tight Sand Gas Well
Considering Stress Sensitivity

AbstractAbstract The flow phases of fractured gas well in a conventional reservoir usually cover a linear flow period and a radial flow
period. The elliptical flow period is usually regarded as a transition phase and thus ignored. The tight gas is the most realistic
unconventional gas in China. Tight gas reservoirs are featured with low permeability and strong stress sensitivity. The pressure
transmits slowly and every flow period is fairly extended. The elliptical flow phase at a tight gas well keeps a quit long time, even
lasts for a couple of years. Therefore, the elliptical flow stage can't be ignored. When it comes to well test analysis, the conventional
model is usually hard to match the double log curve in the field. To describe the flow phases more accurately, a flow model in
elliptical coordinates is built through conformal transformation. The stress sensitivity coefficient is utilized in the model to consider
the stress- sensitivity of tight gas reservoirs. After perturbation transforming and variable separation, the controlling equation is
transformed into the Mathieu equation. Then it can be solved with a corresponding method. It's found that the stress sensitivity makes
a higher pseudo-BHP drop and an end of derivative curve up warp. This model can simulate the flow period of tight sand gas well
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常规气藏中，压裂气井生产时气体流动一般包括线性流

动和径向流动[1]，椭圆流动为中间的过渡阶段，由于持续时间

短而往往被忽略。但研究表明致密气藏渗透率极低，在致密

砂岩气井生产过程中，各个流动阶段在时间尺度上被延长，

径向流动阶段出现时间会很晚，各个渗流阶段持续时间将被

放大，其中椭圆形流动将持续很长时间，维持几个月甚至数

年[2,3]。实际生产中气井由于修井或政策性关井，连续生产时

间较短，成为压裂气井的主力流动阶段之一。所以实际生产

时地层流体以椭圆流动为主。

致密砂岩气藏除了渗透率低以外，和常规气藏最大不同

在于具有较高的应力敏感性[4,5]，应力敏感特性导致渗透率随

着地层压力下降而减小，对气井产能有较大影响[6,7]。气藏应

力敏感特性常用指数式渗透应力敏感系数表示，因此运动方

程非线性较强，为求解，1986年，Pedrosa[8]用摄动方法消除非

线性，从而建立应力敏感油气藏不稳定试井模型的方法，此

后国内外学者基本沿用该方法获得不同阶数的解析解[9]，一

般认为零阶解即可基本满足计算精度的要求。通过引入摄

动变换机制将致密砂岩气藏应力敏感储层不稳定渗流方程

线性化，应用这种方法可以将非线性极强的应力敏感储层不

稳定渗流方程转换为常规不稳定渗流方程形式。

本文通过达西运动方程、状态方程和物质平衡方程等建

立椭圆坐标下的致密砂岩气压裂直井的渗流模型，采用应力

敏感系数表示致密砂岩气藏的应力敏感效应并通过摄动方

法将其线性化，经过拉普拉斯变换和变量分离可以得到马丢

（Mathieu）方程和变型马丢方程，进而更快捷地获得其压裂井

不稳定渗流模型的解析解。

1 物理模型
假设致密气藏内有一口压裂直井，地层及流体满足条

件：1）无限大的均质气藏，存在应力敏感特性；2）压裂裂缝

沿井筒对称，裂缝贯穿整个地层，高度等于气藏厚度，裂缝为

无限导流能力，即整条裂缝中压力处处相同，沿着裂缝没有

压降产生；3）忽略毛管力和重力的影响，气体在地层中作达

西渗流，渗流过程等温；4）忽略气体的垂向流动，气体呈二维

平面流动（图1）。

2 数学模型
Jones[10]和Nur等[11]定义了应力敏感系数的表达式，Petrosa[8]

在进行应力敏感储层渗流理论研究时采用指数形式的渗透

率应力敏感公式进行计算，此后应力敏感系数得到广泛应

用，应力敏感系数越大表示储层的应力敏感程度越高。如果

裂缝中不考虑岩石应力敏感效应，仅在地层中考虑岩石应力

敏感效应，可以采用指数表达方程

K =Kie-γ(ψi -ψ) （1）
式中，γ为应力敏感系数，MPa-1；ψ为气体拟压力函数，MPa2/
（mPa·s）；ψi 为气藏原始地层拟压力，MPa2/（mPa·s）；K为储

层有效渗透率，μm2；Ki为储层原始渗透率，μm2。

为便于计算椭圆流动阶段，通过保角变换，将直角坐标

转化成椭圆系坐标（图2）。

坐标变换公式为

x = x f∙ cosh ξ∙ cosη （2）
y = x f∙ sinh ξ∙ sinη （3）

其中，xf为裂缝半长，m；ξ和η分别为椭圆系横坐标和纵坐标。

经过坐标系转换和无量纲化之后，控制方程为

∂2ψD
∂ξ2 + ∂2ψD

∂η2 [cosh 2ξ - cos 2η]-1 - γD(sinh2 ξ cos2η + cosh2 ξ sin2η)
(sinh ξ cosh ξ sinη cosη)2 ⋅
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γDψD ∂ψD∂tD
（4）

其中，ψD为无因次拟压力；γD为无因次应力敏感系数；tD为无

因次生产时间。

方程（4）是一个非线性偏微分方程，无法直接求解，必须

采用线性化处理，在此引入摄动技术变换式[12]

ψD( )ξ,η, tD = - 1
γD

ln[1 - γDλD(ζ,η, tD)] （5）
可以用摄动技术进行求解，由于无量纲应力敏感模数较

小，摄动式变换过程取零阶摄动解即可，此时控制方程（4）可

以变换为

more accurately, and is significant to well testing of tight gas reservoir.
KeywordsKeywords tight sand gas well; stress sensitivity; elliptical flow; theoretical model

图1 致密砂岩气藏压裂直井流动示意

Fig. 1 Model of infinite-conductivity vertical fractured well
in infinite reservoir

图2 直角坐标变换椭圆系坐标示意

Fig. 2 Cartesian coordinates transformed into the elliptical
coordinates
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∂2λD
∂ξ2 + ∂2λD

∂η2 = 12 ( )cosh 2ξ - cos 2η ∂λD∂tD （6）
方程（5）经过拉普拉斯变换转化为拉式空间内方程

∂2λ̄D
∂ξ2 + ∂2λ̄D

∂η2 = z2 ( )cosh 2ξ - cos 2η λ̄D （7）
式中，z为拉普拉斯空间变量。

想要求解模型除了控制方程（7），还需要边界辅助方

程。

辅助方程1：当 ξ =0时，裂缝端点封闭，则

∂λ̄D∂η | η = 0 = 0 （8）
∂λ̄D∂η | η =π = 0 （9）

辅助方程2：内边界条件

lim
ζ→0

∂λ̄D∂ζ = -1
z

（10）
辅助方程3：无限大外边界，即

lim
ζ→∞ λ̄D(ξ,η) = 0 （11）

为了求解方程（7），可假定 λ̄D 可分离成 ζ 和 η 的函数，

形式为

λ̄D =∑
n = 1

∞
Xn(ζ)Hn(η) （12）

将方程（12）代入方程（7），得
1
X

d2X
dξ2 - z2 cosh 2ξ = - 1

H
d2H
dη2 - z2 cos 2η （13）

式中，左边只是 ζ 的函数，右边只是 η 的函数，若等式成立，

两边等于同一常数，即

1
X

d2X
dξ2 - z2 cosh 2ξ = - 1

H
d2H
dη2 - z2 cos 2η =α （14）

进一步整理得

d2H
dη2 +(α + z2 cos 2η)H = 0 （15）
d2X
dξ2 -(α + z2 cosh 2ξ)X = 0 （16）

方程（15）和方程（16）分别为马丢方程和变型马丢方程，

马丢方程共有4种解[2]

ce2n(u, -q) =(-1)n∑
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∞ { }A2n
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其中，cen和 sen是n阶马丢函数；n=0,1,2,…；r=0,1,2,…；u和q为

马丢方程参数；A2n
2r 和 B2n

2r 为待定展开系数。

由方程（8）、（9）可知，H(0)=H(π)= 0 ，且马丢方程为偶函

数，所以方程（15）的解为

Hn(η) = ce2næè
ö
ø

η, - z4 （21）
其中

ce2næè
ö
ø

η, - z4 = ( )-1 n∑
r = 0

∞
[ ]( )-1 r

A2n
2r cos( )2rη （22）

根据参考文献[13]、[14]，可以获得负参数变型马丢解为

Xn(ζ) = AnCe2n +BnFe2n （23）
其中

Ce2n(ζ, - s4)=(- 1)n
ce2næè

ö
ø

0, s4
πA0

2n ∑
k = 0

∞
{ }(-1)k A2n

2k I2k[ z cosh(ξ)] （24）

Fe2n(ζ, - s4)=(-1)n
ce2næè

ö
ø

0, s4
πA0

2n ∑
k = 0

∞
{ }sinh(ζ)A2n

2k K2r + 1[ z cosh(ζ)] （25）
式中，Cen和Fen分别是n阶变型马丢函数；Ir(x)是修正贝塞尔

函数（一类，r阶），Kr(x)是修正贝塞尔函数（二类，r阶）。

由外边界条件方程（11）可知，ζ无穷大时，Xn=0，根据

Bessel函数性质可知An=0。
方程（16）的解为

Xn(ξ) =BnFe2næè
ö
ø

ξ, - z4 （26）
将方程（23）、（26）代入方程（12）可求出

λ̄D( )ξ,η =X( )ζ H ( )η =∑
n = 0

∞ é
ë
ê

ù
û
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ö
ø
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进一步整理方程（27）可得

1sinh ζ
∂λ̄D∂ζ | ζ = 0 = 1sinh ζ∑n = 0

∞ é
ë
ê

ù
û
úce2næè

ö
ø

η, - z4 BnFe2næè
ö
ø

0, - z4 = -1
z
（28）

式（28）两边同乘以 ∫
0

π
ce2n(η, - z4)dη，得

∑
n = 0

∞ é
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其中

∫
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π
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0 （30）
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联立式（29）~（32）可以得到

Bn = ( )-1 n + 12 sinh ζA2n
0

Fe2næè
ö
ø

0, - z4
（33）

将 Bn代入方程（27）并结合方程（10）进一步整理，可以

得到

λ̄wD =∑
n = 0

∞ é
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利用文献[13]附带的马丢方程源程序求解式（34），然后

采用Stehfest 数值反演方法获得应力敏感气藏井底压力响应

的实空间数值解，最后代入式（35）可以求得应力敏感地层的

井底拟压力

ψwD( )ξ,η, tD = - 1
γD

ln[ ]1 - γDL
-1( )λwD （35）

根据上述模型编程并画出双对数曲线（图 3），流动阶段

主要有井筒储集阶段、裂缝流动阶段和椭圆流动阶段。椭圆

流动阶段，其拟压力导数曲线斜率逐渐由 1/2逐渐过渡为 0，
这是因为椭圆流动为裂缝线性流和拟径向流的过渡段，渗透

率越低，过渡段持续时间越长。

如果致密砂岩砂体为椭圆型，则外边界条件变形为

∂λ̄D∂ξ | ξ = ξ0 = 0 （36）
变型马丢方程的通解为

Xn(ξ) =BnFe2næè
ö
ø

ξ, - z4 +DnCe2næè
ö
ø

ξ, - z4 （37）
结合内外边界条件，可得

λ̄D =∑
n = 0

∞ é
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ø

ξ0, - z4 Ce2næè
ö
ø

0, - z4 -Ce′2næè ö
ø

ξ0, - z4 Fe2næè
ö
ø

0, - z4

（38）

3 压力曲线特征
为进一步分析致密砂岩气井生产的渗流特征，计算并绘

制了无井储效应时的双对数曲线，由图4可知，当井储效应无

法掩盖早期渗流阶段时，拟压力和拟压力导数曲线早期阶段

为1/2斜率的直线，中期和后期则与图3相同。

为验证本文模型的准确性，通过 Saphir试井软件中的常

规模型求出经典压力解，并做出中高渗气藏的无限导流裂缝

直井的双对曲线，如图 5所示。对比图 4和图 5可知，两者曲

线特征相似，说明了本文所建模型的准确度比较高。但两者

也略有区别，这是因为致密气藏与常规气藏相比具有应力敏

感特性，使得拟压力导数后期略有上翘，造成假边界现象。

在定产量情形下，致密砂岩气井井底流压变化情况也与

常规气藏有所不同。如图 6所示，致密砂岩气藏压裂直井的

井底压力早期下降速度较快，然后逐渐变缓。前期应力敏感

效应并不明显，生产一段时间后，随着地层压力的下降，应力

敏感效应也逐渐凸显出来，使得附加压力降的幅度越来

越高。

如图 7所示，应力敏感效应对致密砂岩气井的双对数曲

线有很大影响，会使拟压力导数曲线末端上翘，造成假边界

效应，而且应力敏感系数越大，导数曲线上翘幅度越大。

图3 致密砂岩气藏压裂直井双对数曲线

Fig. 3 Log-log curve of tight gas fractured vertical well

图4 本文模型计算的致密气藏压裂直井双对数曲线，无井储

Fig. 4 Log-log curve of tight gas fractured vertical well
from the model in this paper without wellbore storage

图5 经典模型计算的常规气藏压裂直井双对数曲线，无井储、

无应力敏感

Fig. 5 Log-log curve of fractured vertical well of
conventional gas reservoir from conventional model without

wellbore storage

图6 致密砂岩气藏压裂直井井底压力变化曲线

Fig. 6 BHP curve of tight gas fractured vertical well
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4 结论
1）虽然在常规气藏渗流模型中，椭圆流动往往被视为过

渡阶段，但在致密砂岩气藏中，较低的渗透率使得椭圆流动

阶段持续较长时间，甚至成为主要流动阶段，因此建立致密

砂岩气藏压裂直井渗流模型时需要关注椭圆流动。

2）致密砂岩气藏具有较高的应力敏感特性，一般采用应

力敏感系数表达这种特性，但会给数学模型引入较强的非线

性，摄动方法是一种有效消除此类非线性的手段。通过保角

变化和变量分离等方法，可以将数学模型转化为马丢方程，

这样就可以通过相应的程序求解，可为致密砂岩气藏压裂直

井试井分析提供理论基础。

3）通过理论曲线分析可知，应力敏感效应对井底压力具

有较高的影响，特别是在生产后期，随着地层压力的下降，应

力敏感效应逐步凸显出来，会使致密砂岩气藏与常规气藏相

比，产生额外的附加压力降，因此生产过程要尽量降低应力

敏感效应，降低产能损失。
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图7 压力敏感系数对致密砂岩气井双对数曲线的影响

Fig. 7 Impact of pressure sensitivity coefficient on double
log curve of tight gas well
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