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摘要摘要 测量给确定性的开放量子系统带来了随机项，使随机开放量子系统本身产生一些马尔科夫和非马尔科夫开放量子系统所

不具有的特性，这些特性给随机开放量子系统带来一些新的作用和影响。在目前有关随机开放量子系统李雅普诺夫控制理论研

究的基础上，分别对无控制作用下随机开放量子系统的内部特性、开关控制和连续控制作用下系统的状态转移性能进行仿真研

究。结果表明，在测量所带来的随机回馈项的作用下，在无控制的自由演化情况下，系统的状态最终随机地收敛到测量算符的某

个本征态，其可能达到的本征态的个数与初态密度矩阵中对角线非零元素的个数相等；不论是开关控制还是连续控制，系统都能

够从任意的初始纯态转移到期望的本征态，但相比于开关控制，连续控制的收敛速度更快，达到期望目标态所用时间更短。
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Characteristic Analysis of Stochastic Open Quantum Systems
via Lyapunov-based Control

AbstractAbstract Quantum measurement brings a stochastic term to deterministic open quantum systems, which makes the systems display
some unique characteristics distinguished from the Markovian and non-Markovian open quantum systems. These characteristics bring
some new roles to and effect on the stochastic open quantum system. Based on the related work on the global stability for stochastic open
quantum systems via Lyapunov stabilization theorem established recently, the characteristic analysis without control fields and the state
transfer with the switching control and continuous control are studied, respectively. Numerical simulation experiments are implemented
under the Matlab environment. The simulation results demonstrate that the system without the action of the control will randomly converge
to some eigenstate of the measurement operator and the numbers of eigenstates and diagonal non- zero elements of the initial state's
density matrix are equal, and that under the action of the control, the stochastic open quantum system can transfer the state from an
arbitrary initial pure state to the desired target eigenstate. However, compared to the switching control, the continuous control system
performance has a faster convergence speed and a shorter transfer time.
KeywordsKeywords stochastic open quantum systems; Lyapunov feedback control; state transfer
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量子系统控制对量子信息技术的实现具有重要意义，尤

其是在量子光学和原子物理上取得的技术进步，使得量子系

统的实时反馈控制成为可能[1]。从量子系统控制理论角度来

看，根据控制过程中是否存在测量，及是否将测量信息应用

于控制律的变量中，可以将控制策略分为开环控制和反馈控

制。其中，基于测量的反馈控制（measurement-based feedback
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control，MFC）是通过直接或者间接的量子观测来获取量子信

息进行量子状态估计，进而设计控制律进行量子状态调控。

对于经典系统，测量过程对被测系统本身的状态是没有影响

的，但是对于量子系统，测量会对量子系统本身产生不可避

免的随机影响，系统的状态会随机收敛到某些状态，即：量子

态还原[1]。在不同的测量手段或者检测方式下，量子系统状

态的估计结果是不一样的，这可以归结为量子滤波问题，而

量子滤波问题本质上可以看作是计算系统观测量的条件期

望值[2~4]。通常来说，条件期望的计算取决于相互作用系统状

态的特性，因此，当被控系统处于真空态、相干态，或处在一

个具备非经典光学特性的状态，量子滤波方程的形式都是不

同的。值得注意的是，检测方式不同，量子滤波方程的形式

也不同，比如：零差检测和光电检测下得到的量子滤波方程

就有 2种不同形式[2]。量子滤波方程描述了测量下的量子态

的动力学演化系统，滤波方程中包含通过测量和滤波所估计

出的量子状态，可以通过将连续测量和反馈控制策略相结

合，构成随机开放量子系统的反馈控制。

有关随机开放量子系统反馈控制的研究可以归纳为2大
类：线性和非线性随机开放量子系统反馈控制。当量子系统

处于某些特殊的初态或者某个时刻段时，可通过线性化处理

加上测量将复杂的被控系统转化为线性随机开放量子系统，

James和Petersen研究团队成功地将经典线性系统控制理论

中的 LQG控制 [5]、H∞ 控制 [6]应用到了线性光学量子系统中。

有关非线性随机开放量子系统的研究焦点集中在设计全局

稳定反馈控制律上，以实现系统的控制目标。2005 年，

Handel等[7]针对原子系综，给出了量子反馈控制方案，并设计

出全局稳定反馈控制律制备本征态；在将李雅普诺夫控制[8]

引入到随机开放量子系统的稳定性研究中，解决了低维随机

开放量子系统的稳定问题，但此方法不适用于高维系统；

Ticozzi等[9]将研究对象扩展到了N维系统，但由于李雅普诺夫

函数选取的局限性，所设计出的反馈控制律只能使系统几乎

全局稳定。2007年，Mirrahimi和Handel利用李雅普诺夫稳定

性定理和LaSalle不变原理，针对N维角动量系统，给出了全

局收敛到观测量的任意本征态的反馈控制律[10]；针对双比特

量子系统，给出了全局收敛到纠缠态的反馈控制律，但所设

计出的控制律均为开关控制；2007—2008年，Tsumura对开关

控制进行了改进，设计出连续反馈控制律，实现了系统全局

收敛到任意本征态[11,12]。此外，2013年，Ticozzi等从哈密顿控

制的角度出发，研究了随机开放量子系统的稳定性问题[13]。

总的来说，由于对开放量子系统的测量和滤波给系统带

来了随机项，使得随机开放量子系统所表现出的特性更加复

杂，对其内部特性的分析和控制器的设计也更加困难。有关

随机开放量子系统控制的研究时间并不长，目前只能够实现

对本征态的收敛控制律的设计；在控制设计的形式上，主要

有开关控制和连续控制两大类。本文在目前有关随机量子

系统李雅普诺夫收敛性控制理论研究的基础上，分别对无控

制作用下的随机量子系统的内部特性、控制作用下系统的状

态转移控制性能进行仿真研究，探讨开关与连续控制作用下

的参数对系统控制性能的影响，并对 2种控制作用下所获得

的系统控制性能进行对比分析。

1 随机量子系统反馈控制策略
1.1 随机量子系统主方程

考虑在真空环境下连续测量的量子反馈控制系统，记 t

时刻的量子系统状态为 ρ t ，则量子滤波方程，或称为随机主

方程（stochastic master equation，SME）的一般表达形式为

ì
í
î

ï

ï

dρ t = - i
ћ
[ ]H t,ρ t dt +D( )L ,    ρ t dt + ηH ( )L  ,    ρ t dWt

ρ0 = ρ( )0 （1）
式中，H t =H0 + utHu 为总哈密顿量，H0 为系统自由哈密顿

量，Hu 为控制哈密顿量，ut 是随时间变化的外部控制场；η

是测量效率，且满足 0 <η≤1；L 是测量算符，系统信号通过

此测量信道被检测，由测量引起的反作用效应则通过此信道

反馈给量子系统；Wt 为具有随机特性的随机过程，也被称作

“新息”。为了简单起见，一般设置普朗克常数 ћ= 1 。

D( )L ,    ρ t dt和 H ( )L ,    ρ t dWt 分别体现了测量反作用效应中确定

性漂移部分和随机耗散部分，其中，D( )L ,   ρ t 为开放量子系统

中常见的Lindblad算子；H ( )L ,    ρ t 是状态更新算子；真空环境

下的Wt 就是标准的实值Wiener过程，dWt 作为标准Wiener
过程的增量，代表着对测量白噪声的建模，满足：期望

E( )dWt = 0 ，方差 E( )( )dWt

2 = dt 。Lindblad算子 D( )L ,   ρ t 、状

态更新算子 H ( )L ,    ρ t 以及随机过程增量 dWt 的表达式分别为

D( )L ,   ρ t ≡ L ρ t L + - 12 ( )L+L ρ t + ρ tL
+L  （2）

H ( )L ,    ρ t = L ρ t + ρ tL
+ - tr( )( )L + L+ ρ t ρ t （3）

dWt = dyt - η tr( )ρ t( )L + L+ dt （4）
式中，L+ 是 L 的共轭转置。

从所给出的随机量子系统主方程（1）~（4）中可以看出：

与确定性的开放量子系统模型相比，随机量子系统主方程多

了一个随机耗散部分项，这个项的大小由测量效率 η 值得大

小来确定。在实际的量子反馈控制系统中，不同测量方式决

定不同的随机项，不同测量效率 η 也产生不同的随机项的大

小。以角动量作为可观测量为例：当原子簇数目为 n 时，量

子态的角动量维数则为 N = 2J + 1，其中 J = n 2 是动量的绝

对值。若在实验中以 z 方向的原子簇角动量为检测量，在于

y 方向上施加可控磁场，则相应的量子滤波方程可以整理为

关于 ρ t 的非线性 It ô 随机微分方程[10]：

dρ t = -iut[Fy,ρ t]dt - 12[ ]F z,[ ]F z,ρ t dt +
η ( )F z ρ t + ρ tF z - 2 tr( )F z ρ t ρ t dWt

（5）

式中，Fy 是沿 y 方向的角动量；F z 是沿 z 方向的角动量，且

F z 为对角实矩阵，且满足 F z =F +
z ，它们分别为
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其中，cm = (2J + 1 -m)m , m = 1,⋯,2J 。
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（7）

当 N = 4 时，可以计算出动量的绝对值为 J = N - 12 = 32 ，

m = 1,2,3。根据式（6）、（7）可以确定出沿 y 与 z 方向的角动

量分别为

Fy = - i2
é
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ê

ê

ê
êê
ê

ù

û
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0 - 3 0 0
3 0 -2 0
0 2 0 - 3
0 0 3 0

，F z =
é

ë

ê

ê
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ù
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3 2 0 0 0
0 1 2 0 0
0 0 -1 2 0
0 0 0 -3 2

（8）
1.2 随机李雅普诺夫反馈控制方案

随机开放量子系统的全局稳定控制问题可以表述为：寻

找一个反馈控制器 ut 来使量子系统全局稳定到期望的目标

态 ρ f ，且当 t→∞时，状态 ρ t 的期望 E( )ρ t 能够收敛到 ρ f ，即

E( )ρ t → ρ f 。目前，对于N维的角动量系统，基于随机李雅普

诺夫理论和 LaSalle不变原理等技术的控制策略主要分为 2
种：开关控制策略和连续控制策略[10~12]。Mirrahimi等 2007年
提出一种开关控制策略，当期望的目标态为测量算 符 L 的

本征态 ρ f 时，证明了一种收敛的控制律 ut 的公式为[10]

ut =

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

u1( )ρ t = -tr( )i[ ]Fy,ρ t ρ f ， tr( )ρ t ρ f ≥ γ

u2 = 1， tr( )ρ t ρ f ≤ γ/2
u1( )ρ t ， ρ t   ∈B  , 且通过 tr( )ρ t ρ f = γ   进入B,

其中   B≜{ }ρ:γ 2 < tr( )ρ t ρ f < γ
u2，其他

（9）

式中，γ为控制律切换的临界参数，且 0 < γ≤1。
由于开关控制需要根据不同的情况在几个控制函数之

间进行快速切换，这给控制的实现带来一定的难度。

Tsumura针对这一问题对开关控制（式（9））进行了改进，于

2008年推导并证明出一种连续反馈控制律 ut
[12]

ut =αu1( )ρ t + βV I
ρf( )ρ t （10）

式 中 ，u1( )ρ t = -tr( )i[ ]Fy,ρ t ρ f ，V I
ρf( )ρ t =λi - tr( )Fz ρ t ，λi =

J - ( )i - 1 ，α 和 β 是可调的控制参数，且需要满足系统（式

（5））全局稳定的充分条件：( )β2 8αη < 1。
式（10）中的控制律 ut 由两项组成，其中，αu1( )ρ t 主要是

用来控制系统状态收敛到期望目标态，V
I
ρf( )ρ t 是用来驱动系

统状态远离其他系统稳态。需要注意的是，虽然 ( )β2 8αη < 1
仅仅是系统全局稳定的充分条件，但是它为实际应用中的参

数选取提供了依据。在上述两种已提出的收敛控制策略的

基础上，本文重点以状态转移控制为出发点，通过系统仿真

实验，分析无控制作用下的系统内部特性、控制作用下系统

状态转移的控制性能。

2 无控制作用下系统内部特性分析
随机开放量子系统的独特性主要表现在由于测量引起

的反作用效应会通过测量信道反馈给量子系统，测量效率 η

直接影响着系统特性，一般来说，测量效率 η 是由实际实验

状况决定的，满足 0 <η≤1，当 η = 1时，其测量被称为“完美

测量”，但这在实际中是无法实现的。因此，本节在对系统内

部特性进行分析时，通过研究不同的测量效率 η 值对系统状

态 ρ t 的纯度 pt = tr( )ρ2
t 的影响，来揭示随机量子系统本身在

没有外加控制（即 ut = 0）作用的情况下所表现出的特性。

对于 N = 4 的角动量系统，根据公式（5）可知，测量算符

L 即是公式（8）所示的 4 × 4 的对角矩阵 F z ，其中有4个本征

态 ρei   ,    i = 1,2,3,4，分别为：ρe1 = diag{ }[ ]1 0 0 0 ，ρe2 =
diag{ }[ ]0 1 0 0 ， ρe3 = diag{ }[ ]0 0 1 0 和 ρe4 =
diag{ }[ ]0 0 0 1 。在系统状态转移仿真实验中，目标态 ρ f

应满足：ρ f ∈{ }ρei   。此外，在系统仿真实验中，被控系统（式

（5））的实现将采用Runge-Kutta方法，采样步长均设置为：

Δt = dt = 0.01，实验时间长度为：T = 20   a.u.，dWt 是服从均值为

0、方差为 dt = 0.01的正态分布。

选取系统初始状态 ρ01 为叠加态：

ρ01 =
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

0.5 0.5 0 00.5 0.5 0 00 0 0 00 0 0 0
（11）

此时有 p01 = tr( )ρ2
01 = 1成立。对测量效率 η从 η0 = 0.01开始，

以等间距 Δη = 0.01增大至 η f = 1，分别进行系统状态的纯度

pt 随测量效率 η和时间变化的实验，在20 a.u.时间里，纯度 pt

随 η 值和时间的变化的系统仿真实验结果如图1所示，其中

从蓝色到绿黄红色的变化表示纯度 pt 从0.5到1之间的变化

情况。由图 1可以看出：1）当 η ∈{ }η  ,   0 <η < 0.2 时，系统状

态的纯度 pt 的幅度由小到大变化较大，但基本上都处于纯度

小于1的情况，这表明系统从最初的纯态演化到了混合态，如

果延长仿真实验的时间，系统的状态最终还是可以还原到某

一纯态的；2）随着 η 值的增大，纯度 pt 的变化幅度将逐渐减

小，其变化过程所需要的时间也缩短；3）当 η ∈{ }η,0.9 <η≤1
时，纯度 pt 的值基本在 0.9~1之间，变化幅度很小，表明系统

的状态能够很快地演化到纯态，并保持不变。

通过实验及结果可以发现：测量操作能够将量子信息通

过测量通道反馈给被控量子系统，对系统的耗散作用进行了

有效地补偿，这种基于测量的反馈系统特性类似于 non-
Markovian开放量子系统特性。对于所研究的 N = 4 的角动量

系统，当测量效率 η 取值很小（如 η ∈{ }η  ,   0 <η < 0.2 ）时，则
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需要较长的时间来体现对系统状态的补偿特性；当测量效率

η 取值很大（如 η ∈{ }η  ,   0.9 <η≤1 ）时，由测量对系统状态所

表现出的补偿特性变化得非常迅速。为能够充分展现出测

量对系统状态的影响，在后面的控制作用下的系统仿真实验

中，将测量效率取值为 η = 0.5。此外值得一提的是，由于测

量噪声的随机性，图1所示的仅为1次实验的运行结果，当进

行多次仿真实验时，纯度 pt 具体的变化情况可能会与图1有
所不同，不过所体现出的变化规律是一致的。

下面将固定测量效率 η = 0.5 ，初态为式（11）的情况下，

研究密度矩阵 ρ t 在演化过程中各个元素的变化及其到达系

统稳态的情况。位于初态 ρ01 中非零位置的元素 ρ11 、ρ12 、

ρ21 和 ρ22 在5次实验中随时间的变化曲线分别如图2（a）~（d）
所示，其中黑色实线、红色虚线、蓝色点线、绿色点化线和灰

色实线分别代表不同位置元素同一次的运行结果。

从图2可以看出：在系统仿真实验过程中，处在非对角线

位置的元素 ρ12（图 2（b））和 ρ21（图 2（c））的 5次实验结果均

是振荡衰减为0；而处在对角线位置上的元素 ρ11（图2（a））和
ρ22（图2（d））的5次实验结果，出现随机的振荡增加为1或者

振荡衰减为 0。通过观察原本处在初态 ρ01 零位置元素的变

化情况，发现其在仿真过程中均保持不变，因此，系统从初态

ρ01 可能演化到的稳态有2个，分别是：ρs1 = diag{ }[ ]1 0 0 0
和 ρs2 = diag{ }[ ]0 1 0 0 。研究发现，如果改变系统初态，

系统在不同初态下所收敛到的稳态 { }ρsj 是与系统初态相关

的，其中 j 与初态的密度矩阵中对角线非零元素的个数相等，

代表着可能到达的稳态的个数，系统的稳态 { }ρsj 与测量算符

Fz 的本征态 { }ρei   ,    i = 1,2,3,4 满足：{ }ρsj ⊆{ }ρei   ,    i = 1,2,3,4 。

此外，通过进行不同测量效率 η 值下系统从同一初态开始演

化的仿真实验发现：量子态的还原时间是随着测量效率 η 值

的增大而缩短的，这与图2的结论一致。
图1 纯度p

t
随η 值和时间的变化

Fig. 1 Function of purity p
t
changes with η and the time

（d）ρ22随时间的变化

图2 η =0.5时状态ρρt从初态ρρ01的自由演化

Fig. 2 Free evolution curves of ρρt starting from ρρ01 with η =0.5

（a）ρ11随时间的变化 （b）ρ12随时间的变化

（c）ρ21随时间的变化
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3 反馈控制作用下的系统状态转移性能分析
反馈控制作用下的系统状态转移性能分析将分别研究：

1）开关控制作用下，不同的 γ 值对控制性能的影响；2）连续

控制作用下，可调参数 α 和 β 对控制性能的影响，探讨随机

量子系统控制中的参数选择问题；3）对2种控制方案下的系

统状态转移控制性能进行对比和分析。

选取系统状态 ρ t 与目标态 ρ f 之间的距离 ε( )ρ t 作为状

态转移的性能指标

ε( )ρ t = 1 - tr(ρ t ρ f ), 0≤ ε( )ρ t ≤1 （12）
分析公式（12）可知，当且仅当 ρ t = ρ f 时，ε( )ρ f = 0 。因

此，ε( )ρ t 值越接近于0，系统演化终态则越接近目标态，转移

精度越高。实验中设置状态转移目标值为 ε0 = 1 × 10-5 ，在系

统状态调控过程中达到转移目标 ε0 时，则认为实现了状态转

移。进一步的，若在之后的仿真时间段内能一直满足

ε(ρ t) < ε0 ，则认为在此实验时间段内实现了状态保持。

3.1 开关控制作用下参数 γ对控制性能的影响

开关控制作用下参数 γ 对控制性能的影响将重点研究

开关控制律中参数 γ（0 < γ≤1）对状态转移控制性能的影

响，并且，通过分析 γ 取不同值的情况下系统所能达到的不

同的控制性能函数 ε( )ρ t ，来探讨合适的 γ 取值。系统仿真

实验分为2组：1）从叠加态与本征态之间的状态转移；2）本

征态与本征态之间的状态转移，其中，参数 γ 的取值均是从

γ0 = 0.01开始以等间距 Δγ = 0.01增大至 γ f = 1。
系统初态为式（11）所示的叠加态 ρ01 ，目标态选取为本

征态：ρs1 = diag{ }[ ]1 0 0 0 和 ρs2 = diag{ }[ ]0 1 0 0 。在

开关控制作用式（9）下，仿真实验时间长度设置为：

T = 20   a.u. 。系统均从初态 ρ01 分别转移到目标态 ρs1 和 ρs2

时，性能指标函数 ε( )ρ t 随 γ 值和时间的变化实验结果如图3
所示，其中，图 3（a）的目标态为 ρs1 ，图 3（b）的目标态为 ρs2 ；

图中的颜色从蓝色到绿黄红色分别代表着 ε( )ρ t 值从 0变化

到 1的过程，黑色区域表示的是性能指标满足 ε(ρ t) < ε0 的情

况，连续的黑色区域可以认为是状态的保持阶段。从图3（a）
中可以看出：当从 ρ01 转移到 ρs1 时，参数 γ 在几乎所有的可

取值范围内 { }γ  ,   0.01 < γ < 0.95 都能使得系统的状态转移到

期望的目标态，并且仅需要花费5.52 a.u.的时间，同时还能够

长时间的保持目标态。

图3 开关控制作用下从叠加态转移到本征态时ε(ρρt)随γ值和时间的变化

Fig. 3 Function of ε(ρρt) changes with γ and time when a superposition state transfers to eigenstates under switching control

（a）从ρρ01转移到ρρs1随γ值和时间的变化 （b）从ρρ01转移到ρρs2随γ值和时间的变化

从图3（b）可以看出：相比较于从 ρ01 转移到 ρs1 ，从 ρ01 转

移到 ρs2 时，可以使得系统达到目标态的参数 γ 的有效取值

范围小了许多，只有 { }γ  ,   0.01 < γ < 0.5 ，并且到达转移目标所

用的仿真时间用了 15.97 a.u.，只保持到 19.15 a.u.，保持时间

为3.18 a.u.，而图3（a）中黑色区域的保持时间从5.52 a.u.一直

到20 a.u.，保持时间为10.45 a.u.。这说明不同的本征态作为

目标态时，参数 γ的有效取值范围大小差别是很大的。

当控制系统状态在本征态 { }ρei   ,    i = 1,2,3,4 任意 2个之

间进行转移时，本研究一共进行了所有的12种情况的系统仿

真实验。通过研究仿真实验的结果发现：当目标态为 ρs1 ，初

态分别为 { }ρei   ,    i = 2,3,4 时的 3组实验结果所表现出的变化

规律是一致的，而目标态分别为 { }ρei   ,    i = 2,3,4 时的9组实验

结果具有相同变化规律。因此以 ρs1 与 ρs2 之间的状态转移

为例，在实验时间为 40 a.u.情况下，所获得的不同参数 γ 与

系统控制性能 ε( )ρ t 之间关系的实验结果如图4所示，其中，

图4（a）是从 ρs1 转移到 ρs2 ，图4（b）是从 ρs2 转移到 ρs1 。

从图 4（a）可以看出：当从 ρs1 转移到 ρs2 时，能够使状态

转移到目标态的参数 γ 的有效取值范围并不是连续的：在

{ }γ  ,   0.4 < γ < 0.5 取值时，达到转移目标所用的仿真时间约为

22.14 a.u.，在 { }γ  ,   0.01 < γ < 0.4 取值范围内，在 25.12 a.u.时
首次达到转移目标，之后性能指标函数 ε( )ρ t 出现振荡增加，

在 29.52 a.u.时系统再次达到状态转移目标，此后对于

{ }γ  ,   0.01 < γ < 0.58 ，系统状态能够一直保持在目标态；从图4
（b）可以看出：当从 ρs2 转移到 ρs1 时，能够使状态转移到目标

态 的 参 数 γ 的 有 效 取 值 范 围 近 似 为 矩 形 ，大 致 为

{ }γ  ,   0.02 < γ < 0.95 ，并且在 γ 的有效取值内，达到状态转移
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目标所用转移时间近似相等，大致为7.75 a.u.，之后实现了状

态保持。这表明，相比于目标态为 ρs2 的情况，目标态为 ρs1

时，γ 的有效取值范围要大很多，同时达到状态转移目标所

用的时间明显缩短，且实现状态转移后，系统能够比较稳定

地保持在目标态。

图5 连续控制作用下ε(ρρt)随β值和时间的变化

Fig. 5 Function of ε(ρρt) changes with β and time under continuous control

图4 开关控制作用下从本征态转移到本征态时ε(ρρt)随γ值和时间的变化

Fig. 4 Function of ε (ρρt) changes with γ and time when states transfer are between eigenstates under switching control

（a）从ρρs1转移到ρρs2随γ值和时间的变化 （b）从ρρs2转移到ρρs1随γ值和时间的变化

（a）从ρρ01转移到ρρs1随γ值和时间的变化 （b）从ρρs2转移到ρρs1随γ值和时间的变化

通过叠加态到本征态以及本征态之间的状态转移实验

可知，较好的参数 γ 值是：在状态从初始态调控到目标态的

过程所花费的时间较短，并且达到目标态后，系统状态能够

稳定地保持在目标态的时间较长。综合图3和图4的实验结

果，分析可得较好的参数 γ 值为 γ = 0.5。当设置不同的系统

初态和目标态时，参数 γ 的取值是不一样的，本研究给出的

选取方法，通过大致遍历 γ 取值，对控制性能进行分析，是一

种比较严谨的方法。

3.2 连续控制下，参数α 和β 对控制性能的影响

在连续控制律式（10）中，可调参数 α和 β 需要满足约束

条件 ( )β2 8αη < 1，不同的可调参数 α 和 β 对控制性能的影

响是不同的。本研究参数调整的策略是：固定其中一个参

数，通过求解不等式 ( )β2 8αη < 1，得到另一个参数的取值范

围，确定此参数取值的上下边界值，并从下边界值等间距变

化到上边界值，则可以生成大量的不同参数组合对 ( )α,β ，在

此基础上，分析系统状态转移的控制性能，并选取合适的控

制参数对 ( )α*,β* 。系统状态转移仿真实验分为2组：从叠加

态 ρ01 转移到本征态 ρs1 以及从本征态 ρs2 转移到本征态 ρs1 。

固定参数 α = 1，计算满足约束条件的参数 β 取值范围

为 -2 < β < 2 。在约束条件中，参数 β 仅以平方的形式出现，

故可以推断：当 β ∈{ }-2 < β < 2 ，分析不同控制参数对 ( )α,β
下的系统性能指标函数 ε( )ρ t 的变化情况时，ε( )ρ t 将会以

β = 0 为分界线对称变化，因此，可以以 β ∈{ }0≤ β < 2 为取值

范围来进行研究，在系统仿真实验中，参数 β 从 β0 = 0 开始

以等间距 Δβ = 0.01 增大至 β f = 1.99 ，仿真时间设置为

T = 20   a.u.。图5所示的是连续控制作用下，系统状态转移过

程中 ε( )ρ t 随参数 β 和时间的变化，其中，图 5（a）是从 ρ01 转

移到 ρs1 ，图5（b）是从 ρs2 转移到 ρs1 。
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从图 5（a）可以看出，对于初态为叠加态 ρ01 时，当

β ∈{ }0≤ β≤1.99 时，ε( )ρ t 的变化情况大致相同，在仿真时间

约为 5.52 a.u.时均到达转移目标，并且能够稳定保持在目标

态 ρs1 ，这表明：在从 ρ01 转移到 ρs1 的仿真实验中，参数 β 的

有效取值范围为 { }β,0 ≤ β≤1.99 。从图5（b）可以看出，对于

初态为本征态 ρs2 时，在 β ∈{ }0≤ β < 0.3 时，在初始时间段

[0,10]内 ε( )ρ t 振荡变化比较剧烈，之后不连续的黑色区域表

明系统状态在达到转移目标 ε0 后，不能稳定的保持的目标

态 ，而 是 出 现 了 ε( )ρ t 振 荡 增 加 的 情 况 ；而 当

β ∈{ }0.35≤ β≤1.99 时，相比于其他 β 取值，系统状态在仿真

时间约为7.73 a.u.时均达到转移目标 ε0 ，并在仿真时间内一

直保持在目标态。因此，初态为本征态 ρs2 时，参数 β 的有效

取值范围为 { }β,0.35≤ β≤1.99 ，明显小于初态为叠加态 ρ01

的情况。

对比图5（a）和图5（b）可以发现，在相同的参数调整策略

下，对于不同的系统初态，控制参数 α 和 β 对控制性能的影

响是不同的。当改变系统的初态和目标态后，控制参数 α和

β 需要重新调整。与3.1节中参数 γ的选取准则类似，对于从

叠加态 ρ01 和本征态 ρs2 转移到本征态 ρs1 的这2组实验，本研

究希望状态调控过程中，在达到转移精度后能够稳定在目标

态，以此确定较好的参数 α和 β 为：α = 1，β = 1。
3.3 两种控制作用下的控制性能对比分析

在确定的控制参数下（分别为：η = 0.5 ，γ = 0.5 ，α = 1，

β = 1）对比分析两种不同控制方案的系统状态转移控制性

能。在开关控制和连续控制作用下，进行了 2组系统仿真实

验：1）分别以叠加态 ρ01 和本征态 ρs2 为初态，转移到本征态

ρs1 ；2）以任意纯态为初态，转移到本征态 ρs1 。实验仿真时

间均设置为 T = 40   a.u. 。由于测量噪声的随机性对实验结

果会有一定的影响，本研究运行 M 次系统仿真实验，通过对

性能指标函数 εi( )ρ t  ,   i = 1,⋯,M 进行平均值处理，得：

ε̄( )ρ t = 1
M∑i = 1

M εi( )ρ t ，通过分析2种控制作用下平均性能指标

函数 ε̄( )ρ t 的变化情况，来对比研究不同控制作用下的状态

转移控制性能。

图6所示的是以叠加态 ρ01 和本征态 ρs2 为初态时，分别

在开关控制作用和连续控制作用下运行 M = 200 次，平均性

能指标函数 ε̄( )ρ t 随时间的变化曲线，其中，黑色实线代表开

关控制作用，红色虚线代表连续控制作用，黑色和红色实心

圆点标注的均为 ε̄( )ρ t < ε0 的情况。图 6（a）是从 ρ01 转移到

ρs1 ，图 6（b）是从 ρs2 转移到 ρs1 。从图 6可以看出，以叠加态

ρ01 和本征态 ρs2 为初态时，在两种控制作用下均能够实现状

态转移控制目标，其中，初态为叠加态 ρ01 时，开关控制作用

下，达到转移目标 ε0 所用仿真时间为31.88 a.u.时，连续控制

作用下，所用仿真时间为 25.43 a.u.；初态为本征态 ρs2 时，开

关控制作用下，达到转移目标 ε0 所用仿真时间为35.49 a.u.，
连续控制作用下，所用仿真时间为 34.74 a.u.。2种控制作用

下，在达到目标态后，均能一直保持到实验结束时间 40 a.u.。
结果表明：以叠加态 ρ01 和本征态 ρs2 为初态时，连续控制作

用下所用的状态转移时间均小于开关控制下的情况；同时在

2种控制作用下，初态为叠加态 ρ01 时，状态调控所用时间均

小于初态为本征态 ρs2 的情况。

图6 以叠加态ρρ01和本征态ρρs2为初态时 ε̄( )ρ t 随时间的变化

Fig. 6 ε̄( )ρ t changes with the initial state being superposition state ρρ01 and the eigenstate ρρs2

（a）从ρρ01转移到ρρs1时的 ε̄( )ρ t 随时间的变化 （b）从ρρs2转移到ρρs1时的 ε̄( )ρ t 随时间的变化

以本征态 ρs1 为目标态，任意选取 20个纯态作为初始状

态，分别在开关控制作用和连续控制作用下运行 M = 50 次，

平均性能指标函数 ε̄( )ρ t 的变化情况如图 7所示，其中，图 7
（a）是在开关控制作用下的仿真结果，图 7（b）是连续控制作

用下的实验结果。从图 7（a）可知，开关控制作用下，在随机

选取的20个纯态到目标态的转移过程中，平均性能指标函数

ε̄( )ρ t 最快达到转移目标 ε0 所用的时间为 20.88 a.u.，在仿真

时间结束时有未能实现状态转移的情况，但是通过延长仿真

时间则能够达到转移目标。从图 7（b）可知，连续控制作用

下，在仿真时间为16.57~32.17 a.u内，系统从任意初始纯态均
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转移到了目标态，ε̄( )ρ t 最快达到转移目标 ε0 所用的时间为

16.57 a.u.，比开关控制作用下的情况缩短 20.64%。结合图 6
和图7的仿真实验结果可知：不论是开关控制还是连续控制，

系统能够从任意纯态转移到期望的本征态；相比于开关控制

作用，连续控制作用下的平均性能指标函数 ε̄( )ρ t 的衰减速

度更快，达到转移目标 ε0 所用的时间更少。

图7 20个任意纯态为初态时 ε̄( )ρ t 随时间的变化

Fig. 7 ε̄( )ρ t changes from 20 randomly initial pure states under different controls

（a）开关控制作用时的 ε̄( )ρ t 随时间的变化 （b）连续控制作用时的 ε̄( )ρ t 随时间的变化

4 结论
在目前有关随机量子系统李雅普诺夫收敛性控制理论

研究的基础上，以 N = 4 的角动量系统为研究对象，分别对无

控制作用下的随机量子系统的内部特性，以及控制作用下系

统的状态转移控制性能进行了系统仿真研究。结果表明：在

测量所带来的随机回馈项的作用下，在无控制作用的自由演

化情况下，系统的状态最终能够随机地收敛到测量算符的某

个本征态，其可能达到的本征态的个数与初态密度矩阵中对

角线非零元素的个数相等；不论是开关控制还是连续控制，

系统能够从任意的初始纯态转移到期望的本征态，相比于开

关控制，连续控制作用下的性能指标函数收敛速度加快，缩

短达到转移目标所用时间。
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