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摘要摘要 散体单元法DEM的核心内容是运用所谓的中心差分法，实际上使用了迭代计算，在计算中确定合理的计算时步及其法向

刚度是研究问题非常重要的方面，时步的选取与被研究颗粒的刚度、质量、阻尼，以及它们之间的匹配关系密切相关。目前，确定

刚度的一般做法是实测，但实测只能对特定条件进行，且需要研究人员具有较丰富的经验，才能保证计算结果接近实际。本文通

过质量—弹簧系统，对DEM计算过程进行理论与数值模拟讨论，给出确定计算时步和法向刚度的选取方法，对同类计算具有一

定的参考意义。
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Stiffness Simulation Method of Determining Step Size Using
Discrete Element Method

AbstractAbstract The discrete element method (DEM), with its core of using the so- called central difference method, involves actually
iterative calculations. During the DEM calculations, the determinations of a reasonable computation time step and the normal stiffness
are very important. The determination of the time step is closely related to the stiffness, the mass and the damping of the granule in
question, and to their matching relationship. To decide the stiffness is so far through actual measurements. However, it can be done
only in some special conditions and it needs a wealth of experience for the simulation results to be close to the practical results. This
paper, based on the theoretical consideration and numerical simulations of a mass-spring system, proposes optional ways to determine
the calculation time step and the normal stiffness.
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1 DEM计算时步
图 1是一个质量为 M 的物体以初速度 ẋ0 向一个法向刚

度系数为 K 只承压的弹簧撞击，DEM计算中的核心内容是运

用所谓的中心差分法[1～3]，实际上使用了迭代计算，在计算中

确定合理的计算时步[4～7]和确定其法向刚度是研究问题非常

重要的方面，时步的选取与被研究颗粒的刚度、质量、阻尼及

它们之间的匹配关系有密切相关，对 K 的确定一般由实测确

定[1,2]，对于计算时步 Δt 的选取是由 Δt≤ T/N 确定，其中 T 为

系统中最小谐振周期，N 为一常量，一般取 N = 10 ，考虑到实

验的方法只适用特定的条件，而取法也只能是估计，需要研

究人员具有较丰富的经验，计算结果才能接近实际。因此，

本文通过理论与数值模拟讨论了上述计算过程，给出确定计

算时步和法向刚度的选取方法。对于图 1所示模型，根据

DEM计算过程，可以导出递推公式[1]

ẋn = A(ẋ0 + ẋ1 + ẋ2 +⋯+ ẋn - 1) + ẋn - 1 （1）
经推导，得
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式中，ẋn 为第n次迭代后的速度，
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将式（3）代入式（2），得
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式（4）有解的条件为

{4Ar - Ar
2 ≥ 0

Ar > 0 （5）
将式（3）代入式（5），得

0 <Δt < 2 M
K

（6）
即为DEM计算中 Δt 取值的必要条件，是中心差分法对时间

间隔的选取原则[1,2]。

2 模拟刚度法

一般情况下，式（6）中的弹簧刚度难以确定，即便给出 K

也是对特定材料而言，因而计算时步 Δt 也难以确定。为此，

本文给出确定时步 Δt 的方法——模拟刚度法。对于图 1的
模型，其位移的理论解为

x(t) = x0 cosωt + ẋ0
ω
sinωt （7）

假设被研究模型的初始时间 t0 = 0，初始位移 x0 = 0，初始

速度 ẋ( )0 = ẋ0，则式（7）可变为

x( )t = ẋ0
ω
sinωt （8）

式（7）和式（8）中，ω为谐振角频率，

ω2 = K
M （9）

谐振周期则为

T = 2π 1
ω （10）

注意，这里的 K 是在模拟计算中所取被研究单元的刚度。将

式（8）~式（10）代入式（1）得
A(ẋ0 + ẋ1 + ẋ2 +⋯+ ẋn - 1) + ẋn - 1 =
-ω2Δt(ẋ0 + ẋ1 + ẋ2 +⋯+ ẋn - 1)Δt =
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由式（11）和式（1）可导出
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对式（12）两端分别求和，得
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式中，k = 1,2,⋯,n 为某一迭代时步的迭代次数。通过式

（13），即可在被研究系统刚度未知的情况下确定差分计算的

时间步长，这里的 K 是在模拟计算中被研究单元的刚度，故

称之为模拟刚度法。

具体过程是，首先假设系统中最小谐振周期T的单元质

量和刚度分别为 M 和 K ，且令

Δt =T N （14）
式中，N 为有界正实数。被研究单元第 n 时步的速度和初始

速度的差由式（13）和式(14)得到

ẋn - ẋ0 = -2πẋ0 ⋅ 1
N∑k = 1

n sin 2π k
N （15）

这里，ẋn 为第 n个时步的模拟速度。在 K 很难确定的情况

下，假定 M 不变，设系统被研究单元的实际刚度为 K′ ,而由

M 和 K′确定的实际谐振周期为 T′，如果令

K′=λ2K （16）
则有

T′= 1
λ
T （17）

代入式（13），并令

Δt =Δt′=T N （18）
则有

ẋ'
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-2πẋ0λ
Δt′
T ∑k = 1

n sin 2π ⋅ kΔt′λ
T′

（19）

图1 计算模型

Fig. 1 Calculation model
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将式（18）代入式（19），得
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1
N∑k = 1

n sin 2π ⋅ kλ
N （20）

式（19）和式（20）中，ẋ '
n 为实际速度。将式（20）减式（15），并
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ẋ '
n

= 1 - 1
λ

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷∑
k = 1

n sin 2π k
N

∑
k = 1

n sin 2π kλ
N

=E （21）

即
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式（22）和式（23）中，E 为实际速度和模拟速度的相对误差。

3 分析
由式（22）可以看出，E 为被研究单元实际速度与模拟速

度的相对误差。当 E 值很小时，实际速度 ẋ '
n 即可用模拟速度

ẋn 表示。由式（23）可知，E 可以表示为

E =(N,λ) （24）
即 E 为 N 和 λ的函数。其中，λ由式（16）可知由系统的模拟

刚度和实际刚度所决定，模拟刚度可以根据所研究散体系统

的理想状态取其模拟刚度 K =K* ，考虑到散体系统物料之间

的阻力性、液桥和松散性等因素[4]，必然导致其系统实际刚度

K′下降。故可设

0 < K′
K* =λ2 < 1 （25）
E≤E0 （26）

此时，由式（10）可知，

T = T * （27）
式（26）中，E0 为给定的小于1的任意小的数，为给定误差，如

此，满足式（25）和式（26）的条件通过式（23）或式（24）即可确

定以 λ为参数的一组不同的 (N1,N2,⋯) ，最后 Δt 根据式（14）
和式（27）可得

Δt =T * N∗ （28）
式中，N∗ 为由 (N1,N2,⋯) 根据实际情况确定的值，例如用平

均法、加权平均或其他方法等。系统的实际刚度为

K′=λ*2K* （29）
注意，式中 λ* 是对应于 N* 的 λ值。至此，就可以用式（28）和
式（29）在被研究系统刚度很难确定的情况下，无须实验确定

DEM计算时步和系统的实际刚度。

4 结论

模拟刚度法给出了一种DEM在被研究系统刚度很难确

定的情况下，无须实验计算其计算时步和系统实际刚度的方

法，该方法用于DEM研究[8～12]中取得了满意的结果，对同类的

DEM问题具有一定的参考意义
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