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有限元法油水两相油藏数值模拟研究有限元法油水两相油藏数值模拟研究

摘要摘要 研究了利用迦利金有限元方法模拟油藏中油水两相渗流问题，提供一种油藏数值模拟方法。研究方法从数学模型出发，严格

推导了油藏油水两相渗流方程的有限元弱形式，在井边界处理及上游权选择等非线性处理方面给出了可行的策略。采用商业性有限

元代码生成平台FEPG，生成六面体八结点有限元软件代码，模拟三维两相油藏的油水渗流规律。为验证有限元方法及软件的正确

性，与基于有限差分的商业软件进行对比，结果表明有限元方法模拟计算结果有效可靠，同时网格弥散现象有所控制。
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AbstractAbstract This paper simulates the oil⁃water two⁃phase flow of oil and water based on the Galerkin finite element method, as an advanced
reservoir simulation method. The finite element mathematical model in the weak form is derived for the oil⁃water two⁃phase flow, Then, a
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0 引言

有限元方法基于严格的数学理论分析，适用于解决诸如热传

导、流体力学、电磁场等领域的动力学问题及复杂非线性边界条

件等问题，但是目前还未出现基于有限元方法的油藏数值模拟商

业软件，现在的商业软件主要基于有限差分方法和有限体积方

法，这两种方法各自存在不足。有限差分方法对于不规则区域处

理比较繁琐，且对区域的形状有较大的要求；有限体积方法可以

应用于非结构网格，能处理复杂区域，但是精度较低，对边界的处

理则不方便。与前两种方法相比，有限元方法则能方便地处理复

杂区域和各种边界条件，并且能提供相当高的求解精度。在实际

生产过程中，随着各种复杂油气藏的发现和投产，复杂结构的油

气井在油田开发中应用越来越多，为了提高采收率对油田开发过

程模拟精度的要求越来越高，同时在近年来计算机硬件飞速发展

等因素影响下，利用有限元方法处理油气开发过程逐渐引起了油
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藏工程师们的重视。国外文献已经报道了利用有限元与有限体

积结合的方法来研究油藏模拟问题[1，2]；应用有限元方法求解油藏

压力，同时采用流线法[3]，或显式格式[4]，或不可压缩流体[5]求解饱

和度，由此提出了完整的有限元油藏模拟解决办法[6]，但是这些方

法都没有给出具体的数值计算方法。国内研究工作中，刘振宇等
[7]阐述了有限元方法在油藏数值模拟研究的解决思路。王树平、

董平川等[8，9]将有限元方法引入采油工艺优化及油藏固流耦合分

析。沈国华、张烈辉等[10~12]将有限元应用于研究裂缝性油气藏

的裂缝预测及试井问题。梁国平 [13]采用元件化思想和有限

元语言，开发了有限元程序自动生成系统（FEPG），其系统

能够解决很多国外已有商用软件无法解决的有限元问题，

为有限元法油藏数值模拟求解提供了工具，其系统可以极

大缩短编程工作的开发时间。

本文针对油藏油水两相渗流问题，推导了适合有限元编程的

数学方程弱形式，并给出了上游权实现方法及井边界处理方法。

利用FEPG有限元生成系统，将弱解形式的微分方程直接生成迦

利金有限元方法模拟器。并且与有限差分的商业模拟器计算结

果做了对比，两种方法的计算结果一致，同时网格弥散现象得到

控制，验证结果说明在油藏模拟领域中，有限元迦利金方法是很

有应用价值的方法。

1 数学模型的推导

首先，假定油藏内不存在汇源项，油水井产量项由边界荷

载项给出。油藏两相渗流包括两个渗流方程及两个辅助方程。

平衡方程：
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辅助方程：

So+Sw=1 （3）
Pc=Po-Pw=Pc（Sw） （4）

式中，ρo、ρw分别为油相和水相密度，g/cm3；μo、μw分别为油相和水相

黏度，mPa·s；k为绝对渗透率，mD；kro、krw分别为油相、水相渗透率；

Po、Pw和Pc分别为油、水相压力及油水系统毛管压力，MPa；So、Sw分

别为油水相饱和度；ϕ为油藏孔隙度。

根据辅助方程式（3）和式（4），消去平衡方程式（1）和式（2）中
So、Pw两个变量，可得

( )ρoKo( )Po - ρog Z = ∂∂t ( )ϕρo( )1 - Sw

ΔΔΔ

（5）
( )ρwKw( )( )Po -Pc - ρwg Z = ∂∂t ( )ϕρwSw

ΔΔΔ

（6）
式中，Ko、Kw分别为油相和水相流度，mD/（mPa·s）。对于式（3）左
端项展开

( )ρoKo( )Po - ρog Z = ρo ( )Ko( )Po - ρog Z +
Ko( )Po - ρog Z ⋅ ρo

ΔΔΔ Δ Δ Δ
Δ Δ Δ

考虑微可压缩性，

Δ

ρo非常小，故可忽略第二项。

式（5）右端展开为

（ϕρo（1-Sw））=ρo（1-Sw）+ϕ（1-Sw）-ϕρo
式中，ϕ=ϕ0（1+Cr（Po-P0）），Cr为岩石初始压缩系数，MPa-1；ϕ0为初

始孔隙度；P0为初始压力，MPa。
由式（5）和式（6）可以推得
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可以求解两个方程，两个未知数Po、Sw。

2 微分方程有限元弱形式

2.1 油相压力求解

式（7）两边同乘压力变分，并在封闭空间内体积积分
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式（9）左端采用分部积分后，再利用高斯公式处理可得
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式中，

∂Po∂n 为油相压力Po在边界上的法向梯度；∂Z∂n 为深度Z在

边界上的法向梯度；Γ为封闭空间边界面；V为封闭空间。

整理得
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（11）
2.2 水相饱和度求解

式（8）两边同乘饱和度变分，并在封闭空间内体积积分

研究论文（Papers）

27



科技导报 2013，31（36）
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式（13）左端采用分部积分后，再利用高斯公式处理，得
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式中，

∂( )Po -Pc
∂n 为水相压力Po-Pc在边界上的法向梯度；∂Z∂n 为

深度Z在边界上的法向梯度。

整理得
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3 有限元求解方法

为保证数学算法的收敛性和精度，采用解耦的全隐式求解算

法，将渗流方程中的压力和饱和度分开来求解，每次只解一个未

知变量，总体迭代到收敛。有限元法关键是构建满足这种特点的

线性方程组，将待求单元节点函数值，以形函数为权进行叠加来

构造在单元上的分布函数。

对于压力求解，有限元分析中定义 ∫ V Ko

Δ

Po·

Δ

δPodV为刚

度项，用以形成刚度矩阵S；∫ V
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∂Po∂t δPodV
为质量项，用以形成质量矩阵 M，M 为一对角矩阵；

∫ V ϕ
∂Sw∂t δPodV +∫ V Ko ρog Z ⋅ δPodVΔ Δ

为载荷，用以形成载荷向量

F；而 ∫ ΓKo
æ
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∂Po∂n - ρog
∂Z∂n δPodΓ为边界条件，该项在内部单元结

点方程中为零，在边界结点上，累加于载荷向量上，其具体计算方

法参考后面提及的井处理方法。其中，仅刚度项与质量项包含待

求函数。而其他所涉及的Po及Sw使用前一步非线性迭代求解结

果。采用常用的六面体八结点单元来构建方程，采用结点积分方

案。经过单元分析，总刚合成，边界量的加载，最后形成各种需要

参与运算的矩阵及向量，具体构建步骤参照文献[13]。

类似地，求解饱和度时，定义-∫ V Kw
dPcdSw

Sw ⋅ δSwdVΔ Δ

为刚度项，∫ V ϕ
∂Sw∂t δSwdV 为质量项，-∫ V Kw Po ⋅ δSwdV +Δ Δ

∫ V Kw ρwg Z ⋅ δSwdVΔ Δ

为载荷，而 -∫ V Kw
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δSwdΓ为边界条件。

油相压力与水相饱和度均采用隐式格式抛物型方程求解，其

表达式如下：

M ∂U∂t = LU +F
此处L为二阶算子，U为待求向量。

对时间导数项采用向后差分格式进行离散，按照前面的积分

方程写离散方程

MU t +Δt -U t

Δt + SU t +Δt =F t +Δt （16）
整理得

（M+SΔt）Ut+Δt=Ft+Δt+MUt （17）
待求向量的线性方程组的系数矩阵为（M+SΔt）；右端向量为

Ft+Δt+MUt。

4 油气井的处理方法

为便于边界条件项的计算，根据边界类型井的处理方法有两

种：

（1）定压边界的处理办法井作为内边界，虚拟尺寸造型取水

平面为正方形的六面体，如图1所示。采用虚拟井处理，其几何尺

寸和形状往往要适当放大。以等泄流能力的圆柱体代替六面体，

以井底流压或流量为边界条件加入相关节点方程求解，等效边界

半径：re = 2Dπ ，D为正方形虚拟井边长。

边界条件项中，Ko
æ
è
ç

ö
ø
÷

∂Po∂n - ρog
∂Z∂n 及Kw

æ

è
çç

ö

ø
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∂( )Po -Pc
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∂Z∂n
分别为边界面积上的油相流量密度qos及水相流量密度qws。由于

边界上油相压力与水相压力可以取同一值，所以，可以设边界节

点上流量密度公式为（流量以流入为正，流出为负）：

图1 定压边界处理示意图

Fig. 1 Schematic diagram of the constant
pressure boundary processing
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（18）

qws = -Kw
Po -Pwf

re ⋅ ln rerw
（19）

将式（18）和式（19）可按非线性结果显式计算，结果代入边界

条件进行求积，则可定压求解。

（2）定流量边界处理办法不需要在网格模型中精确定位井，

只需把井流量平均弥散到井穿过的网格上，如图2所示，即先计算

井的平均体积流量密度qov、qwv：qov=Qo/V；qwv=Qw/V。其中，Qo、Qw、V

分别为井块油相及水相流量、网格块体积。

将弱解方程组中两个面积分边界项分别以两个体积积分代

替，进行求解，即

∫ ΓKo
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∂Z∂n δPodΓ = ∫ V qov δPodV （20）

∫ ΓKo
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∂Z∂n δSwdΓ = ∫ V qwv δSwdV （21）

5 上游权处理

计算非线性渗流问题时，如果不进行上游权处理，计算结果

会出现震荡及一些不合实际的结果。处理方法如下：

（1）单元计算时，首先对该单元所有节点循环，找出势Φo和

Φw最大的节点Io和Iw，其中Φo=Po+ρogZ；Φw=Pw+ρwgZ
（2）用势Φo最大的节点Io的压力和饱和度计算对应的ρo，μo，

kro，整个单元所有积分点采用相同的上述值。用势Φw最大的节点

Iw的压力和饱和度计算对应的ρw，μw，krw，整个单元所有积分点采用

相同的上述值。

（3）除ρo，μo，kro，ρw，μw，krw外其余变量均在各自积分点上计算。

6 数值模拟验证

根据以上所述方法，利用FEPG代码生成平台生成有限元代

码模拟油水两相渗流，求解节点上的压力和饱和度。为验证有限

元方法的可靠性，设计典型油藏模型与商业软件Eclipse计算结

果进行对比。典型油藏参数为地层初始压力27.68MPa，原油的

黏度70mPa·s；地层油体积系数1.112；水的黏度0.5mPa·s；地层

水体积系数1.013；基岩压缩系数1.451×10-4MPa-1 。油藏网格为

29×29×1，网格大小40×40×10m。渗透率为2000mD；孔隙度Ø=
0.25。模拟一注八采反九点井网的油水两相黑油模型，油井定井

底流压生产，井底流压为25.6MPa；注入井定流量注入，注入速度

为352m3/d。相对渗透率及毛管力数据按表1进行线性插值。

有限元与Eclipse黑油模型计算的压力及饱和度分布见图3
和图4，上侧为Eclipse计算结果，下侧为有限元计算程序计算结

果。尽管压力分布及饱和度分布结果相近，有限元方法中驱替边

缘更清晰。在饱和度分布计算对比中，由于受上游权策略的影

响，两个模拟器中驱替前缘的形状明显的不同，在油井附近其值

相差不大。

图2 定流量边界处理示意图

Fig. 2 Schematic diagram of the constant
flow boundary processing

表1 油藏相渗及毛管压力曲线参数

Table 1 Reservoir relative permeability and capillary
pressure curve parameters

图3 压力分布对比图（T=1000d）
Fig. 3 Comparison of pressure distributions（T=1000d）
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图4 油相饱和度分布对比图（T=1000d）
Fig. 4 Comparison of oil satuation distributions (T=1000d)

两种模拟器的含水率的计算结果非常接近，计算结果对比见

图5，有限元方法计算见水时间稍晚，所以有限元方法中网格弥散

效应有所减轻，而差分方法由于受网格弥散效应影响，计算见水

时间提前，网格越粗，网格弥散现象越明显。

7 结论

（1）从数学模型出发，严格推导了油水两相渗流方程的有限

元弱形式，易于应用商业性有限元代码生成平台FEPG，生成有限

元软件代码，是一种新型油藏模拟方法的探索。

（2）在井边界处理及上游权选择等非线性方面给出了可行的

策略，上游权选择策略不同于普遍使用的皮斯曼方程，其内边界

条件是一种模拟实际的严格方法，只在井径大小上采取了放大处

理，有利于计算收敛。

（3）根据与商业模拟器的对比结果，验证了本文有限元方法

计算的正确性，且网格弥散现象有所控制。
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图5 油藏含水变化对比

Fig. 5 Comparison of reservoir water change

研究论文（Papers）

30


