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& 引言
在构造具有周期边界条件的 ! 次样条函数 "#$或者用紧致

差分格式计算函数的一阶或二阶导数等 "%&’$问题中!经常遇到
拟五对角线性方程组的求解" 近年来!已有不少学者关注拟
五对角线性方程组的求解!王晶昕等 "!$给出的五参数法算术

运算量为 !#’("$!文献")$的四参数法运算量仍是 !#’("$!它
们的内存占用量为 !##%"$%
文中给出了一种求解 " 阶拟五对角线性方程组的两参

数法!该算法先求解 * 个 "&% 阶的五对角线性方程组!然后

确定视为参数的最后两个解分量 #"&#和 #"! 最后组合求出全
部解" 该算法主要运用五对角线性方程组的追赶法!因此!对
于对角占优的五对角线性方程组具有良好的数值稳定性"

$ 算法分析
拟五对角线性方程组的矩阵形式为

!"+# &#$
其中!解向量 "+&##!#%!’!#"$,!$"(右端向量 $+&%#!%%!)!%"$!
$"(系数矩阵 %!$"!"!

针对拟五对角线性方程组的特点!选择最后两个未知量 !"($和 !" 作为参数"两参数法$!将它们代入其他 "(! 个方程中!从
而将原方程组的求解问题转化为求解 ) 个五对角线性方程组!然后再求出参数 !"($和 !"!最终求出全部解向量% 由于算法的主要
运算是运用追赶法求解五对角线性方程组!具有较好的数值稳定性% 数据实验表明!与四参数算法相比!两参数法不仅速度快!对

同阶的线性方程组求解时间比约为 $*+’!内存开销也比四参数法少% 该算法需要的乘除次数为 #"!)"$!加减次数为 #"$,"$!内
存占用量约为 #"$&"$% 算术运算次数和内存占用量均与 " 呈线性关系%
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K7G7=4H4GJ- ,I4 =47JOG4 <M =O1H2K12;7H2<5 <G L2N2J2<5 25 HI2J 718<G2HI= 2J KU%*"V 75L KU#)"V M<G 7LL2H2<5 75L JORHG7;H2<5A G4JK4;H2N41P- ,I4
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称为拟五对角矩阵!
在式"&#中将 %$!&$%$ 看作参数$并代入前 $!$ 个方程$整

理后得
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"$#

记式 "$#的五对角系数矩阵为 "!)*+,""’$#’$!’$"’$!’#)

( "$!##""$!##$#*!"%&$%#$%$%$!##-$ $+!"&&$ &#$%$ &$!##-$则式"##可写
成下列向量形式&

"#*! $+!%$!&""&%&.!$!%%$!%."$!#%$!##!%$"#&%&."#%#.!$!#%$!## "%#
设 &!")&$)#$% $)$!##-$’!"*&$*#$% $*$!##-$(!"+&$+#$% $+$!##-

分别满足

"&!"&%&.!$!%%$!%."$!#%$!# "’!#&%&."#%#.!$!#%$!#$"(!$+ "’#
则

%’!+’!)’%$!&!*’%$ "’!&$#$%$$!## "/#
至此$式"&#解向量 # 的求解可分 % 步&先计算出 &$’$($

再求出 %$!&$%$$最后代入式"/#依次求出 %&$%#$%$%$!#!
为求出 %$!&$%$$将式"/#代入式"&#中最后两个方程$整理

得
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, - "0#

其中
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! 算法过程
根据上述算法分析$可得到如下求解拟五对角线性方程

组的两参数算法! 算法步骤如下!

步骤 $ 用追赶法123思想分解五对角矩阵 "!)*! 其中
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这里$
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步骤 ! 分别求解出 &$’$(!

+&!&&5-&$+$!"&$!.$+&#5-$
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步骤 ( 计算参数 %$!&和 %$!

%$!&! ,&#$$!,$#&$

#&&#$$!#&$#$&
%$! ,$#&&!,&#$&

#&&#$$!#&$#$&
"&&#

步骤 ) 计算其他解!
%’!+’!)’%$!&!*’%$ "’!&$$$%$$!$# "&$#

算法复杂性分析 &式 "2#乘除法约 2 "0$#$加减法约
3"’$#’式"6#乘除法约 3"/$#$加减法约 3"’$#’式"8#乘除法
约 3"/$#$加减法约 3"%$#’式"&(#乘除法约 3"/$#$加减法
约 3"%$#’式"&$#乘除法约 3"$$#$加减法约 3"$$#$因此$该
算法总计乘除法约 3"$%$#$加减法约 3"&0$#$即总运算量约
为 3"%8$#!
内存开销分析&原方程组需 0$$追赶法矩阵分解需 ’$$方

程组的解向量及中间解向量需 %$$共计约 &%$ 个实数单元的
内存容量!如果方程组是 -9:;<*=> 的$仅需 6$ 个单元!在实际
编程时$若将算法第 " 步和第 $ 步合并$可以不保存 -’$.’"’!
"$$$%$$#$而且可以将 ( 和 $合二为一$这样内存占用量约
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为 !"!!#$%&’()* 方程约为 +!"
文献 ,+-和文献 ,.-给出的算法运算量相同 !都需乘法约

"#/0!$!加减法约 "#/"!$!内存占用量约 "#!/!$!无论是算
术运算量和内存占用量都比本文算法略差%

( 数值实验
利用紧致差分格式对一阶导数进行差分离散!一般可以

写成如下形式 ,123-&

!# !$"/4"# !$"!4# !$4"# !$4!4!# !$4/5% &$41"&$"1.’ 4( &$4/"&$"/3’ 4) &$4!"&$"!/’

当系数取为&!5 !
/"

!"5 !
/
!*5 !6

!/
!+5 !"!

!+"
!,5 !

!""
时! 精度

可达到 !"阶%
例 设函数 &#-$57(8-!等距剖分区间,"!/!-&’5/!9!!-$5

$’#$5"!!!/!’!!$"对应函数值为 &$5&(-$$!$5"!!!/!)!!"利用
紧致差分格式计算导函数值 & !$5& !(-$$!$5"!!!/!*!!+
显然具有周期性边界条件 &&$5&!.$($5"/!"!!"!!!/!1$,

& !$5& !!.$($5"!!"!!!/$!从而差分方程可写成&
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其中!/$5, &$41"&$"1.’ 4+ &$4/"&$"/3’ 4) &$4!"&$"!/’
($5!!/!*!!$%

分别运用本文算法和文献,3-的四参数法进行计算% 数值
试验的平台是曙光天阔 :+."; 工作站 (<=> 为 ;8)$’ ?$@%8
/A11BC*!内存 3BD$!操作系统为 :(8E%F7 G$@H$@ /""1!使用
I%@)@J8 语言编程!数据类型为双精度浮点型%计算结果如表 !
所示%
由表 !可知!算法的计算时间与方程组阶数 ! 呈线性关

系% 与四参数算法相比较!两参数法不仅速度快!对同阶的线
性方程组求解时间比约为 !A36% 表中最后两组计算数据表明
本文算法的内存开销也比四参数法要少%

) 结论
拟五对角线性方程组是科学与工程计算中的一个常见

问题!通常采用传统的高斯消元法或迭代算法进行求解% 针
对五对角线性方程组的特点设计的专门算法还不是很多% 本
文给出了求解拟五对角线性方程组的两参数法!将拟五对角
线性方程组的求解问题转化为求解 1 个五对角线性方程组
的问题% 1个五对角线性方程组全部采用追赶法求解!只要系
数矩阵是严格对角占优或不可约对角占优的!整个算法就具
有很好的数值稳定性% 在求解拟五对角线性方程组时!总的
算数运算量约为 0(10!$!内在占用量约为 1(!"!$%数值试验

结果也表明!对于百万阶的拟五对角线性方程组本算法都可
以在几秒内给出准确结果%
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表 $ 拟五对角方程组的求解时间阶数
1234+ # 56789:2:;6.24 :;7+ ,6- 046<;.= :>+
?920;@8+.:2A@A;2=6.24 4;.+2- +?92:;6.0
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