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按照集合特征把分形自相似划分为 ’类!以前分形数集中出现的自相似可归为第 (&((&((( 类!未见第 () 类’发现一种新的三元
数集!具有 () 类自相似性(数集整体外观像 * 叶片叶轮!叶边有序排列着无数芽枝(芽枝上结有两种不同形状的自相似子集!结在枝
梢段的子集具有全集形!结在枝干段的子集具有 +,-./01234 集形!呈现一棵树结两种果的现象( 两种子集各带有自己的自相似后
代!自相似传递方式迥异( +,-./01234集形子集的后代都是 +,-./01234集形)全集形子集的后代也分两种形!像全集那样遵循枝干
段与枝梢段不同的规则(芽枝干梢两段有可辨的交接处!却是无穷精致的极限点(比较多种分形数集的运算规则和形象!得出数算规

则小差别可以导致数集形态和自相似特性大差别的结论!也推测分形数集或有自相似的趋向性( 文中给出了该三元数集的定义&样

集参数和空间位置!附图 !#幅展示了整体三维形象&两种子集的剖面形态以及局部复杂的自相似结构(
三维分形)分形数集)自相似类型)+,-./01234集)三元数
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& 引言
经过自然数!分数!负数!无理数的一步步认识"数学才

弄清楚实数# 实数是一元数"其数集排列在一维直线上"给人
的感觉是抽象$#’世纪数学家解代数方程时引入复数U#V"有了
二元数$ #W$$ 年前后"XB YB ZB 8),11 等很多杰出数学家都看

出复数的几何意义 U%V"数与二维平面上点对应"数集开始出形
象$ 到 #[#W 年"法国数学家 \B XB ]B Z)>4,和 8B QB X,?.) 研究
复数的迭代运算"带来一种数集生成方法"并提出 X 集%X,?.)
1;>1& UJV" 数集成为研究对象$ #[^" 年"RB RB Q)*@;?D=4> 使用
<=)3>)? 一词发表法文专著’分形对象(形!机遇与维数) U!V"#[^^
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图 ’ ( 旋集")$及其自相似子集"*$
+,-. ’ /0,11,1- ()1234*567 837 9): )12 ,78 834;<

8,=,4)5 8>*8378 9*:

年出英文版!分形"形状#机遇和维数$!"#%$%&’ 年改版!大自然
的分形几何学$ !(#%创立了分形几何学& 分形数集自然成为这
门学科重要的研究方向和领域& $%&) 年前后%*+,-./0123 与
45 65 712289#:5 ;5 *+3./98<分别发现了 *集’*+,-./0123 9.3(!=#&
数集呈显具象%那不规则#不可微#无穷精细#分数维#简因繁
果及奇特的自相似等诸多新特性迭出%引起广泛关注& 于是
探求分形数集特性和规律# 寻求新数集# 追索形态成因#理
解%以及与物质形态的联系等成为研究热点&
数集的二维表现不能令人满足%故而期待真切的三维新

特性& 三维数集生成须要三元数%>%世纪 65 45 ?+@</32, 曾
研究过这种数%并有四元数的发明%而后来发展应用仅落到
向量上 !’#& 确实%三元数集的采集和形象展示需要海量的运
算%只有计算机技术发展成熟%三维分形数集才能被撩开面
纱& ’))=年 * 旋集面世 !&#%’))% 年 *+,-./ 球’*+,-./0A/0(出
现 !%#%新颖的三维分形结构绚丽夺目& 笔者尝试用非常规数算
法则定义三元数集%发现一些奇特分形现象& ’)>) 年动物形
三元数集发表 !>)#%展现了一种形态酷似动物的分形数集&客观
的分形世界进一步露出它的似物性&
在分形诸特性中最重要的当属自相似性& 起初还以为%

分形数集的形态可以千差万别% 而自相似性是万变不离其
宗%* 集类型的全集形自相似应算作分形自相似的最高境
界& 可是%当根据特性和差异对自相似进行分类%才发现已知
晓的分形数集并未占全自相似的各种类型%分类表中还缺少
一种超越 *集类型的自相似& 这激起更广泛的搜索%终于有
新型自相似数集被发现%填补了自相似分类空缺& 本文将介
绍之&

$ 分形自相似和典型实例
自相似性是分形的基本特征%是指部分以某种形式与整

体相似%不仅形状相似%而且逐级细分的样式也相似& 起初的
简单分形%自相似性比较单纯%分形体中自相似形只有一种%

形与形相似符合初等几何相似规范& 分形图案构画起来容
易%只要确定了基形#划分方式和成形规则之三要素%便可逐
级构造各层次的局部%直到完成整体分形& 例如 *.,B.1 海绵
’图 >(等&如此便可以人为创意成形%设计了三要素就决定了
一种分形%稍微改变一下三要素就能绘出一种新的分形&
自然分形数集中出现的自相似性就不那么简单了%可谓

形态复杂#结构新奇#组分不规整)多种相似形交织在一起%

不同层级或有形变)自相似形式出乎人的意料%新数集不乏
新的自相似现象&

: 集’:A/<+ 9.3(中的自相似一目了然%相似形或链接成串%
或搭构成团% 相似结构从本体始连绵不断延展到细节末梢%见
图 ’& 设定 :集迭代式中的常数还可以改变数集的形态%所以 :
集千变万化!>>#& 这是一种客观的自相似%并无造形意志参合&

* 集的自相似展现了另一种范例%数集中稀疏地#星罗
棋布地蕴含着全集形子集%子集的相应部位还带有更精细的
下一代相似子集%好像数集有全息穴位#有传代规则%把全集

的形态和自相似子集的位置一级一级传给了下一代& 全集形
子集遍布在母体身边的芽枝上%类似树上结着的大大小小的
果实 !>’#&这种自相似现象比 : 集中的更为特殊&图 C 反映 * 集
形象和局部自相似子集的形态&

三维分形数集中存在着更形真的自相似& 当把复数扩展
成的三元数%按 *集规则取集%最容易得到的是三维的 *旋
集%见图 D’+(& 它具有 *集绕对称轴旋转一周的痕迹所形成
的三维体形态& 在头前那段直线段上分布着大大小小的整体
的微小形象%一旦提高分辨率观察便能看清端倪%图 D’0(便
是此区局部放大 ’")) 倍所见%这是三维自然的自相似表现&

比较 * 旋集整体样和子集样%可以明显看出这种分形数集实
在的三维自相似结构&

新近发现的数集 E’动物形数集(更神奇地表现了三维空
间的自相似性%整体具有动物形%其鼻尖和两足尖方向的直
线段上出现了传代的动物形子集& 子集相应部位所带更小的
相似子集虽然略有变样%可依然与全集结构相同#形态相似&

这种自相似比 *集#*旋集的自相似更真切% 更貌似物质存

图 $ (31-35 海绵
+,-. $ (31-35 8061-3

图 ! ?>4,) 集!!@&.!AB&.C!,
+,-. ! ?>4,) 837D !@".!AB".C!,

图 E ()1234*567集")$及其 ! 分叉芽枝"*$
+,-. E ()1234*567 837 9): )12 ,78 7F6<*5)1GH 8056>7 9*:

")$ "*$

")$ "*$
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图 ’ ( 集 )叶片形正切面
*+,- ’ ./0123 4567+/8 +12,5 /9 ( 457

图 : ( 集三维侧观像
*+,- : ;275023 <+5=4 /9 ( 457 +8 )>

"2$ 顶部侧观像

?2@ A/BC3275023 <+5=

"D$ 底部侧观像

?DE F/77/1C3275023 <+5=

在! 而数集的运算规则也突破了复数 !"#$%的传统运算规则!
图 &是动物形数集全集和子集的三维成像"从中可以看出两
者的相似与差异!

从以上数集形象结构可以看出"自相似是有区别的! 分
形数集越来越多"自相似也各式各样"有必要进行归纳分类!

! 分形自相似基本类型划分
分形自相似性可由集合学表述! 如果集合 ! 含有与自身

相似的子集 !""!"又含有与自身相似的子集 !"#"且如此可以逐
层细分下去"称集合 !具有分形自相似性! 一般地"结构中还
含有自相似形之外的其余部分 $"$""#"则分形自相似可以
表示为

!#$
"
!!" !"#$"

#
!!"# !

注$相似符"的含义不限于初等几何相似 "而是广义形
态相似"指形状相似"结构类同%
由此"可以根据自相似形是否是全集 ! 形"所含其余部

分是否是空集 !"把分形自相似划分为 ’ 类$
( 类$!#!"$#!! 自相似形是全集形"其余部分是空集!
((类$!#!"$%!! 自相似形不是全集形" 其余部分是空

集!

((( 类$!%!"$#!! 自相似形是全集形" 其余部分不是空
集!

()类$!#!"$#!!自相似形不是全集形"其余部分不是
空集!

这样"分类恰好由简单到复杂&由一般到特殊把分形自
相似排定类序!

( 类自相似比较单纯"人为创意的分形不乏其中"*+,-+.
海绵等明显属于这一类!

(( 类自相似在 / 集群中比比皆是"*0,1+23423 中可见三
维表现! 自相似形可以进一步分割成相似的若干部分"更表
现了诸多自相似形的巧妙搭构!

((( 类自相似实例还不很多"只能从客观存在的分形数集
中遇到! 在二维 * 集"三维 * 旋集和动物形数集中存在这类
自相似! 以全集形作自相似形在数集局部代代相传"必然使
这类自相似具有唯一的自相似形"因为全集形唯一"与全集
相似的子集统统都相似! ((( 类自相似现象有点类似生物现

象"自相似子集结在各芽枝上符合一棵树结一种果的常理!
前 5 类自相似已都有实例" 唯独 () 类自相似未见端倪!

下面数集可补这一空缺!

) 数集 ( 及其形象
定义 # 三元数 !%&"’(#’)$ 三分量 &&(&)取实数"三基量

%&&&$间乘法规则为
%%#% &&#& $$#$

%&#&%#$ %$#$%#& &$#$&#%
其他运算规则同复数!
定义 ! 三元数集 * 是所有迭代运算 ’+#’ 6

+$%7! ’’8#!"+$
"(模值有界的三元数 , 构成的集合%

*#9,$ -+%- 6
+.%’, /0’-8%,"0%1"+$!(:

; 集三维外观如图 <"呈 5 叶片叶轮形"形体也像英文大
写字母 ;% 图 <数集采样中心位于’$8=<%>"$8=<%>"$8=<%>("
根据样集成像结果估算数集范围半径约为 %=?5% 几何体斜置
在欧氏空间中"中心轴方向’%"%"%("其特征面&线不与坐标轴
平行或垂直%5 叶形状相同"叶尖向外直伸%叶边不规则"有条
条直棱凸起"显得叶厚超过叶宽% 从外形看";集像是平面 5
叶片沿叶面垂直方向平移一个叶长距"由痕迹所形成的空间
三维体%

过点’8=%%?6??"8=%8&65<"$8=666&%5("从中心轴垂面’平
面法线方向数’%"%"%((上切开 ; 集"得到 5 叶片切面图"见
图 ?% 5叶片形同"两两夹角相等"应该是 %68#对称%同时每个
叶片以叶尖中线为准左右对称"叶前端明显带有 * 集的某些
特征% 叶长与三角形叶心边长大概相等"也与叶尖的延伸长

图 G 动物形数集"2$及其自相似子集"D$的背部形象
*+,- G A/B <+5= /9 7H5 I//1/0BH+6 8J1D504 457 ?2E

28K +74 4539C4+1+320 4JD457 ?DE

"2$ "D$

综述文章"L5<+5=4$
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图 $& ’ 集两种自相似子集的三维形象
()*+ #& ,- )./*01 23 452 46701 23 108391).)8/:

1;<1041 )= ’ 104

"/$ >集形子集
?/@ > 104 1A/70 1;<104

"<$ ’集形子集
?<B ’ 104 1A/70 1;<104

图 % ’集两种自相似子集的切面形象
()*+ % C0D4)2= )./*01 23 452 46701 23 108391).)8/: 1;<1041 )= ’ 104

"D$ 第 ! 代 > 集形子集
?DB EA0 10D2=F *0=0:/4)2=

1;<104 23 > 104 1A/70

"/$ 第 # 代 > 集形子集
?/B EA0 3):14 *0=0:/4)2= 1;<104

23 > 104 1A/70

"<$ 第 #代 ’ 集形子集
?<B EA0 3):14 *0=0:/4)2= 1;<104

23 ’ 104 1A/70

度大概相等!
与 !集类似""集叶边也长满了大小不一# 长短不齐的

芽枝"芽枝按分叉数多少分层有序排列在叶边 "据排列规律
可推断$它的所有分叉数对应着全体自然数! 明显不同的是"

# 叶有 $ 个芽枝排列边沿"比 ! 集多出 % 个! 芽枝也有所变
形"显得倾斜拉长"枝梢弯曲前伸"且越靠近中心形变越大"
最靠中心的芽枝已面目全非"如同受到一个向心力的作用所
致!

G ’集特有的自相似现象
" 集芽枝上也有全集形自相似子集" 从图 & 叶尖延伸处

已大致看到这类子集的出现"标志着 ’’’ 类自相似性的存在!
更清晰地"聚焦横向叶片%()*+*(,,"()*+%%*-".-)(/,**(&处
的 - 分叉芽枝#%()+&0,12"()/&-+21".()&*(-,,& 处的 + 分叉
芽枝和%()+(2&(/"()2&+2*2".()*&1(*&&处的 2 分叉芽枝见局
部切面图%图 0&! 新情况出现了"芽枝上结有两种形状的果"
一种是 "集形子集"另一种是 ! 集形子集!探索表明"其他分
叉数芽枝的情况均是如此! 究其位置规律发现"每一芽枝或
杈枝自然分成枝干和枝梢两段"枝干段上的自相似子集都是
! 集形的"枝梢段上的自相似子集才有 "集形的! 或者说""
集的近身区域结 !集形果"外围区域才结 " 集形果! 这是一
个有趣现象!

图 H ’集 #!,分叉&芽枝’切面形态
()*+ H C0D4)2= )./*01 23 17:2;41 3:2. 1)=*80 42 4A:00 <:/=DA01 23 ’ 104

%/# # 分叉芽枝
?/B C)=*80 <:/=DA 17:2;4

%<# !分叉芽枝

?<B E529<:/=DA 17:2;4

%D# , 分叉芽枝
?DB EA:009<:/=DA 17:2;4

为更清晰地看到自相似子集的具体形态" 这里针对 +分
叉芽枝上的 + 种自相似子集"生成更高分辨率的局部图像"如
图 , 所 示 ! 此 图 取 自 三 元 数 空 间 %()+&012("()////&1"
.()&+2-(1&处的第 - 代 ! 集形子集 " %()+000-1"()/,/&-1"
.()&02*2+&处的第 - 代 " 集形子集 " %()+0,/00"()/,&++("
.()&01&(0&处的第 + 代 ! 集形子集 " %()+0,*&("()/,&2&/"
.()&01,/*&处的第 +代 "集形子集!
图 , 所看到的是自相似子集的二维切面形象" 而这些子

集本也是三维柱体存在"其三维形象可以从图 -(看样!
"集有 " 集形自相似子集"这仿先例"是正常的"属 ’’’ 类

自相似现象! "集含有 !集形子集"就不同寻常了"一个数集
的子集具有另外一个数集的完整形象还未曾遇到过! 这是否
仍属于自相似还要看其细微结构"如果 ! 集形子集中找不到

%F# 第 ! 代 ’ 集形子集

?FB EA0 10D2=F *0=0:/4)2=

1;<104 23 ’ 104 1A/70
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图 $$ ’ 集复杂自相似表现
()*+ ## ,-./012 31456)-7 -8 9108:9).)057);< )= ’ 91;

表 $ > 种分形数集数算差别对比表
?5301 # ,-./57)9-= -8 ;41 =@.317 -/175;)=* 7@019 -8 8)61 875A;50 =@.3179 91;9

!集 "集 "旋集 # 集 $集
三元数 !!""#$##%$ !!"%#$&#%$ !!"%#$&#%$ !!"%#$&#%$ !!"%#$&#%$

基乘规则 %%&%!&&&’%!%&&&%&& %%!%!&&!&%!%&!&%!&
%%!%!&&!&%!$$ !&%!%&!&%!&!
%$!$%!$!&$!&$&!%

%% !%!&& !&!$$ !$!%& !&% !$!
%$!$%!&!&$!$&!&%

%%!%!&&!&!$$!$!%&!&%!$!
%$!$%!&!&$!$&!%

迭代函数 ’’!’ (
’&)#( ’’!’ (

’&)#! ’’!’ (
’&)#! ’’!’ (

’&)#! ’’!’ (
’&)#!

迭代初值 ’%!! ’%!! ’%!! ’%!! ’%!!

" 集形子集!那 "集形子集就不能算作自相似"只有在 "集
形子集中含有下一代 " 集形子集!且还能代代相传时!才能
表明 " 集形子集具有自相似性#

> ’集自相似的传代形式
实际情况是两种形状的子集各含有自己的自相似子集!

并且以既定形式代代相传!向精细深处延续发展# 这不比一
种子集的情况!势必给自相似传代形式增添了复杂性#$ 集形
子集含有更小的 $ 集形子集!"集形子集含有更小的 "集形
子集!均是分形自相似基本条件!也是最简单的传代形式# 可
是!$ 集形子集是否含有 " 集形子集!" 集形子集是否含有
$ 集形子集!后代中什么情况出现 $ 集形子集!什么情况出
现 "集形子集!就存在多种可能性了# 实际情况应该是多种
合乎逻辑的可能中最有道理的一种# 对 $集更广泛细致的探
索表明!" 集形子集的后代只有 " 集形的!$ 集形子集的后
代同 $集本身一样!既有 $集形子集!也有 " 集形子集# 两
种子集在 $集形子集芽枝上所处位置也如同 $ 集全集一样!
枝干段上是 "集形子集!枝梢段上是 $ 集形子集#
这样!" 集形子集也成为了自相似集! 使得 $ 集不仅具

有 ***类自相似性! 而且又具有 *+ 类自相似性# 两种自相似
子集在 $ 集中同时出现!又规矩地分布在同一芽枝上!如同
一棵树结两种果#
当知道芽枝枝干段和枝梢段的自相似情况差异较大!那

么就希望知道两段之间的接合部情况怎样!更希望看到一种
子集变成另一种子集的过渡方式# 真实状况从图 ,可以看出
些眉目!两段的接合部没有特殊标志!但顺着芽枝从根端和
末端向接合部走!杈枝长度显然是越来越短!所以大致能判
断出两段的分界位置# 从深度形态发展可以断定!接合部是
个极限点# 其位置可以逐渐逼近!坐标精度可以逐步提高!但
却不能给出准确坐标位置# 就像圆周率等无理数那样!有限
精度有近似值!无限精度无确准值# 同理!这个位置的三元数
应该是三元无理数!对此还没有更多的研究#

B ’集的复杂自相似表现
$ 集的自相似终归是自然的!自相似表现十分复杂!不只

是多种自相似同时出现那么简单#前文的 *** 类$*+类自相似
形还能分离开来!而多数情况是多种多类自相似形混杂纠缠
在一起分不开# 图 ))是 $ 集%%-.//012!%-((30/3!’%-02/))2&

处局部!相比图 2 已提高放大倍数 /%31倍!本是芽枝小杈局
部的自在形态!却显出多样的自相似形交织$复合$浑然一
体# 从图形看!一个四旋臂涡旋有着深无尽头的涡旋中心!每
旋臂由更小的涡旋排列纽结!小涡旋同样是四旋臂!再由更
小的下一代涡旋构成!细微深处的结构均是如此 !纵深传递
着自相似# 每一局部结构都能在其成分上找到相似结构!乍
看像是 **类自相似!但具体分析起来!情况多出乎意料# 单从
旋臂上涡旋间的连接部分看! 有两涡旋通过旋臂末梢牵手
的"有两涡旋挽臂触接!接合部结出 " 集形子集的"还有多涡
旋交接在一起!接合部出现另类结构的# 每个涡旋都有自己
的涡旋中心! 每条旋臂上还周期地另外长出相似的涡旋串#
每种情况都能形成自相似! 而这里多样自相似情况同时出
现!互相包含$牵连$交结成复杂现象#

C 讨论
C+# >种分形数集数算差别对比
分形数集的形态和自相似表现不同!定有其原因# 形式

上数集和形态的成因并不会头绪纷繁!直接因素显然应归结
到数和数集的定义上# 把这 0 种数集定义展开放一起比较!
除去三元数表达形式和数集取集方式相同外!浮现两点不同
之处’数算规则和迭代函数#表 )给出了 !集$"集$" 旋集$#
集和 $集数算差别的对比#
导致数集形态和自相似表现迥异的因素可以对比出来#

" 集和 !集比较!数算规则相同而迭代函数有异!仅是迭代常
数项不同!造成 " 集具有而 ! 集不具有 ***类自相似性# 说明
*** 类自相似现象与迭代函数有关# $ 集和 # 集比较!迭代函
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数相同而数算规则有异!仅是三元数基量乘法规则中相差一
个负号!造成 ! 集具有而 "集不具有!类自相似性" 说明 #$
类自相似现象与数算规则有关"

’(! 分形数集或许存在自相似趋向性
一个静态确定性数集有且只有一种形态!如果包含有两

种以上形态的子集!那就会对其自相似性形成考验" 以 ! 集
为例!! 集已经含有 ! 集形子集和 % 集形子集!那么!!集形
子集可包含或者不包含 ! 集形子集或者 %集形子集!%集形
子集也可包含或者不包含 !集形子集或者 % 集形子集!排列
组合各种可能的情况! 共有 &’ 种可能" 而其中 &( 种要么 !
集形子集中不包含 !集形子集!要么 !集形子集中不包含 %
集形子集!要么 % 集形子集中不包含 % 集形子集!这些情况
都会破坏 !集形子集或者 %集形子集的自相似性"只有两种
情况能够使得 ! 集形和 % 集形都是 ! 集的自相似形!! 集的
实际情况正是两种情况之一种" 另一种情况是两种子集的每
一种也都含有两种子集! 但那还要对两种子集安排恰当位
置!以使自相似有规则能传递!局面必然更复杂" 要取最简单
形式!又要保证两子集都能形成自相似!只好是 ! 集现有的
这个结果" 所以惊叹 ! 集自相似的巧妙安排!推测分形数集
或有自相似的趋向性"

’() 自相似现象与生物现象有可比性
% 集的 ### 类自相似现象可比一棵树结一种果! 而 ! 集

的 ### 类和 #$ 类自相似子集分布在同一芽枝上!则可比作一
棵树结两种果" 后者现象若非人工嫁接!在植物界也是罕见
的!出现在数集中!数学对此还无法解释"

若按一种数集中含有另一种形的自相似子集!在生物世
界也可以找到可比之现象" 蛙类等两栖动物的幼虫与成虫形
态差异就很大!生物学以进化与返祖来解释" 那么蛙类后代
不同时段有形态差别相比 ! 集子集不同区段有形态差别!是
否也可以类比出 %集与 ! 集有特定的内在联系#或者能否说
明生物规律与数学规律也有一定的相向性#

* 结论
根据自相似形是否是集合全集形和其余部分是否是空

集对自相似进行分类是合适的$ 完全的!( 种类型由简到繁$
由普遍到特殊把自相似完整分类!其顺序也吻合各类被发现
的顺序" ! 集作新类型补填空缺后!各类型实例已能配齐"
分形数集的特性之一是简单规则生成复杂形体!更深一

步可以确认!不仅函数与运算规则的小差别可以导致数集形
态的大差别!而且又可以导致自相似性的大差别" 现在已经
可以肯定%### 类自相似现象与迭代函数有关!#$类自相似现
象与数算规则有关"

%旋集$" 集和 ! 集都是三元数集!且迭代函数相同" 所
不同的是数算规则" % 旋集沿用 )*+,& 之传统规则!" 集和 !
集突破该传统新定义规则!结果 % 旋集不新奇!而 " 集和 !
集能表现不寻常的新异特性" 所以!起因偏差大者新特性明
显!这一点分形数集不例外"

分形数集不仅形态复杂多样!它的自相似性也是复杂多
样的" #$类自相似分形数集浮现出来更说明这一点!多种多
类自相似纠结在一起的现象离我们所掌握的迭代函数和数

算规则差异所能解释的还相当遥远" 一个数集不仅把自己的
全集形作自相似形!还把其他数集的全集形做自己的自相似
形!这样的珍稀实例也是客观存在的" 在 #$类自相似传代形
式的诸多可能中!! 集客观选定的形式恰是最简单而又能保
证自相似完整的那一种!这又见证自然规律之巧妙安排"
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