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刚度时变碰振系统的共存吸引子的分岔与稳定性
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摘要：考虑机械系统的刚度时变特性，以一类单自由度含间隙刚度时变碰振系统模型为对象，建立其动力学模型及

Poincaré映射，并给出数值计算方法。利用数值仿真和最大Lyapunov指数分析时变刚度波动幅值比对系统的动力学响应

和特性的影响。结合多初值分岔图、吸引域、相图和Poincaré映射图，应用延拓打靶法研究外激励变化，探究系统的共存

吸引子演变与分岔。当分岔参数变化、系统出现共存现象时，揭示了局部吸引子出现与消失的原因以及不稳定吸引子在

分岔前后吸引域的分布机制，得出共存吸引子稳定性改变规律。
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0　引言

机械系统设计中刚度是重要参数之一，对机械系

统的动力传递、负荷承载、变形和振动情况等具有重

要影响。研究含刚度时变碰振系统，可以更加准确地

预测参数对机械系统的动态响应，从而优化参数匹配

与系统设计，提高机器设备的精度，延长使用寿命。目

前，LIANG 等［1］针对 VH-CATT 机床齿轮系统，基于切

削原理并考虑时变刚度、间隙与激励因素，建立了刀

盘-主轴系统非线性动力学模型，发现系统存在相交同

宿轨，并揭示了系统全局分岔和各种运动状态之间的

转换。NATALI 等［2］考虑外部激励与时变刚度引起的

参数激励，对单自由度凸轮-从动系统进行了分析，对

凸轮-从动系统的动态行为进行定性表征。GHAZAVI
等［3］通过采用非线性PD控制器和时变刚度项，发现转

子系统分岔延迟发生，系统性能得到了改善。陈国辉

等［4］发现，时变刚度对斜齿轮传动系统的影响主要表

现在中低转速，随着齿宽和转矩增大影响更明显。苟

向锋等［5］研究分析了单自由度直齿圆柱齿轮传动系统

的安全特性，随着综合传递误差和时变刚度波动幅值

增大，系统安全盆发生侵蚀和分岔。张悦等［6］考虑摆

线槽曲率和啮合法向力对啮合刚度的影响，通过平衡

方程求得了时变啮合刚度。

对于碰振系统以及碰振系统的共存吸引子，国内

外学者做了大量的研究。李健等［7］提出一种计算非光

滑动力学系统吸引子和吸引域的方法，并通过实例验

证了其有效性。张惠等［8］针对含间隙及预紧弹簧的振

动系统，分析了系统吸引子的共存和湮灭情况，发现

擦边分岔和周期倍化分岔是导致系统出现吸引域边

界分形的原因。GENDELMAN等［9］基于哈密顿力学建

立了模型并分析吸引子的演变，发现非光滑的混合系

统存在共存吸引子。吴鑫等［10］针对一类具有悬臂结

构的碰撞振动系统，分析了系统在参数变化下的奇异

非混沌动力学及多稳态共存现象。李得洋等［11］通过

线性反馈控制方法有效控制了非光滑碰撞振动系统

共存吸引子之间的相互转迁。朱喜锋等［12］研究了一

类两自由度含非线性约束系统，发现随着激振频率与

刚度比的变化，系统共存迟滞域也相应改变。安慧宁

等［13］以不平衡转子系统为研究对象，分析了系统共存

吸引子吸引域随系统参数变化的演变过程。

以上研究，在考虑刚度时变特性时，仅对系统的

动态响应、运动转迁进行表征分析，缺少对多态共存

现象的研究；而在考虑碰振系统共存现象时，对稳定

的吸引子研究较多，却鲜有提及系统中不稳定的吸引

子。因此本文考虑机械系统刚度时变特性，引入刚度

时变弹性元件，建立单自由度含间隙刚度时变振动系

统模型及 Poincaré 映射，利用数值仿真研究时变刚度

波动幅值比对系统动力学的影响，并应用延拓打靶法

分析激振频率变化下系统共存吸引子的演变与分岔，

结合多初值分岔图与吸引域，揭示共存吸引子的吸引

域的分布机制及诱导局部吸引子稳定性改变的原因。
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1　力学模型及数值方法

1. 1　力学模型与Poincaré映射

图 1为单自由度含间隙刚度时变碰振系统动力学

简化模型。质量为M的振子通过阻尼系数为C的线性

阻尼器和刚度为 K (T ) = KA + KM cos (ΩT + τ )、长度为

2B的时变弹性约束元件连接于支撑，并受到简谐激励

力 P0 sin (ΩT + τ ) 作用，在水平方向进行往返运动。

以图 1中质块静平衡位置为振子的坐标原点，向右运

动为正方向，建立直角坐标系，振子位移用X表示。在

简谐激励力作用下，当振子位移小于等于约束元件长

度（|X|≤B）时，系统做无碰撞的自由运动；当振子位移

大于约束元件长度（|X|>B）时，振子与约束元件碰撞接

触并一起运动。

系统的无量纲运动微分方程为

ẍ + 2εẋ + x + k
1 - k cos (ωt + τ ) x + f ( x ) = sin (ωt + τ )

（1）
f ( x ) 为间隙的分段函数，其表达式为

f ( x ) =
ì
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ï
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ï

ï

ï

ï
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ï

ï

uk1 - uk ( x - b) , x > b
0 , || x ≤ b
uk1 - uk ( x + b) , x < -b

（2）

式中，x = XKA /P0；ε = C/2 MKA；k为无量纲时变刚度

波 动 幅 值 比 ，k = KM / (KM + KA )；ω = Ω M/KA；t =
T KA /M；uk = K0 / (K0 + KA )；b = KAB/P0。其中，Ω、T

分别为力学模型微分方程未无量纲化前的谐波函数

的频率与时间；τ为初始相位角；KA、KM分别为模型时

变刚度的平均刚度与刚度波动幅值；X为模型振子的

变量系数位移；C为阻尼系数；K0为模型原本线性刚

度；P0为模型激励力的幅值。

由于约束的存在，在参数影响下系统存在 3 种运

动状态：振子与约束左侧、右侧接触或振子不与约束

接触。因此，系统运动状态空间被划分为 3个状态子

空间。令 x = ( x，ẋ ) T，定义边界函数 h1 (x ) = x - b，
h2 (x ) = x + b，则

V+ = {(x，t ) ∈ R2│h1 (x ) > }0
V- = {(x，t ) ∈ R2│h2 (x ) < }0
V = {(x，t ) ∈ R2│(x，t ) ∈ V̄+ ∩ }V̄-

将式（1）、式（2）简化为标准形式，即

x′ = g (x，t ) =
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

g+ (x，t )，x ∈ V+
g- (x，t )，x ∈ V-
g (x，t )，x ∈ V

（3）

为研究系统的周期吸引子的动力学特性，选取

Poincaré 截面 Π0 = {( x，t ) ∈ R2 × S| mod ( t，2nπ/ω ) = 0}
作为定相位面，构造系统的Poincaré映射，统计Poincaré
映射P：Π0 → Π0 系统运动轨迹流与Π0 的相交次数确

定周期数 n、系统运动轨迹流在同周期数内进入

空间 V+ 次数为 p、系统运动轨迹流在同周期数内进入

空间 V- 次数为 q。为更好地描述系统的运动状态，后

续用符号“n⁃p⁃q”与“Un⁃p⁃q”表示系统稳定周期运动与

不稳定周期运动。

1. 2　延拓打靶法

碰振系统存在丰富的吸引子共存现象。为研究

系统吸引子的转迁规律，本文应用数值延拓打靶法求

解系统中的分岔点与不稳定周期吸引子，从而分析系

统的分岔、混沌与共存行为。借助 Poincaré映射P，将

周期吸引子求解问题转化为求解映射P不动点问题，即

G (x0 ) = P (x0 ) - x0 = 0 （4）
若G (x0 ) ≠ 0，则采用 Newton-Raphson 方法进行迭

代求解，迭代格式为

x i + 1
k = x ik - [DP (x ik ) - I ]-1 [ P (x ik ) - x ik ] （5）

式中，i为迭代次数。P (x i0 )和 DP (x i0 )由 x0 作为初值在

映射P中进行数值计算求解得到。此时 x i0 为周期 n吸
引子的不动点，其稳定性由 DP (x i0 ) 的特征值进行判

定。应用延拓打靶法，先将分岔参数 μ ∈ [ μ0，μn ]进行

离散，采用打靶法求解周期吸引子 x ( μ0 )，选取Δμ作为

延拓步长，变化参数 μ = μ0 + Δμ，以 x ( μ0 )为初值和其

在 Poincaré 截面的切线方向迭代求解预估不动点

x∗ ( μ1 )，然后使用打靶法求解精确不动点 x ( μ1 )，依此

类推，求得 x ( μn )，从而得到不稳定周期吸引子延拓序

列。预估不动点为

x∗ ( μ1 ) = x ( μ0 ) -
( ∂G [ μ0, x ( μ0 ) ]

∂x )-1 ( ∂G [ μ0, x ( μ0 ) ]
∂μ )Δμ （6）

式 中 ，G [ μ0，x ( μ0 ) ] = P [ μ0，x ( μ0 ) ] - x ( μ0 )；∂G [ μ0，

图1　　含间隙刚度时变碰振系统力学模型

Fig. 1　　Dynamic model of the time-varying collision vibration system 

with the gap stiffness
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x ( μ0 ) ] /∂x = DP [ μ0，x ( μ0 ) ] - I；则 ∂G [ μ0，x ( μ0 ) ] /∂μ，
由式（7）以初值 [ x ( μ0 )，0 ]进行积分 n个激振力周期

得到。

[ ∂G ( μ，x )
∂μ ]∗ = ∂f (x，μ，t )

∂x
∂G ( μ，x )

∂μ + ∂f (x，μ，t )
∂μ （7）

2　时变刚度波动幅值比 k对系统动力学影响

时变刚度波动幅值比 k主要受机械结构与材料特

性的影响，针对此值变化分析系统运动特性有重要意

义。为研究周期吸引子的转迁规律，令激振力初始相

位角 τ = 0，选取系统参数 ω=1. 0，uk=0. 95，ε=0. 1，
b=0. 1，以时变刚度波动幅值比 k为分岔参数，作系统

在 k ∈ [ 0. 3，0. 9 ]的增速（红色）、减速（蓝色）分岔图及对

应 最 大 Lyapunov 指 数（Largest Lyapunov Exponents, 

LLE）谱图。系统数值仿真如图2所示。

图 2中，在 k增长方向，系统初态响应表现为周期1
运动，其相图如图 3（a）所示。图 3（a）中品红色圆点表

示固定参数下系统吸引子Poincaré映射。随 k的增大，

系统先发生周期倍化分岔，周期 1吸引子转迁为周期 2
吸引子，其相轨迹的拓扑结构在倍化前、后变化不大，

如图 3（b）所示。随后 BC1、BC2、BC3与 BC4处系统发生

由混沌鞍与有序鞍碰撞引起的边界激变；其中在 BC1
与 BC3进入混沌（混沌吸引子 LLE值大于 0），在 BC2与

BC4退变为小参数区间的周期运动，边界激变 BC3前、

后吸引子相轨迹如图3（c）、图3（d）所示。

BC4处往后，随 k的递增，系统经“慢激变”（有次序

地发生倍化分岔、阵发混沌或激变进出混沌的行为）过渡

转迁为周期 1 运动后抵达吸引子的共存迟滞域 HR，

HR 的参数区间较小，继而跳跃突变为周期 8吸引子，

并在BC5处进入混沌。随后系统在MC1处发生合并激

变并退出混沌，系统响应则是先由 1个大的混沌吸引

子分裂成 7 个小的混沌吸引子后经逆周期倍化转迁

为周期 7 吸引子，合并激变 MC1 前、后混沌吸引子如

图 3（e）、图 3（f）所示；在 k递增至 MC2时，系统吸引子

演变是由MC1退出混沌的逆转迁流程进入混沌。随着

k不断增大，在 IC1处，系统发生内部激变使得混沌吸

引子尺寸发生由大变小的突变，如图 3（g）、图 3（h）所

示。后续系统经逆周期倍化序列终态响应表现为稳

定的周期1运动。

综上所述，在参数时变刚度波动幅值比 k的影响

下，系统具有丰富的动力学特性。当 k较小时，系统呈

稳定简单的周期运动；当 k递增时，系统运动逐渐复

杂；当 k在 0. 47~0. 82时，系统出现混沌、激变、分岔以

及共存行为；当 k较大时，系统响应最终收敛转迁为稳

定周期运动。因此，在工程实际中应合理匹配 k值，以

满足设计与工况需求。

k

（a）分岔图

（a） Bifurcation diagram

（b） LLE图

（b） LLE diagram

图2　系统的分岔图与对应的最大Lyapunov指数谱图

Fig. 2　　Bifurcation diagram and LLE spectrogram of the system

    
（a） k=0. 35               （b） k=0. 39               （c） k=0. 632
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3　共存吸引子的演变与分岔

合理的激振频率能确保机械系统运行安全稳定，

故以激振频率ω为分岔参数变量，作系统增速（红色）、

减速（蓝色）数值延拓分岔图，如图 4所示。图 4中，实

线表示稳定周期吸引子，虚线表示不稳定周期吸引

子，符号“✖”“◆”“●”分别表示周期倍化分岔点

（PDi）、鞍结分岔点（SNi）和擦边分岔点（GRi），下标 i表

示分岔次序。

图 4 中，图 4（a）的系统参数为 k=0. 25，uk=0. 9，ε=
0. 05，b=2. 6，τ = 0；图 4（b）、图 4（d）的系统参数除 b=
1. 8外，其他参数与图 4（a）一致；图 4（c）为图 4（b）的放

大图，图4（e）为图4（d）的放大图。

由图 4（a）可知，对激振频率 ω减速方向进行分

析，系统初态为 1-0-0运动，终态为 1-1-1运动。初态吸

引子 1-0-0 由周期倍化分岔 PD1 失稳并在 PD6 恢复稳

定，PD1处产生了 2 个运动分支 U1-0-0 与 2-0-0。其中

吸引子 2-0-0在 SN1-GR1发生鞍结型擦边分岔（擦边诱

导的鞍结分岔）转迁为 U2-1-0，擦边分岔 GR1前、后的

相图和 Poincaré 映射如图 5 所示；随后增大ω，吸引子

U2-1-0先发生不稳定擦边分岔GR2，后在鞍结分岔 SN2
恢复稳定并转迁为 2-1-1。减小 ω，吸引子 2-1-1 穿越

周期泡［参见图4（a）左上角］后经GR3、GR4与PD6和U1-

0-0吸引子相遇回到 1-0-0。此后，继续减小ω，1-0-0吸

引子在 SN3-GR5失稳并经擦边分岔GR6转迁为 U1-1-1，
U1-1-1吸引子的末端 SN4连接终态稳定 1-1-1吸引子。

上述中，鞍结分岔 SN1与 SN2、SN3与 SN4之间的吸引子

会在不同的初值条件下相互跃迁，从而形成迟滞域。

    
（d） k=0. 65                （e） k=0. 759                （f） k=0. 76

    

（g） k=0. 8                （h） k=0. 815
图3　　系统的相图和吸引子Poincaré映射

Fig. 3　　Phase diagram and attractor Poincaré mapping of the system

    

（a） b=2. 6延拓分岔图

（a） Extension bifurcation diagram when b=2. 6
（b） b=1. 8延拓分岔图

（b） Extension bifurcation diagram when b=1. 8

46



第 47 卷第 10 期 王 昕，等： 刚度时变碰振系统的共存吸引子的分岔与稳定性

由图 4（b）可知，参数 b减小，系统的初态、终态与

分岔流程与图 4（a）大致一致。不同的是，图 4（b）终态

1-1-1 的端点 SN6 越过了 SN1，使得系统迟滞域［SN1，

SN2］与迟滞域［SN5，SN6］交叉，从而形成多吸引子共存

现象；在图 4（a）的基础上，图 4（b）含有因多初值产生

的新吸引子序列（深青色吸引子序列与品红色吸引子

序列），且周期泡的区域在图 4（b）中演变成了混沌吸

引子，具体细节如图4（c）所示。

图 4（c）中，吸引子 2-1-1于 PD2处连接 2个运动分

支 4-2-2与U2-1-1。运动分支 4-2-2随ω的递减从倍化

序列演变为混沌吸引子（局部吸引子），在BC1（边界激

变）消融于减速混沌吸引子；减速混沌吸引子经逆周

期倍化分岔退变成周期吸引子，在 SN4-GR3 失稳，在

SN3获得稳定，从而转迁为局部吸引子 6-3-2；此后，减

小ω，局部吸引子 6-3-2于BC1终止。在 PD3处，运动分

支 U2-1-1 往左转迁为稳定吸引子 2-1-1，吸引子 2-1-1
往右经倍化序列进入混沌吸引子终止于 BC2。可见，

系统响应对于激振频率ω的变化非常丰富，系统会出

现由鞍结分岔引起的大区间吸引子共存现象。因此，

减小参数ω取值区间，进一步研究共存吸引子的演变

与分岔，如图4（d）所示。

图 4（d）中，有 2处独立的吸引子区域：增速、减速

吸引子叠加区域和与鞍结点 SN1、SN4连接的多初值吸

引子［动力细节见图 4（f）］区域。增速、减速吸引子和

多初值吸引子演变与分岔具体流程如下：

    

（c）图4（b）局部放大图

（c） Partial enlarged view of figure 4（b）
（d） b=1. 8低频小区间延拓分岔图

（d） Extension bifurcation diagram in low frequency inter cell when b=1. 8

    

（e）图4（d）局部放大图

（e） Partial enlarged view of figure 4（d）
（f）图4（d）局部吸引子

（f） Local attractor of figure 4（d）
图4　　随激振频率ω变化的分岔图

Fig. 4　　Bifurcation plot with excitation frequency ω

（a）ω=2. 127 206        （b）ω=2. 15
图5　b=2. 6系统的相图和Poincaré映射

Fig. 5　　Phase diagram and Poincaré mapping of the system 

when b=2. 6
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① ω ↑ ：1‑0‑1¾®¾¾
PD1

GR1
2‑0‑2 ¾ ®¾¾¾¾

PD2、PD3

PD序列
chaos ¾ ®¾¾

PD序列

PD5、PD7
2‑1‑2 ¾®¾¾

SN5

GR7
U2‑2‑2 ¾ ®¾¾¾¾

SN6 - PD8 1‑1‑1
② ω ↑ ：1‑0‑1¾®¾¾

PD1 U1‑0‑1¾®¾¾
GR6

PD8
1‑1‑1

③ ω ↑ ：3‑1‑3¾®¾¾
GR2 3‑1‑2 ¾®¾¾

GR4

SN2
ω ↓ ：U3‑2‑2 ¾®¾¾

SN3

GR3
ω ↑ ：3‑2‑3¾®¾¾

PD4 chaos¾®¾¾
PD6 3‑2‑3

④ ω ↑ ：3‑1‑3¾®¾¾
SN1 U3‑1‑3 ¾®¾¾

GR5

SN4
3‑2‑3

其中，①、②描述的是增速、减速吸引子的转迁过程，

③、④描述的是多初值吸引子的转迁过程。特别提及

的是，鞍结型周期倍化分岔SN6-PD8的实质是周期倍化

分岔PD8诱导发生鞍结分岔 SN6，从而使得周期倍化分

岔PD8表现出亚临界特征。

由上述分析可知，共存吸引子的出现都伴随着鞍

结分岔的发生，且在部分参数影响下鞍结分岔还会引

起系统出现局部新吸引子。出现的局部吸引子并不

会随参数变化而逐渐稳定，不是终止于混沌经边界激

变湮灭，就是经鞍结分岔消融于初始吸引子。

4　共存吸引子的稳定性分析

吸引子共存时，系统的动力学响应对初值条件非

常敏感。为更好地分析共存吸引子的稳定性，选用第

3节图 4（b）所用参数，应用简单胞映射法作系统共存

吸引子的吸引域，结果如图 6所示。图 6中，用线段标

记的圆点“•”是与分岔图 4（b）一致的吸引子，不同深

浅的颜色分别代表分岔图中各个吸引子的吸引域。

（a）ω=2. 5          （b）ω=2. 25

（c）ω=2. 14       （d）ω=2. 14的局部放大

        （d） Partial enlarged view when ω=2. 14

（e）ω=2. 02      （f）ω=2. 02的局部放大图

        （f） Partial enlarged view when ω=2. 02

（g）ω=1. 95          （h）ω=1. 8
图6　多吸引子共存的吸引域

Fig. 6　　Attraction domain with coexistence of multiple attractors

在迟滞域［SN2，SN6］，系统的共存吸引子保持一

致，均有稳定的吸引子 1-0-0与 2-1-1和不稳定的吸引

子 U2-1-1，其吸引域如图 6（a）所示。可见，两个稳定

吸引子的吸引域相互缠绕，不稳定的吸引子则处在两

稳定吸引子的吸引域边界。对比图 6（a）与图 6（b），

随着 ω减小，在越过鞍结点 SN6后，1-1-1 吸引域出现

并占据了系统部分吸引域，从而导致吸引子 1-0-0 与

2-1-1 的稳定性降低，此时三稳态共存。由图 6（c）与

图 6（d）可见，在迟滞域［SN1，SN3］，6-3-2 吸引子的吸

引域出现在 4-2-2吸引域内部并侵蚀 4-2-2 吸引域，致

使吸引子 4-2-2 稳定性降低，从而在边界激变 BC1 处
消融于混沌吸引子；6-3-2 吸引子则在 SN3处出现，终

止于 BC1，因而其稳定性随 ω减小先增大后减小。结

合图 6（e）与图 6（g），在 BC2左侧，6-3-3 吸引子的吸引

域内部出现局部混沌吸引子吸引域，使得 6-3-3 吸引

子的稳定性受到影响，随ω减小逐渐降低。图 6（g）与

图 6（h）为周期倍化 PD4与擦边分岔GR5前后的吸引域

图。对比可见，系统吸引域结构没有明显变化，而吸

引子 2-1-0 的吸引域再次减小，1-1-1 吸引子的吸引域
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增大，原本处于 2-1-0吸引子几何中心位置的不稳定吸

引子U1-0-0转化为1-0-0。
图 7所示为上述所有吸引域对应共存吸引子的相

图与Poincaré映射。可见，随着ω的减小，吸引子 1-1-1
运动幅值越来越小，其稳定性不断增强；吸引子 1-0-0
幅值变大，稳定性减弱。

图7　多吸引子共存的相图与Poincaré映射

Fig. 7　　Phase diagram and Poincaré mapping with coexistence of 

multiple attractors

由上分析可知，吸引子共存且分岔参数单向变化

时，参与分岔或吸引域内部出现局部吸引子，且幅值

变大的吸引子稳定性会降低；反之，稳定性会增强。

5　结论

本文考虑机械系统中由于材料特性以及外部扰

动等因素所产生的刚度时变特性，建立了单自由度含

间隙刚度时变振动系统动力学模型及 Poincaré 映射，

研究了时变刚度波动幅值比对系统动态特性的影响，

应用数值仿真和延拓打靶法对系统的共存吸引子的

分岔与稳定性进行了分析，得到以下主要结论：

1）时变刚度波动幅值比 k对系统的动力学特性

影响较大。其中 k值在［0. 47，0. 82］时，系统出现激

变、混沌、分岔与共存，系统的运动转迁相对复杂。在

其他参数合理的条件下，选择适当的材料与机械结构

去匹配时变刚度波动幅值比，可以有效地提升系统的

稳定性。

2）在部分参数影响下，鞍结分岔会引起系统出现

局部新吸引子，形成多吸引共存现象。出现的局部吸

引子不会随参数变化而逐渐稳定：若是终止于混沌，

就经边界激变湮灭；若是终止于鞍结分岔，就消融于

初始吸引子。

3）由鞍结分岔引起的不稳定吸引子都处在共存稳

定吸引子吸引域的接壤边界上；由周期倍化分岔引起

的不稳定吸引子都处在周期倍化后稳定吸引子的吸引

域几何中心位置。在吸引子共存且分岔参数单向变化

时，参与分岔或吸引域内部出现局部吸引子，且幅值变

大的吸引子稳定性会降低；反之，稳定性增强。
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Bifurcation and stability of coexistence attractors in a time-varying stiffness 

impact vibration system

WANG Xin1 KANG Kai1，2 JIN Hua1

(1. School of Mechanical Engineering, Lanzhou Jiaotong University, Lanzhou 730070, China)

(2. Urumqi Locomotive Depot of China Railway Urumqi Bureau Group Co., Ltd., Urumqi 830023, China)

Abstract: Considering the time-varying stiffness characteristics of mechanical systems, a single-degree-of-freedom time-

varying impact vibration system model with clearance stiffness was studied.  The dynamic model and Poincaré map were 

established, and numerical calculation methods were given.  The influence of the ratio of time-varying stiffness amplitudes on 

the dynamic response and characteristics of the system was analyzed using numerical simulation and the maximum Lyapunov 

exponent.  By combining multiple initial value bifurcation diagrams, attraction domains, phase diagrams, and Poincaré 

mapping diagrams, the evolution and bifurcation of coexisting attractors in the system were studied by applying the 

continuation shooting method.  When the bifurcation parameter changes and the system exhibits the coexistence phenomenon, 

the reasons for the appearance and disappearance of local attractors and the distribution mechanism of unstable attractors in the 

attraction domain before and after bifurcation are revealed.  The stability change rule of coexisting attractors is obtained.
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