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含孔层合板非协调广义混合元模型的层间应力分析
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摘要：为了研究含孔复合材料层合板的孔边应力集中现象，分析孔边区域层间应力的分布特点。以广义混合变分

原理为基础，建立不同铺层方式的含孔层合板广义混合有限元模型。将应力场变量分为层间应力和平面内应力，引入应

力边界条件，保证层间应力在层间连续、平面内应力在层间不连续的物理事实，分别从厚度方向和环向对层合板孔边的

层间应力进行分析。数值表明，与有限元软件Abaqus的 8节点三维实体非协调位移元结果做对照发现，利用非协调广义

混合元得到的应力奇异性结果更加准确，层合板上、下表面的应力始终与实际情况保持一致。研究认为，相较于位移元，

非协调广义混合元可以更有效地捕捉层间应力在层合板孔边的高应力梯度特性，为层合板的优化设计提供新思路。
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0　引言

复合材料在机械制造、航空航天等许多领域中应

用广泛，为了满足工程结构中的各种需要，复合材料

结构上通常会加工一个或多个孔洞，如螺栓孔、装配

孔等。在制孔过程中，孔边容易发生应力集中而引起

疲劳问题。这是由于复合材料层合板各个单层之间

的拉剪耦合系数和泊松比不匹配，其沿厚度方向的力

学性能不连续。为了保证层合板整体变形的协调性，

孔边会产生严重的层间应力，导致复合材料提前失

效。因此，通过建立有限元模型来分析含孔复合材料

板的最终失效强度具有重要价值，吸引了国内外学者

的广泛关注［1-5］。
CAMANHO等［6］建立了一种基于有限断裂力学的

含孔层合板拉伸强度预测模型，与传统的强度预测方

法相比，该模型的预测精度有所提高。杨洁［7］使用

Ansys软件对对称铺设的含孔层合板的层间应力进行

了分析，得到了其在孔边的分布规律。曾红燕［8］研究

了在低温环境下复合材料孔边的层间应力，并分析了

体积分数和温度对层间应力分布特点的影响。

SANTOS等［9］研究了碳纤维复合材料开孔层合板在承

受面外冲击载荷时的损伤过程。JOSEPH等［10］建立了

I2CBM有限元模型，对碳纤维复合材料开孔层合板在

拉伸/压缩过程中的渐进损伤过程进行了研究，分析了

层合板的应力分布，并与试验结果取得了良好的一致

性，揭示了复合材料开孔层合板在拉伸过程中的渐进

损伤机制。GLIESCHE等［11］对碳纤维复合材料含孔层

合板的主应力分布进行了分析，进而设计了变角度牵

引铺缝（Variable Angle Tow Placement, VAT）补强结构

的纤维轨迹。ZHU 等［12］开发了用椭圆形及圆形 VAT 
补强结构对开孔碳纤维层合板进行粘接补强的方法，

并根据孔周主应力方向对补强片纤维轨迹进行了设

计。VIDAL 等［13］提出了一种变量分离方法，将 x⁃y平

面内的变量和厚度 z方向变量分开求解，在二维平面

内采用 8 节点位移元进行离散，厚度方向采用 4 阶分

层理论求解，对不同位置、大小的孔的层合板的层间

应力分布进行了研究，由于变量分离使得问题的维度

降低，有效降低了计算成本。

然而，以上提到的数值方法均不能同时求解得到

连续的位移和应力结果，并且难以引入应力边界条

件。这是由于基于最小势能原理的位移有限元法仅

包含位移场变量，求解应力时，需要首先对最佳应力

点处的位移求微分，经应力外推和应力磨平处理后得

到的节点应力精度差。

近年来，广义混合元得到了进一步的发展。QING
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等［14-16］提出了非协调广义混合元，有效提高了应力结

果的收敛速度。王聿航等［17］将非协调广义混合元应

用于压电层合板的静力学分析中，并使用部分混合元

来避免层间应力的“超连续”问题。王燮等［18］利用部

分混合元建立了复合材料层合板的有限元模型，对自

由边界附近的高应力梯度特性进行了有效分析。杨

立洲等［19］将非协调广义部分混合元模型应用于变刚

度层合板，分析了纤维铺设角度与变刚度层合板平面

内位移场之间的关系。LEZGY-NAZARGAH等［20］提出

了一种低自由度的 4 节点四边形部分混合元，用于

Winker-Pasternak 弹性地基上功能梯度材料板的静力

学和自由振动分析，所得数值解的收敛速度快，且对

网格畸变不敏感。

目前国内外利用广义混合元对复合材料层合板

层间应力研究得较少。为了准确分析含孔复合材料

层合板孔边处的层间应力，本文建立了含孔层合板广

义混合元模型，利用广义混合元能够同时引入应力和

位移边界条件的特点，分别从厚度方向和环向对孔边

的层间应力进行了分析和讨论。

1　非协调广义部分混合变分原理

设有限元模型体积为 V，表面积为 S，广义混合变

分原理［21］为

ΠGHR (σ,u ) = - 1
2 (1 - α ) ∫

V
σTC-1σdV +

(1 - α ) ∫
V
σT (∇u )dV +

1
2 α ∫V (∇u ) TC (∇u )dV - ∫

Sσ
T̄ TudS （1）

式中，σ为应力，σ = [σ13 σ23 σ33 σ11 σ22 σ12 ]
T
；

C 为 弹 性 材 料 的 刚 度 系 数 矩 阵 ；u为位移，u =
[ u1 u2 u3 ]T；α为分裂因子；∇为微分算子；T̄为 [ Sσ ]上施

加的已知载荷，T̄ = [ T̄1 T̄2 T̄3 ]T。
ΠGHR 属于多变量变分原理，控制方程中同时包含

了位移场变量 u和应力场变量σ。一方面，ΠGHR 可以

方便地引入位移边界条件和应力边界条件；另一方

面，应力可以从控制方程中直接求解，且自然连续。

这样避免了位移元求解应力时需先对位移求偏微分，

再进行应力磨平的问题，减少了计算量以及对位移求

偏微分所引入的误差。

利用 8节点六面体非协调单元［22］建立含孔复合材

料层合板广义混合元模型。非协调项的引入使位移

场函数增加了二次项，有利于消除剪切自锁现象。对

位移场和应力场分别进行离散，位移 u和应力σ可分

别表示为

u = Ndqe + N rre （2）

σ = Ns pe （3）
式中，Nd 和N r 分别为位移形函数的协调项和非协调

项；Ns 为应力形函数；qe 和 pe 分别为节点位移和节点

应力；re为单元内部节点的非协调位移。

将式（2）、式（3）代入式（1），可得

ΠGHR ( pe,qe,re ) = ∑
1

n [ (- 1
2 (1 - α ) pTeKpp pe +

          (1 - α ) pTeKpqqe + (1 - α ) pTeKprre + α
2 qTeKqqqe +

          α2 r Te K Tqrqe + α
2 qTeKqrre + α

2 r Te K rrre - qTe fe ] （4）
式中，n为单元个数；Kpp = ∫

Ve
N T

s C-1N sdV；Kpq =
∫
Ve
N T

s (∇Nd )dV；Kpr = ∫
Ve
N T

s (∇N r )dV；Kqr =
∫
Ve

(∇Nd )TC (∇N r )dV；Kqq = ∫
Ve

(∇Nd )TC (∇Nd )dV；K rr =
∫
Ve

(∇N r )TC (∇N r )dV；fe = ∫
Sσ

(T̄ TNd )TdS。
对式（4）中的节点应力 pe，节点位移 qe，非协调位

移 re分别进行变分，可得

-(1 - α )Kpp pe + (1 - α )Kpqqe + (1 - α )Kprre = 0   （5a）
(1 - α )K Tpq pe + αKqqqe + αKqrre - fe = 0   （5b）
αK rrre + (1 - α )K Tpr pe + αK Tqrqe = 0   （5c）

由式（5c）可得

re = - 1 - α
α K -1rr K Tpr pe - K -1rr K Tqrqe （6）

将式（6）代入式（5a）和式（5b）可得

-(1 - α ) [ Kpp + 1 - α
α KprK -1rr K Tpr ] pe +

    (1 - α ) [ Kpq - KprK -1rr K Tqr ] qe = 0 （7）
(1 - α ) [ K Tpq - KqrK -1rr K Tpr ] pe + α [ Kqq - KqrK -1rr K Tqr ] qe = fe

（8）
联立式（7）和式（8）可得

é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
ú-(1 - α )κpp (1 - α )κpq

(1 - α )κTpq ακqq

ì
í
î

ü
ý
þ

pe
qe

= { }0
fe

（9）
式中，

κpp = Kpp + 1 - α
α KprK -1rr K Tpr （10）

κpq = Kpq - KprK -1rr K Tqr （11）
κqq = Kqq - KqrK -1rr K Tqr （12）

式（9）为全混合元列式，由于不同铺层材料参数

的区别，因此，平面内应力在不同铺层之间并不连续。

为了克服这一缺点，对式（9）进行处理。

将式（9）中的节点应力pe分为层间应力po和平面内

应力p i，分别为po = [ σ13 σ23 σ33 ]T，p i = [ σ11 σ22 σ12 ]T，

则式（9）中第1个方程可表达为

125



2025 年机 械 强 度

( )-A11 -A12-A21 -A22

ì
í
î

ü
ý
þ

po
p i

+ ( )κpqoqe
κpqiqe

= 0 （13）
已知式（13）中A22可逆，则平面内应力 p i可表示为

p i = -A-122 A21 po + A-122κpqiqe （14）
将式（14）代入式（9），则有限元控制方程中只包

含位移场变量和层间应力场变量，即

é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
ú(α - 1)Λpp (1 - α )Λpq

(1 - α )ΛTpq αΛqq

ì
í
î

ü
ý
þ

po
qe

= { }0
fe

（15）
式中，Λpp = A11 - A12A-122 A21；Λpq = κpqo - A12A-122κpqi；Λqq =
κqq + 1 - α

α κTpqiA-122κpqi。

FELIPPA［23-24］就广义混合元中分裂因子 α的取值

问题，提出了基于误差分析理论的中值法，即假设精

确解位于位移有限元法和应力有限元法所求数值结

果的正中间，推导出 α值取 0. 75 时，具有广泛的适用

性。因此，在以下算例中，α均取值0. 75。
2　算例分析

2. 1　含孔层合板的广义混合元模型

考虑石墨/环氧树脂复合材料层合板，采用与文

献［25］763-777一致的含孔层合板模型，如图1所示。板的

边长为 a，宽为 b，板厚为 h，圆孔直径为 ϕ。其中，a=
20h=254 mm；b=16h=203. 2 mm，h=ϕ=12. 7 mm。4层对

称层合板，各层厚度相同。受单位单轴拉伸载荷为σ0 =
1 MPa。0°层的材料属性分别为弹性模量E11=145 GPa；
E22=10. 7 GPa；E33=10. 7 GPa；剪切模量G12=4. 5 GPa；G13=
4. 5 GPa；G23=3. 6 GPa；泊 松 比 ν 12=0. 31；ν 13=0. 31；

ν23=0. 49。

图 2所示为含圆孔层合板 x⁃y平面的网格模型，网

格总数为 576。另外，对于只有 0°和 90°铺层的层合板

而言，可以采用1/4模型分析该问题，降低计算成本。

图 3所示为受单轴拉伸载荷的含孔复合材料层合

板模型。由于厚度方向的材料属性不连续，层间应力

会在厚度方向出现剧烈变化，所以，分别对不同铺层

状态、厚度方向网格数量不同的层间应力分布结果进

行了分析。

2. 2　圆孔厚度方向的层间应力分布

为了准确获得含孔层合板厚度方向的层间应力

分布，对图 1中 θ=0°、30°、45°、60°、90°这 5个位置的层

间应力结果进行讨论。利用非协调广义部分混合元

分别对［0°/90°］s和［45°/−45°］s含圆孔层合板孔边的应

力分布状态进行研究，分析沿厚度方向不同网格数量

（图 4中的 n）下的层间应力结果，并与Abaqus软件的 8
节点三维实体非协调位移元（NCSE8）厚度方向划分

32个网格（n=32）的结果进行对比。

图 4~图 8分别展示了［0°/90°］s层合板圆孔周向不

同位置的层间应力沿厚度方向（即 z 方向，从 0~
12. 7 mm 变化，用 hz表示）的分布。由图 4~图 8 可知，

由于材料属性的不连续，层间应力的方向和大小不断

变化，与 NCSE8 计算结果的变化趋势有较好的一致

性，其中层间正应力σzz的大小、方向关于材料对称面

对称；层间剪应力σxz、σyz的大小、方向关于材料对称面

反对称。所有层间应力均先随着转角 θ增加而逐渐增
图1　含孔层合板模型及坐标系

Fig. 1　　Model and coordinate system of the laminate with a hole

图2　含圆孔层合板 x-y平面的网格模型

Fig. 2　　Mesh model of x-y plane of the laminate with a hole

图3　含孔层合板单轴拉伸载荷模型

Fig. 3　　Uniaxial tensile load model of the laminate with a hole
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加，在 θ=45°~60°时达到峰值，然后逐渐减小，至 θ=90°
时最小。随着厚度方向网格数 n的增加，广义混合元

对应力峰值的预测结果有效改善。n=8时应力结果仍

存在小幅度的振荡情况，且应力峰值的预测并不准

确，但在 n=16 时的结果已和 Abaqus 软件结果有较好

的一致性，应力曲线的变化情况得到了良好的改善。

另外，由非协调广义部分混合元分析含孔层合板的层

间应力时，所得层合板上、下表面的层间应力值始终

与实际情况一致。然而，传统位移元不具备这样的

优点。

图 9~图 13所示分别为［45°/−45°］s层合板在 θ=0°、
30°、45°、60°、90° 这 5 个位置的层间应力沿厚度方向

分布情况。层间剪应力σxz和σyz的大小、方向关于材

料对称面反对称；层间正应力σzz大小、方向关于材料

对称面对称。层间剪应力σxz和σyz的值在厚度方向发

生了剧烈变化，随着转角 θ变化，σxz的值逐渐增大，大

约在 θ=90°位置达到峰值。在角度变化过程中，非协

调广义部分混合元的层间剪应力σxz和σyz的结果始终

与非协调位移元有较好的一致性，在 n=16时就保证了

与 n=32的非协调位移元结果有相当的精度。另外，在

计算层间正应力σzz时，σzz的值不断减小直至反向，非

协调广义部分混合元始终保证了边界应力值与实际

值的一致性，有效预测了厚度方向层间正应力随转角

θ的变化过程。然而，非协调位移元难以保证边界应

力值的正确性。

2. 3　圆孔环向的层间应力分布

选取如图14所示的层合板界面1、界面2、界面3这

3个层间界面位置，对［0°/90°］s层合板在圆孔环向的应

（a）σxz分布

（a）σxz distribution
（b）σyz分布

（b）σyz distribution
（c）σzz分布

（c）σzz distribution
图4　［0°/90°］s层合板层间应力在 θ=0°处沿厚度方向的分布

Fig.  4　　Distribution of the interlaminar stress at θ=0° along the thickness of ［0°/90°］s laminate

（a）σxz分布

（a）σxz distribution
（b）σyz分布

（b）σyz distribution
（c）σzz分布

（c）σzz distribution
图5　　［0°/90°］s层合板层间应力在 θ=30°处沿厚度方向的分布

Fig. 5　　Distribution of the interlaminar stress at θ=30° along the thickness of ［［0°/90°］s laminate
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（a）σxz分布

（a）σxz distribution
（b）σyz分布

（b）σyz distribution （c）σzz分布

（c）σzz distribution
图6　［0°/90°］s层合板层间应力在 θ=45°处沿厚度方向的分布

Fig. 6　　Distribution of the interlaminar stress at θ=45° along the thickness of ［0°/90°］s laminate

（a）σxz分布

（a）σxz distribution
（b）σyz分布

（b）σyz distribution
（c）σzz分布

（c）σzz distribution
图7　［0°/90°］s层合板层间应力在 θ=60°处沿厚度方向的分布

Fig. 7　　Distribution of the interlaminar stress at θ=60° along the thickness of ［0°/90°］s laminate

（a）σxz分布

（a）σxz distribution
（b）σyz分布

（b）σyz distribution
（c）σzz分布

（c）σzz distribution
图8　［0°/90°］s层合板层间应力在 θ=90°处沿厚度方向的分布

Fig. 8　　Distribution of the interlaminar stress at θ=90° along the thickness of ［0°/90°］s laminate
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（a）σxz分布

（a）σxz distribution
（b）σyz分布

（b）σyz distribution
（c）σzz分布

（c）σzz distribution
图9　［45°/−45°］s层合板层间应力在 θ=0°处沿厚度方向的分布

Fig. 9　　Distribution of the interlaminar stress at θ=0° along the thickness ［45°/-45°］s laminate

（a）σxz分布

（a）σxz distribution
（b）σyz分布

（b）σyz distribution
（c）σzz分布

（c）σzz distribution
图10　［45°/−45°］s层合板层间应力在 θ=30°处沿厚度方向的分布

Fig. 10　Distribution of the interlaminar stress at θ=30° along the thickness ［45°/−45°］s laminate

（a）σxz分布

（a）σxz distribution
（b）σyz分布

（b）σyz distribution
（c）σzz分布

（c）σzz distribution
图11　［45°/−45°］s层合板层间应力在 θ=45°处沿厚度方向的分布

Fig. 11　　Distribution of the interlaminar stress at θ=45° along the thickness ［45°/−45°］s laminate

129



2025 年机 械 强 度

力分布情况进行分析。列出不同厚度方向网格数量 n

的非协调广义部分混合元的计算结果，以及厚度方向

划分32个网格（n=32）时，非协调位移元的计算结果。

图14　层合板的材料界面

Fig. 14　　Material interface of the laminate

图 15~图 17 所示为层间应力 σxz、σyz、σzz 在［0°/
90°］s层合板界面 1、界面 2、界面 3 的应力分布结果。

由于层合板形状和材料属性的对称性，在界面 1和界

面 3层间应力值在相同角度的位置等大反向。另外，

σxz 和 σzz 沿圆孔环向 θ=180°位置对称分布，σyz 沿 θ=
180°位置反对称分布。在层合板对称面（界面 2）处，

σxz、σyz的值始终为 0。非协调广义部分混合元的应力

分布结果和非协调位移元一致性较好，层间正应力σzz

在界面 1 和界面 3 的 θ=90°和 270°的位置达到峰值。

层间剪应力 σxz、σyz在界面 1 和界面 3 的 θ=60°、120°、
240°和 300°达到峰值。当 n=8 时，随着厚度方向网格

数量 n的提升，层间应力峰值的计算结果逐渐趋近于

真实情况。在n=16时，应力变化情况已经与NCSE8相

当一致。

3　结论

本文建立了含孔复合材料层合板的非协调广义

混合有限元模型，利用广义混合元控制方程包含位移

场变量和应力场变量、无需应力恢复及额外的数值稳

定技术、求解应力精度高的特点，分别从厚度方向和

（a）σxz分布

（a）σxz distribution
（b）σyz分布

（b）σyz distribution
（c）σzz分布

（c）σzz distribution

图12　［45°/−45°］s层合板层间应力在 θ=60°处沿厚度方向的分布

Fig. 12　　Distribution of the interlaminar stress at θ=60° along the thickness ［45°/−45°］s laminate

（a）σxz分布

（a）σxz distribution
（b）σyz分布

（b）σyz distribution
（c）σzz分布

（c）σzz distribution

图13　［45°/−45°］s层合板层间应力在 θ=90°处沿厚度方向的分布

Fig. 13　　Distribution of the interlaminar stress at θ=90° along the thickness ［45°/−45°］s laminate
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环向研究了［0°/90°］s和［45°/−45°］s含孔层合板的孔边

应力分布状态，通过与有限元软件Abaqus的 8节点三

维实体非协调位移元结果做对比，验证了本文方法的

有效性。得到主要结论如下：

（a）界面1
（a） Interface 1

（b）界面2
（b） Interface 2

（c）界面3
（c） Interface 3

图15　σxz在［0°/90°］s层合板各界面的环向分布

Fig. 15　　Circumferential distribution of σxz at each interface of ［［0°/90°］s laminate

（a）界面1
（a） Interface 1

（b）界面2
（b） Interface 2
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（c）界面3
（c） Interface 3

图16　［0°/90°］s层合板σyz各界面的环向分布

Fig. 16　　Circumferential distribution of σyz at each interface of ［［0°/90°］s laminate

（a）界面1
（a） Interface 1

（b）界面2
（b） Interface 2

（c）界面3
（c） Interface 3

图17　［0°/90°］s层合板σzz各界面的环向分布

Fig. 17　　Circumferential distribution of σzz at each interface of ［0°/90°］s laminate

1）本文方法符合层间应力在层间连续、平面内应

力在层间不连续的客观事实，能够有效地捕捉孔边的

高应力梯度特性，并且精度优于位移元。

2）非协调广义混合有限元能够引入应力边界条

件，在稀网格和密网格下，层合板上、下表面的层间应

力都始终与实际情况保持一致，更有利于分析层间应

力的分布规律。

3）结合圆孔厚度方向和环向的应力分布，与非协

调位移有限元相比，非协调广义混合元分析得到的层

间应力分布更加集中于层合板材料属性的变化位置，

能更加显著、准确地反映应力奇异性情况，为层合板

的优化设计提供了新的思路。
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Interlaminar stress analysis of incompatible generalized mixed element 

model for composite laminates with a hole

QING Guanghui1 WANG Yonggang1 WANG Xie2

(1.  College of Aeronautical Engineering, Civil Aviation University of China, Tianjin 300300, China)

(2.  Shanghai Aircraft Design & Research Institute, Shanghai 201210, China)

Abstract: In order to investigate the stress concentration phenomenon and analyze the distribution characteristics of the 

interlaminar stress in the hole edge region of composite laminates.  Based on the generalized mixed variational principle, the 

generalized mixed finite element model for laminated plates with various stacking modes were established.  The stress field 

variables were divided into the interlaminar stress and the in-plane stress, with the introduction of stress boundary conditions to 

ensure the physical continuity of interlaminar stresses between layers and the discontinuity of in-plane stresses between layers.  

The interlaminar stresses at the edge of the laminated plate hole were respectively analyzed through the thickness direction and 

the circumferential direction.  Numerical examples demonstrated that the incompatible generalized mixed element could obtain 

more accurate stress singularity results than the 8-node three-dimensional solid incompatible displacement element results 

solved by the finite element software Abaqus.  Stresses on both upper and lower surfaces of the laminated plate consistently 

reflected actual situations.  The research indicates that compared with the displacement element, the incompatible generalized 

mixed element can more effectively capture the high stress gradient of the interlaminar stresses at the edge of the laminated 

plate hole, which provides a new idea for the optimal design of the laminate.

Key words: Laminated composites; Interlaminar stress; Incompatible generalized mixed element; Stress boundary 

condition; Stress singularity
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