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改进Tikhonov正则化方法的载荷识别与结构响应重构

高可乐 殷 红 彭珍瑞

（兰州交通大学 机电工程学院，兰州 730070）

摘要：为提高载荷识别与结构响应重构的精度及效率，提出了一种同时考虑传递矩阵误差和测量误差的改进

Tikhonov正则化方法。首先，通过结构动力学模型构建状态空间方程和传递矩阵，得到结构载荷和响应的重构方程；其

次，利用截断随机奇异值分解方法计算测点位置的近似传递矩阵，同时结合总体最小二乘法（Total Least Squares Method, 

TLSM）和传统Tikhonov正则化方法识别载荷，再通过待重构位置的传递矩阵重构未知响应；最后，分别对二维桁架和简

支梁进行数值仿真和试验分析，验证所提方法的有效性。结果表明，相较于传统Tikhonov正则化方法，所提方法可在保

证重构精度的同时提升重构效率。
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0　引言

准确获取结构所受外载荷和各类型响应数据对

于评估土木结构和机械设备的安全性与耐久性至关

重要。然而，由于受到经济条件、测试条件及现场环

境条件的制约，大多数情况下都难以获得结构完整的

监测数据［1-2］。因此，利用有限传感器的测量响应对载

荷及未测量响应进行重构具有重要意义。

近年来，学者们提出了许多基于结构有限测量响

应重构未测量响应的方法。这些方法主要包括卡尔曼

滤波（Kalman Filter, KF）类方法［3-4］，经验模态分解

（Empirical Mode Decomposition, EMD）方法［5-6］及基于传

递率或传递矩阵的方法［7］29-35［8］501-508［9］952-968［10］041010。其中，

基于传递率或传递矩阵的结构响应重构方法应用最

为广泛，其基本原理是基于已知测量响应和未知响应

之间的传递矩阵，重构未测量位置的动态响应数据。

传递率最先针对单自由度系统提出，之后扩展到

多自由度系统并成功应用于结构位移响应重构

中［7］29-35。起初，KAMMER［8］501-508提出了一种基于传递

矩阵和部分测量信息的响应重构方法，用于反演无法

安装传感器位置的动态响应。之后，LAW 等［9］952-968将

位移传递率推广到加速度传递率，并将这种传递率方

法应用于子结构的响应重构中。LI等［10］041010将传递率

方法从频域扩展到小波域，利用离散小波变换，对结

构和子结构系统的未知响应进行了重构。

应用基于传递率或传递矩阵的响应重构方法，需

要先获得结构所受外载荷，而在实际应用中，外载荷

通常是不可获知的。因此，有必要同时考虑载荷识别

及响应重构这两方面的问题。LIU等 ［11］通过状态空间

模型推导了结构的传递矩阵，并结合稀疏正则化方法

降低了传递矩阵的病态性，实现对结构外载荷和未测

量响应的重构。LIU等［12］通过 Tikhonov正则化结合截

断广义奇异值分解的组合正则化方法改善传递矩阵

的病态性，并基于有限应变测量信息识别电池组的负

载。王娟等［13］460-466结合部分测点的动态响应和传递矩

阵重构其他未测量位置处的响应，并采用正则化方法

改善重构方程的不适定性。缪炳荣等［14］结合实际算

例，通过混合正则化方法降低传递矩阵的病态性，提

高了载荷识别的精度。然而，若通过以上方法获得较

为精确的重构结果，需要建立较高精度的有限元模型

并且在载荷识别过程中计算量较大。

针对以上问题，本文利用加速度传感器获取小样

本的测量数据，提出一种同时考虑传递矩阵误差和测

量误差的改进 Tikhonov正则化方法。首先，基于状态

空间模型得到结构载荷识别及响应重构方程。其次，

采用截断随机奇异值分解（Truncated Randomized 
Singular Value Decomposition, TRSVD）方法提高传递

矩阵的分解效率，并结合总体最小二乘法（Total Least 
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Squares Method, TLSM）和 Tikhonov正则化方法对载荷

进行识别，进而实现对结构未测量位置响应的重构。

最后，对二维桁架和简支梁分别进行数值仿真和试验

分析，验证了所提方法的可行性。

1　理论背景

1. 1　状态空间模型

在载荷作用下，结构的运动方程可表示为

Mẍ ( t ) + Cẋ ( t ) + Kx ( t ) = LF ( t ) （1）
式中，M、C、K分别为结构的质量、阻尼、刚度矩阵；

ẍ ( t )、ẋ ( t )、x ( t ) 分别为 t时刻结构的加速度、速度、位移

响应；L为载荷的映射矩阵；F ( t ) 为 t时刻结构的载荷

向量。

引入状态向量 z ( t ) = [ x ( t ) ẋ ( t ) ]T，将式（1）表示

为连续时间状态空间模型：

ż ( t ) = Ac z ( t ) + BcLF ( t ) （2）
式中，Ac = é

ë
êêêê ù

û
úúúú0 I

-M-1K -M-1C
；Bc = é

ë
êêêê ù

û
úúúú0

M-1 ；c表示连续

系统。

t时刻结构的响应向量Y ( t ) 可表示为

Y ( t ) = Ga ẍ ( t ) + Gv ẋ ( t ) + Gdx ( t ) （3）
式中，Ga、Gv、Gd 分别为加速度、速度、位移的输出影响

矩阵。

结合式（2）和式（3）可得

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

Y ( t ) = Gz ( t ) + DLF ( t )
G = [Gd - GaM-1K    Gv - GaM-1C ]
D = GaM-1

（4）

将式（2）、式（4）表示成离散时间状态空间方程：

ì
í
î

z (k + 1) = Az (k ) + BLF (k )
Y (k ) = Gz (k ) + DLF (k ) （5）

式中，k = 0、1、2、…、p，p 为采样点数；A = eAcΔt；B =
[ A - I ] (Ac )-1Bc。

在零初始条件下，式（5）经过迭代运算后可简

化为

Y = HF （6）
式中，Y为结构全部响应向量组合；H为结构全部载荷

向量组合；F为结构载荷矩阵。其表达式分别为

Y = [ ]Y (1) Y (2) Y (3) ⋯ Y ( p ) T
（7）
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úDL 0 0 ⋯ 0
GBL DL 0 ⋯ 0
GABL GBL DL ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
GAp - 2BL GAp - 3BL ⋯ GBL DL

（8）

F = [ ]F (1) F (2) F (3) ⋯ F ( p ) T
（9）

1. 2　载荷识别和响应重构方程

式（6）描述了已知载荷求解系统响应的正问题。

而在载荷识别问题中，载荷F未知。假设结构可测量位

置处的真实响应和传递矩阵分别为Y m和Hm，需要重构

位置处的真实响应和传递矩阵分别为Y r和H r，则有

Y m
(Nm × p ) × 1 = H m

(Nm × p ) × (NF × p )F (NF × p ) × 1 （10）
Y r

(N r × p ) × 1 = H r
(N r × p ) × (N F × p )F (N F × p ) × 1 （11）

式中，Nm、N r 分别为结构测量自由度数和重构自由度

数；N F 为外载荷的数量。

直接利用最小二乘法求解式（10）可能会因为Hm

中小奇异值的作用而放大实测响应噪声的影响，进而

降低载荷识别精度。为提高载荷识别精度并降低方

程的不适定性，一般采用正则化方法求解。

通过式（10）求得载荷后，代入式（11）即可求得需

要重构位置处的响应。

2　载荷识别的改进正则化方法

2. 1　总体最小二乘法

相较于传统的最小二乘法，TLSM不仅能够考虑到

方程中因变量的误差，还能考虑到系数矩阵的误差。

工 程 实 际 中 ，一 般 难 以 准 确 获 得 Y m 和 Hm。
Tikhonov 正则化方法建立在传统最小二乘法的框架

下，若实际得到的传递矩阵和测量响应含有较大误

差，采用传统 Tikhonov正则化方法会导致载荷识别精

度大幅降低。因此，引入 TLSM 同时考虑这两方面误

差，可有效提高载荷的识别精度［15］。同时考虑传递矩

阵误差及测量误差，式（6）可表示为

ì
í
î

ïï

ïïïï

Y real = H realF
H real = Hm + ΔH
Y real = Y m + ΔY

（12）
式中，ΔH、ΔY分别为传递矩阵误差和测量误差；H real、
Y real分别为实际得到的传递矩阵和测量响应。

根据 TLSM 理论［16］，未知载荷可表示为下列无约

束优化问题的解，即

min||(ΔH , ΔY )||2F （13）
式中，||·||F为Frobenius范数。

2. 2　截断随机奇异值分解

TRSVD是一种近似奇异值分解方法，它在截断奇

异 值 分 解（Truncated Singular Value Decomposition, 
TSVD）中引入随机采样方法，在保证计算精度的同

时，显著降低计算复杂度［17］。TRSVD具体步骤如下：

1） 产生随机矩阵 S (N F × p ) × s，其中 s为随机矩阵的

列数。

2）将H real降维：

Z (Nm × p ) × s = H real
(Nm × p ) × (N F × p )S (NF × p ) × s （14）

3）提取Z的正交基Q、R：

Z (Nm × p ) × s = Q (Nm × p ) × sR s × s （15）
4）计算目标矩阵B'：
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B' s × (NF × p ) = QT
(Nm × p ) × sH

real
(Nm × p ) × (NF × p ) （16）

5）对B'奇异值分解：

B' s × (NF × p ) = W s × sΣ s × (NF × p )V
T
(NF × p ) × (NF × p ) （17）

式中，W、V分别为B'的左、右奇异矩阵；Σ为B'的奇异

值矩阵。

6）计算近似传递矩阵H K：

ì
í
î

ïï
ïï

H K
(Nm × p ) × (N F × p ) ≈ U (Nm × p ) × KΣK × KV T

(NF × p ) × K
U (Nm × p ) × K = Q (Nm × p ) × KWK × K

（18）
式中，K为截断参数，K < s，其值越小，计算效率越高。

2. 3　改进Tikhonov正则化方法

TSVD 和 Tikhonov 正则化方法都是常见的正则化

方法。前者通过保留部分较大的奇异值及其对应的

奇异向量并结合观测向量进行独立求解，求解步骤相

对简单；后者通过在最小化目标函数中引入正则化项

并结合一定的正则化参数选择方法获得稳定的解，求

解精度相对较高。

为同时考虑载荷识别的精度和效率问题，通过结

合TRSVD和融合TLSM的Tikhonov正则化方法可实现

两者的优势互补，即利用TRSVD舍弃小奇异值对识别

结果的影响，加快奇异值分解效率并提高识别精度，

同时利用融合 TLSM的 Tikhonov正则化方法提高解的

稳定性并进一步提升识别精度。结合式（13），改进的

Tikhonov正则化方法可表示为

ì
í
î

min ||ΔH||2F + ||ΔY||22 + λ||F||22
s.t.  (Hm + ΔH )F = Y real （19）

式中，λ为正则化参数；||·||2为L2范数。

求解以上最小化问题，ΔH、ΔY可表示为

ΔY = H KF - Y real

||F||22 + 1
ΔH = - (H KF - Y real )FT

||F||22 + 1
（20）

将式（20）代入式（19），可得改进方法的目标函

数为

min { (H KF - Y real )2

||F||22 + 1 + λ||F||22 } （21）
结合式（18）求解式（21），识别载荷F id可表示为

F id = ∑
j = 1

K σ2
j

σ2
j + λ I + λL

uT
j Y real

σ j
ν j （22）

式中，σ j为H K的奇异值；u j、ν j分别为H K的左、右奇异

向量；λL 为正则化参数，其最优值可通过 L曲线确定；

λ I可表示为

λ I = - ||Y real - H KF id||221 + ||F id||22
（23）

结合式（22）、式（23），本文所提出的改进算法具

体步骤如图1所示。

3　数值算例

为验证改进算法的有效性，选取二维桁架进行数

值仿真分析，如图 2 所示。该结构共有 36 个单元，16
个节点以及 29个自由度，横截面积为 1 cm2，质量密度

为 7 800 kg/m3，弹性模量为 210 GPa。在桁架两端（第

1节点和第 15节点）分别施加固定约束和简支约束，分

析过程中只考虑Y向自由度。

图2　二维桁架结构

Fig. 2　Two-dimensional truss structure

图1　改进Tikhonov正则化流程

Fig. 1　Flow chart of the improved Tikhonov regularization
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在第 2 节点 Y方向施加如式（24）所示的正弦载

荷［13］460-466，采样频率为 1 000 Hz，采样时间为 1 s，提取

第 2、8、13节点的加速度响应作为测量响应，分别重构

载荷F、第 4节点的速度响应、第 5节点的位移响应以

及第10节点的加速度响应。载荷表达式为

F = 50sin (350πt ) + 35sin (500πt + 0.6π) +
10sin (800πt + 0.6π) （24）

为考虑传递矩阵误差及测量误差的影响，在Y m 和

Hm中均添加同等级的随机白噪声以模拟实际情况：

ì
í
î

Y real = Y m + afstd (Y m )Rnoise
H real = Hm + afstd (Hm )Rnoise

（25）
式中，a为噪声等级； fstd（·）为标准差函数；Rnoise 为期望

为0、方差为1的随机噪声。

当噪声等级为 5% 时，载荷识别及响应重构结果

如图 3所示。由图 3可知，真实值与重构值吻合较好，

说明所提方法对载荷及未知响应进行了有效重构。

（a）载荷识别结果

（a） Load identification result

（b）第4节点速度响应

（b） Velocity response at node 4th

（c）第5节点位移响应

（c） Displacement response at node 5th

（d）第10节点加速度响应

（d） Acceleration response at node 10th 

图3　载荷及响应的真实值与重构值对比

Fig. 3　Comparison of true and reconstructed values of load and 
response

为验证改进 Tikhonov 正则化方法相比于传统

Tikhonov正则化算法在重构精度方面的优势，在不同噪

声等级下对载荷及上述未测量响应进行重构，其误差

如表1所示。载荷与响应的相对误差指标分别定义为

EL = ||F id - F||2
||F||2

× 100% （26）
ER = ||Y id - Y r||2

||Y r||2
× 100% （27）

式中，EL、ER 分别为载荷和响应的相对误差；Y id 为重构

响应。

由表 1可知，随着噪声等级的逐渐增大，改进方法

和传统方法对于载荷识别及响应重构精度均呈现出下

降的趋势。但相对于传统方法，改进方法更加稳定，即

使在较高等级的噪声干扰下，载荷以及未测量位置处

各类型响应的重构精度均在可接受范围之内。

为验证改进方法在载荷识别时具有更高的计算

效率，设定噪声等级为 10%，在保证识别误差不超过

15%的前提下，分别利用不同长度的加速度测量响应

对两种方法的计算时长进行对比。测试环境为 Intel 
Core i5-8265U 处理器，8 GB 内存，基于 Matlab 2018b
软件环境采用 M 语言编写算法。两种方法的计算时

表1　不同噪声等级下载荷及各响应重构相对误差

Tab. 1　Relative errors of load and each response reconstruction
under different noise levels %  

改进方法
Improved 

method

传统方法
Traditional 

method

噪声水平
Noise

level/%

3
5

10
3
5

10

载荷
Load

4.40
5.72
9.09
5.37
7.55

12.99

第5节点
位移

Displacement
 at node 5th

8.34
14.75
24.22
12.84
17.38
30.40

第4节点
速度

Velocity
at node 

4th
3.06
5.03

10.08
4.21
6.47

11.68

第10节点
加速度

Acceleration
at node 

10th 
2.57
4.02
8.54
3.81
5.56

10.52
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长如表 2所示。

由表 2可知，相对于传统方法，在保证载荷识别精

度的同时，对于相同长度的测量数据，改进方法的计

算效率明显提升。

综上所述，相比于传统Tikhonov正则化方法，所提

方法在同时考虑传递矩阵误差和测量误差的情况下，

对于提升载荷识别和响应重构的精度及效率具有更

好的效果。

4　试验验证

在实际工程应用中，很多结构都可以简化成简支

梁。为验证所提方法在冲击载荷作用下载荷识别及响

应重构的有效性，采用以下简支梁进行试验分析，如图

4所示。简支梁尺寸为2 000 mm ×200 mm×10 mm，质量

密度为 7 800 kg/m3，弹性模量为 210 GPa，泊松比为

0. 3。将该结构划分为 20个单元，21个节点，在梁两端

（第 1节点和第 21节点）分别施加如图 5所示的固定约

束和简支约束，并仅考虑Y方向的振动。选取结构前5
阶模态振型为目标模态进行结构载荷识别与响应重

构，试验过程中所采用加速度传感器的型号为 ICP型的

INV9821；网络分布式采集仪的型号为 INV3062-C2；试
验所用弹性力锤的型号为MSC-3。

如图 6所示，在第 11节点Y方向施加锤击激励，采

样时间为 0. 5 s，采样频率为 4 000 Hz；在第 5、10、14节

点布置 3个加速度传感器，其中第 5、14节点为测量位

置，传感器采集的加速度响应用于识别载荷，第 10节

点为重构位置。由于在试验过程中无法获取不含误

差的载荷及待重构位置的真实响应，所以用测量值代

替真实值做重构效果对比。

载荷识别结果和10节点的加速度响应重构曲线如

图7所示。由图7可知，重构曲线和真实曲线吻合较好。

（a）载荷识别结果

（a） Load identification result

（b）第10节点加速度

（b） Acceleration response at node 10th

图7　载荷及响应的测量值与重构值对比

Fig. 7　Comparison of measured and reconstructed value of

load and response

载荷及第 10 节点加速度响应的重构效果如表 3
所示。所提改进方法无论是识别精度还是识别效率，

相较于传统方法均有不同幅度的提升。

两种方法载荷识别精度均不高但差异不明显，可

能是以下原因：①TRSVD在提高奇异值分解效率的同

时，可能会损失小部分数据，导致重构精度略有降低；

②改进方法只能降低但不可完全消除传递矩阵误差

以及测量误差的影响；③简支梁结构相对简单，传递

矩阵及测量响应中含有的误差相对较小。

表2　两种方法计算时长对比

Tab. 2　Comparison of the calculation time of the two methods s  

数据长度
Data length
改进方法

Improved method
传统方法

Traditional method

500

0.17

0.63

1 000

0.82

1.81

1 500

2.23

4.87

2 000

6.78

14.92

图5　边界约束条件

Fig. 5　Boundary constraint conditions

图4　简支梁试验

Fig. 4　Test of the simply supported beam

图6　传感器的布置

Fig. 6　Arrangement of sensors
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5　结论

提出了一种结合TRSVD及TLSM的改进Tikhonov
正则化方法，并通过二维桁架和简支梁证明了所提方

法的有效性。得出如下主要结论：

1）改进方法可在同时考虑传递矩阵误差及测量

误差时，仅利用有限测量加速度响应识别结构未知载

荷，并重构其他未测量位置的响应。

2）数值仿真分析和试验验证结果均证明了改进

方法可在保证载荷识别及响应重构精度的同时，提高

载荷识别的计算效率。

3） 在不同等级的噪声影响下，改进方法均能对

结构载荷和未知响应进行重构，说明此方法具有一定

的鲁棒性。
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表3　改进方法的效果对比

Tab. 3　Comparison of the effects of improved methods

方法
Method

改进方法
Improved method

传统方法
Traditional method

运行时间
Running 

time/s

1.76

6.95

相对误差
Relative error /%

载荷识别
Load 

identification
23.73

27.41

第10节点加速度
Acceleration at 

node 10th
7.28

9.25
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Improved Tikhonov regularization method for load identification and structural 

response reconstruction

GAO Kele YIN Hong PENG Zhenrui

(School of Mechanical Engineering, Lanzhou Jiaotong University, Lanzhou 730070, China)

Abstract: To improve the accuracy and efficiency of load identification and structural response reconstruction, an 

improved Tikhonov regularization method that simultaneously considers transfer matrix error and measurement error was 

proposed.  Firstly, the state space equation and transfer matrix were constructed through the structural dynamics model to 

obtain the reconstruction equation of the structural load and response.  Secondly, the truncated randomized singular value 

decomposition method was used to calculate the approximate transfer matrix at the locations of the measurement points, while 

the total least squares method (TLSM) and the traditional Tikhonov regularization method were combined to identify the load, 

and then the unknown response was reconstructed by the transfer matrix at the locations.  Finally, a numerical simulation and 

an experimental analysis were carried out for two-dimensional truss and simply supported beam to verify the proposed 

method.  The results show that compared with the traditional Tikhonov regularization method, the proposed method can 

improve the reconstruction efficiency while guaranteeing the reconstruction accuracy.
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