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复合材料蜂窝夹芯结构的逐层多尺度分析方法
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摘要：基于Reddy逐层理论（Reddy’s Layerwise Theory, RLWT）和O（1）均匀化方法，建立了复合材料蜂窝夹芯结构

的三尺度逐层多尺度分析方法（Layerwise Multiscale Analysis Method, LMAM），利用RLWT对复合材料层合板的宏观模

型进行离散，采用三维有限元建立由纤维和基体组成的微观单胞模型。数值算例中，对含夹杂立方块体进行数值模拟，

并与直接数值模拟（Direct Numerical Simulation, DNS）方法的模拟结果进行了对比，验证了 LMAM 方法的有效性。

LMAM也被用于计算和分析复合材料蜂窝夹芯结构的宏观、介观和微观应力分布。
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0　引言

复合材料夹芯结构由于其较高的比刚度和比强度，

越来越多地应用于航空航天、汽车和航海等行业，其受

力形式类似于工字梁，其中，面板提供整体结构强度，承

受弯曲和面内载荷，而中间芯材承受横向剪切载荷并重

新分配法向力，是一种典型的高效承载结构形式［1］。
目前，复合材料夹芯结构制造技术已得到广泛应

用，各种复合材料夹芯结构的形式越来越复杂，对现有

分析方法提出了更高要求。复合材料夹芯结构具有典

型的结构层级多尺度，其中宏观尺度为复合材料夹芯结

构件，介观尺度为包含详细夹芯结构信息的代表性体积

单元（Representative Volume Elementary, RVE），微观尺

度为构成夹芯结构上下面板的单根纤维模型，宏观尺

度模型力学性能会受到介-微观尺度结构的极大影响。

传统板壳理论将较复杂的结构等效为材料均匀的结

构，不足以考虑介-微观结构对宏观整体材料性能的影

响［2-4］；利用有限单元法，建立包含详细微观夹芯结构的

1∶1有限元模型，会导致整体单元数过多，整个有限元模

型计算量异常巨大，计算成本高昂［5-7］。
随着复合材料夹芯结构设计水平和要求的不断

提高，需要有一种分析方法既可以满足得到板壳的精

确应力位移结果，又可以得到在没有任何假设的情况

下任意复杂的板壳结构与芯材结构连接处的局部响

应，从而提高复杂复合材料夹芯结构的设计和应用水

平。因此，针对复合材料蜂窝夹芯结构，开展多尺度

分析方法研究势在必行。

目前，有学者利用多尺度方法计算求解复合材料

夹芯结构的力学响应。LI等［8］提出了计算连续性两尺

度分析方法，对蜂窝夹芯板进行静力学分析，并与有限

元结果进行对比，在满足计算精度的同时提高计算效

率。SHI等［9］基于两尺度均匀化方法，推导了周期性蜂

窝结构的解析等效本构方程。XU等［10］发展了一种基

于两尺度渐近均匀化技术的薄壁蜂窝夹芯结构有效横

向剪切刚度分析方法。RABCZUK等［11］提出了一种适

用于周期点阵结构中由两块板与梁和壳交错组成的夹

芯结构的均匀化方法。CATAPANOA 等［12-13］基于一般

的双层优化策略，研究了涉及不同尺度的夹芯板的优

化设计问题。SUN等［14］研究了多胞材料在不同空间尺

度下的特性及其在不同加载速率下的压缩行为。

本文发展了一种三尺度逐层多尺度分析方法

（Layerwise Multiscale Analysis Method, LMAM），其中宏

观模型由 Reddy 逐层理论（Reddy’s Layerwise Theory, 

RLWT）建立，相邻尺度之间的关系由O（1）均匀化方法

实现，它结合了 RLWT在宏观问题计算效率方面的优

势和O（1）均匀化方法在提供等效材料属性和介观/微
观局部场方面的优势。

1　均匀化方法

在这一节中，基于数学均匀化方法［15］，建立复合

材料蜂窝夹芯层合板的三尺度分析模型。均匀化方

法区分了 4个不同的求解域，包括复合结构求解域Ω ζ、
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宏观求解域Ω ma、介观求解域Ω me 和微观求解域Ω mi（图

1）。复合材料夹芯板处于复合域Ω ζ，其中不同尺度的

坐标系显示为：x代表宏观区域 Ω ma 中的位置矢量，

y ≡ x/ζ 代表介观区域 Ω me 内的位置矢量，z ≡ y/ζ 代表

微观区域 Ω mi 内部的位置矢量。ζ 表示一个极其微小

的正数，在具有复杂介观和微观结构细节的复合材料

夹芯板中，f ζ (x )（如位移场 uζ、应变场 εζ 和应力场 σζ）

被认为在单元域内Ω me 和Ω mi 具有周期性。其中me代
表介观特征，mi 代表微观特征。因此，这些区域被定

义在Ω ma × Ω me × Ω mi的空间中。

在复合域 Ω ζ 中规定的位移场可以使用以下三尺

度渐近展开公式来计算：
uζ

i (x,y,z ) = u (0)
i (x ) + ζu (1)

i (x,y ) +
ζ2u (2)

i (x,y,z ) + O ( ζ3 ) ( i = 1,2,3) （1）
式中，i代表3个不同的方向。

利用链式法则，由偏导数的定义可以计算出复合

域中的应变展开为
εij (x,y,z ) = εζ

ij (x ) = u (0)
(i,xj ) (x ) + ζu (1)

(i,yj ) (x,y ) +
ζ2u (2)

(i,zj ) (x,y,z ) + O ( ζ3 ) = 1
ζ ε (-1)

ij (xi ) + ε (0)
ij (x ) +

ζε (1)
ij (x,y ) + ζ2 ε (2)

ij (x,y,z ) + O ( ζ3 ), ( i, j = 1,2,3) （2）
由于微观尺度对称性和周期性，ε-1

ij = 0。因此，在

三尺度 LMAM 计算中省略了 ε (-1)
ij 。给出了 ζ 的各阶应

变分量：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

ε(0) = u (0),x + u (1),y + u (2),z
ε(1) = u (1),x + u (2),y
ε(2) = u (2),x

（3）

其中

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

u (k )
(i,xj ) = 1

2 ( ∂u (k )
i∂xj

+ ∂u (k )
j∂xi

)
u (k )

(i,yj ) = 1
2 ( ∂u (k )

i∂yj
+ ∂u (k )

j∂yi
)

u (k )
(i,zj ) = 1

2 ( ∂u (k )
i∂zj

+ ∂u (k )
j∂zi

)
（4）

通过在 Ω mi 和 Ω mi × Ω me 区域积分，分别考虑微观

和介观周期性条件，进一步定义了尺度平均应变为

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

εme
ij (x, y ) ≡ 1

|| Ω mi ∫
Ω mi

εmi
ij (x, y, z )dΩ mi = u (0)

x + u (1)
y

εma
ij (x ) ≡ 1

|| Ω me ∫
Ω me

εme
ij (x, y )dΩ me = u (0)

x

（5）

考虑到每个尺度上的周期性，相邻两个尺度上平

均应力的相关性表示为

ì
í
î

ïï

ïï

εme
ij (x,y ) = εma

ij (x ) + u (1)
( )i,j (x,y )

εmi
ij (x,y,z ) = εme

ij (x,y ) + u (2)
( )i,j (x,y,z ) + O ( ζ ) （6）

则应力场渐近展开为
Rmi

ij = Rij (x,y,z ) = Rζ
ij (x ) = Lζ

ijkl εζ
kl =

Lijkl ε (0)
ij + ζLijkl ε (1)

ij + ζ2 Lijkl ε (2)
ij + O ( ζ3 ) =

σ (0)
ij (x ) + ζσ (1)

ij (x,y ) + ζ2 σ (2)
ij (x,y,z ) + O ( ζ3 )

i, j = 1,2,3 （7）
各尺度下的平均应力与应变类似，表示为

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

Rmi
ij (x,y,z ) ≡ Rζ

ij (x,y,z )
Rme

ij (x,y ) ≡ 1
|| Ω mi ∫

Ω mi
Rmi

ij (x,y,z )dΩ mi

Rma
ij (x ) ≡ 1

|| Ω me ∫
Ω me

Rme
ij (x,y )dΩ me

（8）

在当前的研究中，三尺度均匀化方法是利用有限

元弱形式发展起来的。在复合域 Ω ζ 中的弱形式规

定为

∫
Ω ζ

wζ
i,j σζ

ijdΩ ζ = ∫
Ω ζ

wζ
i bζ

i dΩ ζ + ∫∂Ω tζ

wζ
i t̄ζ

i dΓζ （9）
式中，bζ

i 为体力；t̄ζ
i 为牵引力；dΩ tζ 和 dΓζ 为边界条件；

wζ
i 为权重函数，其空间定义为

W ζ
Ω =

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

wζ ∈ Ω ζ

C0( )Ω ζ

wζ = 0 on ∂Ω uζ

（10）

将具有前三项的应力渐近展开式（7）代入式（9）
中，并考虑三尺度权重函数 wζ

i ( x) = wi ( x，y，z ) 的偏导

数定义，可得各阶的弱形式为

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

O ( )ζ-2 : ∫
Ω ζ

[ ∂wi (x,y,z )
∂zi

σ (0)
ij ( x ) ] dΩ ζ = 0

O ( )ζ-1 : ∫
Ω ζ

[ ∂wi (x,y,z )
∂yi

σ (0)
ij ( x ) ] dΩ ζ +

∫
Ω ζ

[ ∂wi (x,y,z )
∂zi

σ (1)
ij (x,y ) ] dΩ ζ = 0

O ( )1 :∫
Ω ζ

[ ∂wi (x,y,z )
∂xi

σ (0)
ij ( x ) ] dΩ ζ +

∫
Ω ζ

[ ∂wi (x,y,z )
∂yi

σ (1)
ij (x,y ) ] dΩ ζ +

∫
Ω ζ

[ ∂wi (x,y,z )
∂zi

σ (2)
ij (x,y,z ) ] dΩ ζ -

∫Ωζ

wζ
i bζ

i dΩ ζ - ∫∂Ω tζ

wζ
i t̄ζ

i dΓζ = 0

（11）

图1　复合材料夹芯结构的均匀化方法

Fig.  1　Homogenization method of composite sandwich structures
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通 过 在 式（11）的 第 一 个 等 式 中 选 取 wζ =
w(2) ( z ) ≡ wmi ( z ) ∈ WΩ mi，将微观模型问题归结为其弱形

式。试探函数的空间为

WΩ mi =
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

w( )2 ( )z ∈ Ω mi

C0( )Ω mi

periodic in Ω mi
（12）

通 过 在 式（11）的 第 二 个 等 式 中 选 取 wζ =
w(1) ( y ) ≡ wme ( y ) ∈ WΩ me，将介观模型问题归结为其弱形

式。试探函数的空间为

WΩ me =
ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

w( )1 ( )y ∈ Ω me

C0( )Ω me

periodic in Ω me
（13）

根 据 式 （11） 的 最 终 方 程 ，选 取 wζ =
w(0) ( x ) ≡ wma ( x ) ∈ WΩ ma，将宏观单胞问题归结为其弱形

式。试探函数的空间为

WΩ ma =
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

w( )0 ( )x ∈ Ω ma

C0( )Ω ma

wma = 0 on ∂Ω u

（14）

2　逐层多尺度方法

上述均匀化方法是LMAM的基础。RLWT假设位

移、材料特性和单元形状可以通过任意可定义的插值

函数来粗略表示。具体来说，任何三维插值函数都可

以表示为二维插值函数和一维插值函数的乘积。图 2
表明，RLWT实际上等同于基于位移的三维实体元，应

用于多尺度分析时以较低的计算成本提供了类似三

维的精度。基于RLWT的多尺度分析模型的计算过程

与基于三维实体元的计算过程类似。

2. 1　基于逐层理论的宏观问题求解

SRINIVAS等［16］提供了一个用于复合材料层合厚

板静态和动态响应分析的近似理论，该理论基于面内

位移线性变化和厚度方向恒定横向位移的假设。与

薄板理论相比，这种方法在精度上有优势；与三维模

型相比，该方法在简单性和计算效率上有优势。

RLWT的位移场为

uma
α (x,y,z,t ) = ∑

k = 1

N + 1
uma

αk (x,y,t )ϕma
k ( z ) （15）

式中，α为 3个不同方向的位移变量 x、y、z；ϕma
k 是关于 z

坐标轴的连续函数，它们为一维拉格朗日插值函数。

层合板的层数为 N；uma
αk 表示第 k层的位移结果。代入

位移场插值，利用虚位移概念来构建完整的 RLWT的

有限元模型。假设以下的位移场插值为

uma
αk (x,y,t ) = ∑

m = 1

nele

uma
αkm ( t ) ψma

m (x,y ) （16）

式中，nele为用于近似变形的二维单元数量；uαkm为层合

板第 k层的二维单元的第m个节点的位移值。与二维

单元第 m 个节点相关的二维拉格朗日多项式用符号

ψm来表示。

uma ( x ) ∈ C0 ( Ω ) 的宏观弱形式为

ì
í
î

ïï

ïïïï

∫
Ω
wma

( )i,j Rma
ij dΩ - ∫

Ω
wma

i bma
i dΩ - ∫∂Ω t

wma
i t̄ma

i dΓ = 0
∀wma ∈ WΩ, uma

i = ūma
i

（17）

式中，Rma
ij 为宏观应力；bma

i 为宏观体力。 ūma
i 和 t̄ma

i 分

别为

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

t̄ma
i = 1

|∂w| ∫∂w
t̄ζ

i ds

ūma
i = 1

|∂w| ∫∂w
ūζ

i ds
（18）

将式（15）、式（16）代入宏观弱形式方程中，计算

RLWT的控制方程，得到

图2　三尺度逐层多尺度分析方法

Fig. 2　Three-scale layerwise multiscale analysis method
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K ma
αβkemnuma

βen = F ma
αkm （19）

式中，K ma
αβkemn 为刚度矩阵；uma

βen 为宏观位移；F ma
αkm 为宏观

外力。

2. 2　微/介观问题处理

在复合域中，体力和边界条件假设为一阶函数。

这个问题可以通过对式（11）中的O ( ζ-2 )平衡方程在微

观模型区域上积分来解决：∫
Ω mi

u (0)
i R (0)

ij,zj
( x )dΩ mi = 0 （20）

基于分部积分法，可以得到∫∂Ω mi
u (0)

i R (0)
ij nΩ mi

j dγ - ∫
Ω mi

u (0)
i,zj

R (0)
ij dΩ mi = 0 （21）

式中，nΩ mi
为单元边缘 ∂Ωmi 的单位法向量。由于 ∂Ωmi

存在局部周期性，式（21）中的边界积分分量被消除。

将式（3）和式（7）代入式（21）中，得到∫
Ω mi

u (0)
i,zj

Lijklu (0)
k,zl

dΩ mi = 0 （22）
因为本构张量具有对称性、正性和周期性，有

ì
í
î

ïï
ïï

u (0)
i,z j

= 0
u (0)

i = u (0)
i ( x ) （23）

结合式（23），将式（11）O ( ζ-1 )平衡方程改写为

∫
Ω ζ

[ ∂w (x, y, z )
∂zi

R (1)
ij (x, y ) ] dΩ ζ =

∫
Ω ζ

{
∂wi∂zj

[ Lijkl ε (1)
kl ] }dΩ ζ =

∫
Ω ζ

{
∂wi∂zj

Lijkl [ u (1)
x + u (2)

y ] }dΩ ζ = 0 （24）
为了在上述公式中找到 u(1) 和 u(2) 的解，使用如下

所示的分离变量法：

ì
í
î

ïï
ïï

u (1)
k (x, y ) = H me

kmn (x, y )u (0)
(m,xn ) (x )

u (2)
k (x, y, z ) = H mi

kmn (x,y,z )u (1)
(m,yn ) (x, y ) （25）

式中，三阶张量 H me
kmn (x，y ) 和 H mi

kmn (x，y，z ) 关于指标 m
和n对称，且均为C0连续的一阶位移影响函数。

将式（25）代入平衡方程O ( ζ-1 )的结果为

∫
Ω ζ

{
∂wi∂zj

Lijkl [ H mi
kmn ( x,y,z )H me

kmn ( x,y )u (0)
(m,xn ) ( x ) ] }dΩ ζ +

∫
Ω ζ

{
∂wi∂zj

Lijkl [ H me
kmn ( x,y )u (0)

(m,xn ) ( x ) ] }dΩ ζ = 0 （26）
因此

∫
Ω ζ

[ ∂wi∂zj
Lijkl ( Iklmn + H mi

(k,zl )mn ) ] dΩ ζ = 0 （27）
其中

Iklmn = 1
2 ( δkm δln + δkn δlm ) （28）

δkm 为 Kronecker 函数。O ( ζ-1 )平衡方程的微分形

式为

{ Lijkl [ u (1)
(k,x l ) + u (2)

(k,y l ) ] }z j
= 0 （29）

影响函数H me
imn 和测试函数 wme

i 可以在介观模型中

离散为
H me

imn = N me
iα ( y )dme

αmn

wme
i = N me

iα ( y )cme
α

（30）
式中，dme

αmn 为介观尺度试探函数的节点自由度；cme
α 为介

观尺度测试函数的节点自由度。C0 ( Ω me )连续介观形

状函数N me
iα ( y ) 的等效对称梯度为

Bme
ijα ( y ) = N me

(i,yj )α ( y ) （31）
可以得到如下介观模型的弱形式：

K me
αβ dme

βmn - f me
αmn = 0 （32）

其中

K me
αβ = ∫

Ω me
( Bme

ijα Lijkl Bme
klβ ) dΩ me

f me
αmn = -∫

Ω me
( Bme

ijα Lijmn ) dΩ me
（33）

影响函数H mi
imn 和测试函数 wmi

i 可以在微观胞元中

离散为

ì
í
î

H mi
imn = N mi

iα ( z )dmi
αmn

wmi
i = N mi

iα ( z )cmi
α

（34）
式中，dmi

αmn 为微观尺度试探函数的节点自由度；cmi
α 为微

观尺度测试函数的节点自由度。C0 ( Ω mi )连续微观形

状函数N mi
iα ( z ) 的等效对称梯度为

Bmi
ijα ( z ) = N mi

(i,z j )α ( z ) （35）
可以得到如下弱形式的微观方程：

K mi
αβ dmi

βmn - f mi
αmn = 0 （36）

其中

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

K mi
αβ = ∫

Ω mi
( Bmi

ijα Lijkl Bmi
klβ ) dΩ mi

f mi
αmn = -∫

Ω mi
( Bmi

ijα Lijmn ) dΩ mi
（37）

3　程序实现流程

均匀化方法被用来得到不同尺度的等效材料特

性，而高斯积分点上的应变被用来确定各个尺度的局

部应力。联合使用RLWT和均匀化方法，如图 3所示，

三尺度LMAM的计算框架可以总结为以下几点：

1）计算微观模型刚度矩阵右侧的 f mi
αmn，计算出微观

尺度应力影响函数。微观尺度模型控制方程为

ì
í
î

ïïK mi
αβ dmi

βmn = f mi
αmn

Σ mi
ijmn = Lmi

ijkl ( Iklmn + H (k,z l )mn ) （38）
2）计算介观尺度等效材料参数，为

Lme
ijmn = 1

|Ω mi| ∫Ω mi
Lmi

ijmn ( Iklmn + H (k, zl )mn )dΩ mi （39）
3）计算介观模型刚度矩阵右侧的 f me

αmn，计算出介观

尺度应力影响函数。介观尺度模型控制方程如下

所示：
K me

αβ dme
βmn = f me

αmn

Σme
ijmn = Lme

ijkl ( Iklmn + H (k,y l )mn ) （40）
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4）计算宏观尺度等效材料参数为

Lma
ijmn = 1

|| Ω me ∫
Ω me

Lme
ijmn ( Iklmn + H (k, zl )mn )dΩ me （41）

5）使用以下控制方程求解宏观尺度计算问题：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

K ma
αβkemnuma

βen = F ma
αkm, on Ω ma

uma
i = ūma

i , on ∂Ω u

Rma
ij nma

j = t̄ma
i , on ∂Ω t

（42）

式中，on 为区域内，例如式（42）中第 1 个公式指

K ma
αβkemnuma

βen = F ma
αkm在Ω ma区域内计算。

6）挑选宏观单元应变，计算下一尺度介观模型

应力分布：

Rme
ij = ∑me

ijmn εma
mn （43）

7） 挑选介观单元应变，计算下一尺度微观模型

应力分布：

Rmi
ij = ∑mi

ijmn εme
mn （44）

4　数值算例

4. 1　夹杂验证模型

首先，采用含夹杂的立方块体模型（108 mm ×
108 mm × 108 mm），对提出的三尺度 LMAM 进行验

证，如图 4所示。此外，还在有限元软件中建立了直接

数值模拟（Direct Numerical Simulation, DNS）模型，进

行对比算例计算。夹杂物分别用蓝色/红色区域表示。

介观/微观单元的基体材料参数为：E = 1. 0 MPa、μ =
0. 3。 微 观 胞 元 夹 杂 物 具 有 以 下 材 料 参 数 ：E =
10. 0 MPa，μ = 0. 3。宏观模型的边界条件是四边固

支，并在上表面施加一个均匀分布P = 1 kN的压力。

DNS模型中共有 1 295 029个节点和 1 259 712个

六面体单元。本文提出的 LMAM 方法中使用的介观

和微观模型都包含 64个节点和 27个六面体单元。在

LMAM 的宏观模型中，将夹杂立方块体均匀地分割成

3个独立的层，并使用3 × 3的网格划分方法。

上述 2种方法获得的宏观位移分布云图如图 5所

示。由图 5可以看出，本文提出的 LMAM 方法计算的

最大宏观位移与DNS模型具有良好的一致性。

LMAM 和 DNS 模型的宏观和介观应力结果曲线

如图 6所示。DNS 应力曲线选取规则为：先在 DNS 模

型上表面选取一个单元，再选取该单元中一个节点，

最后，沿着 Z 轴选取与该节点具有相同 XY 坐标的节

点。最终选取的DNS上表面单元节点XY坐标为（47，
47）。图 6中的蓝色曲线表示宏观应力R11在该节点沿

着Z轴方向的应力分布。LMAM采用两点高斯积分法

计算厚度方向的宏观应力。图6表明，所提出的LMAM
和DNS模型具有良好的相关性。由于RLWT基本等同

于基于三维位移的有限元方法，因此，LMAM和DNS方

法沿立方块体Z坐标的应力和位移结果基本相同。而

且，LMAM不受板的宽厚比影响，可以对厚板或厚壳进

行力学分析。

LMAM得到的微观应力分布结果如图 7所示。微

观应力是在微观模型的中心轴沿 Z 方向的单元应力

值，微观应力分布呈现出与宏观和介观应力相同的趋

势。介观和微观应力的分布趋势更加接近，极值在大

约相同的Z坐标（宏观模型中的夹杂物处）上出现。

图 6中的宏观应力是使用等效材料参数的计算结

果，介观胞元中的局部值构成了图 6中的介观应力结

果。如图 6和图 7所示，与宏观应力相比，因为夹杂和

基体具有不同的材料参数，所提出的 LMAM计算的介

观和微观应力曲线在厚度方向上表现出振荡。夹杂

图3　逐层多尺度分析方法流程图

Fig. 3　 Flow chart of layerwise multiscale analysis method

图4　含夹杂物的三尺度立方块体分析模型

Fig. 4　 Analysis model of the three-scale cubewith inclusions

（a） uma，LMAM3 = 3. 90 × 101 mm   （b） uma，DNS3 = 4. 70 × 101 mm
图5　含夹杂物的三尺度立方块体的宏观位移分布云图

Fig. 5　Macro displacement distribution nephogram of the three-

scale cube with inclusions
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物区域的应力高于基体区域，高模量的夹杂物承担了

大部分的外部载荷。在微观模型中，基体和夹杂物之

间界面的微观应力比其他位置高得多，这表明在均匀

载荷的压力下，损伤通常倾向于首先在基体和夹杂物

之间的界面上萌生。

4. 2　复合材料蜂窝夹芯板

将 LMAM 方法应用到复合材料蜂窝夹芯板

（80 mm × 80 mm × 8 mm）上，如图8所示，介观蜂窝夹芯

结构中芯材的材料参数：E = 1. 878 GPa，μ = 0. 3。微观

模型基体材料的材料参数：E = 3. 5 GPa，μ = 0. 35。微

观模型纤维材料的力学性能参数如表1所示。

宏观模型四边固支，并施加有均匀分布的压力

P = 1 kN；微观模型包含 1 859 个节点和 1 560 个六面

体单元；介观模型由 14 270个节点和 10 816个六面体

单元组成。对于用 LMAM构建的宏观模型，沿面内方

向采用 40 × 40 的网格划分方法，沿厚度方向层合板

被均匀地划分为 4个独立层。对于这个复杂的问题，

如果建立DNS模型，将有超过 3 998亿个单元和节点，

将耗费巨大的计算量。对于介观蜂窝夹芯结构而言，

它由上、下复合材料层合板和中间的芯材构成。因

此，介观尺度模型中的上、下复合材料层合面板可以

由微观尺度的纤维-基体模型求解。

图9给出了沿Z轴的宏观、介观和部分区域的微观

应力曲线。同时，介观RVE模型和微观RVE模型的应

力分布云图如图9所示。这些数据和应力分布云图都是

通过三尺度LMAM计算出来的。沿Z轴的宏观应力是

在宏观模型中心单元的高斯点上得到的，该点位于

（39. 79，39. 79）。对于介观模型，应力是沿Z轴中心线

取值。而对于微观单元应力值，选择的是蜂窝夹芯层合

板中第2层上面板与第3层下面板之间的面板区域。

实际情况中，在受到与数值模型相同的边界条件

情况下，复合材料夹芯板上表面受拉，下表面受压。

这与图 9（a）和图 9（b）中宏观应力曲线的趋势一致。

在图 9（d）和图 9（e）中，应力曲线出现很明显的振荡现

象，而且振荡出现的位置也都处于夹芯板层与层的交

界处，说明在层间会出现较为严重的应力集中现象。

（a）宏观应力Rma11 和介观应力Rme11 沿Z坐标轴分布

（a） Macroscopic stress Rma11  and mesoscopic stress Rme11  distributed along 

the Z coordinate axis

（a） LMAM介观模型应力分布
（a） Stress distribution obtained by 

LMAM mesoscopic model

（b） DNS模型应力分布
（b） Stress distribution obtained by 

DNS model

图6　应力R11沿Z坐标在含有夹杂物的立方块体的应力分布

Fig. 6　Distributions of stress R11 along the Z-coordinate of the cube 
with inclusions

图7　LMAM得到的夹杂沿Z坐标轴的微观应力Rmi11分布云图

Fig. 7　Microscopic stress Rmi11 distribution along the Z-coordinate of 
cube with inclusions obtained by LMAM

表1　微观模型纤维材料的力学性能参数

Tab.  1　Mechanical properties of the fiber material in micro model

E1/GPa
231

E2= E3/GPa
150

G12/GPa
7

G13= G23/GPa
15

μ

0.2

图8　复合材料蜂窝夹芯层合板

Fig. 8　Composite honeycomb sandwich laminates
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（b）宏观应力Rma22 和介观应力Rme22 沿Z坐标轴分布
（b） Macroscopic stress Rma22  and mesoscopic stress Rme22  distributed along 

the Z coordinate axis

（c）宏观应力Rma33 和介观应力Rme33 沿Z坐标轴分布
（c） Macroscopic stress Rma33  and mesoscopic stress Rme33  distributed along 

the Z coordinate axis

（d）宏观应力Rma23 和介观应力Rme23 沿Z坐标轴分布
（d） Macroscopic stress Rma23  and mesoscopic stress Rme23  distributed along 

the Z coordinate axis

（e）宏观应力Rma13 和介观应力Rme13 沿Z坐标轴分布
（e） Macroscopic stress Rma13  and mesoscopic stress Rme13  distributed along 

the Z coordinate axis

（f）宏观应力Rma12 和介观应力Rme12 沿Z坐标轴分布

（f） Macroscopic stress Rma12  and mesoscopic stress Rme12  distributed along 

the Z coordinate axis

图9　复合材料蜂窝夹芯板沿Z坐标轴的应力分布

Fig. 9　Distributions of stress along Z-coordinate of woven composite 
plates

计算结果表明，夹芯层合板出现分层失效的原因之一

是层间应力过大。在图9中，可以从介观RVE应力分布

云图看出，通常在蜂窝夹芯结构上下面板和芯材交接处

出现应力集中现象，可能会导致面板与芯材发生脱粘现

象，这也与实际情况相吻合。

图 10（a）~图 10（c）中的微观应力曲线可以看出，

应力曲线在基体区域和纤维区域出现明显的差异。

纤维区域应力明显大于基体区域应力。说明外部载

荷主要由纤维承担。从图 10（a）~图 10（c）中微观模型

的应力分布云图同样可以看出，在纤维和基体交界

处，出现应力集中现象。说明在真实情况下，纤维与

基体交界处最容易出现失效现象。

与传统的单一尺度复合材料层合板分析理论只

能获得如图 9所示的宏观应力结果相比，三尺度分析

方法可以有效地获得介观和微观模型的应力分布云

图和应力集中区域。准确的应力分布云图可以为复

合材料蜂窝夹芯层合板结构设计提供重要参考，如对

应力集中区域采取加固措施，包括增加层数和改变铺

层角度等。

（a）微观应力Rmi11沿Z坐标轴分布

（a） Microscopic stress Rmi11 distributed along the Z coordinate axis
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（b）微观应力Rmi22沿Z坐标轴分布

（b） Microscopic stress Rmi22 distributed along the Z coordinate axis

（c）微观应力Rmi33沿Z坐标轴分布

（c） Microscopic stress Rmi33 distributed along the Z coordinate axis

（d）微观应力Rmi23沿Z坐标轴分布

（d） Microscopic stress Rmi23 distributed along the Z coordinate axis

（e）微观应力Rmi13沿Z坐标轴分布

（e） Microscopic stress Rmi13 distributed along the Z coordinate axis

（f）微观应力Rmi12沿Z坐标轴分布

（f） Microscopic stress Rmi12 distributed along the Z coordinate axis

图10　复合材料蜂窝夹芯板沿Z坐标轴的红微观应力分布

Fig. 10　Distributions of micro stress along Z-coordinate of woven 
composite plates

5　总结

通过理论推导和算例验证，开展了复合材料蜂窝

夹芯结构的逐层多尺度分析方法研究，得出主要结论

如下：

1）基于Reddy逐层理论和O（1）均匀化方法，提出

了一种三尺度逐层多尺度分析方法。它同时考虑了

面内和厚度方向的周期性，介观和微观模型采用三维

实体单元进行网格划分，而宏观模型采用板单元进行

有限元离散处理。

2）含夹杂立方块体数值算例表明，该方法计算的

宏观位移与DNS模型计算结果一致，验证了所提出方

法的有效性。

3）与现有的基于剪切变形理论的多尺度分析方

法相比，本文提出的 LMAM能够获得准确的复合材料

夹芯层合板层内和层间应力，而不受其宽厚比的影

响，具有显著的优势，可用于分析飞机结构中复合材

料夹芯结构的力学性能。
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Layerwise multiscale analysis method for composite honeycomb sandwich structure
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Abstract: Based on Reddy’s layerwise theory (RLWT) and O(1) homogenization method, a three-scale layerwise 

multiscale analysis method (LMAM) for composite honeycomb sandwich structures was established.  The macroscopic model 

of composite laminates was discretized by RLWT, and the microscopic unit cell model composed of fibers and matrix was 

established by three-dimensional finite element method.  In the numerical example, the numerical simulation of the cubic block 

with inclusions was carried out, and the simulation results were compared with those of the direct numerical simulation (DNS) 

method, which verified the correctness of the LMAM.  LMAM is also used to calculate and analyze the macroscopic, 

mesoscopic and microscopic stress distribution of composite honeycomb sandwich structures.
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