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摘要：极小曲面具有空间连续光滑的特点，能够有效避免应力集中问题，成为力学超材料研究的重要关注方向。研

究了一种 Scherk单周期极小曲面（Single-Periodic Minimal Surface, SPMS），采用体素重构技术多软件联合生成了空间连续

光滑几何模型。利用有限元仿真探究了单周期 Scherk曲面结构的力学行为和能量吸收特性。分析了极小曲面数学参数

对几何构型的影响规律，建立了五种不同参数的极小曲面，探求了在正压和侧压的条件下，五种结构的变形模式与应力

分布。借助金属打印技术制作了 Scherk曲面结构，并进行了准静态压缩试验。结果表明，Scherk单周期曲面具有明显的

负泊松比效应，SPMS结构呈现的X形和V形变形模式，能够很好地承受外载荷作用。压缩试验表明，SPMS结构反力和位

移曲线呈现驼峰现象，说明该结构表现出负泊松比和负刚度特性，该特性为其在几何大变形和能量吸收方面的应用研究

提供了广阔的空间。
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0　引言
随着超材料领域的发展，超材料越来越多地被广

泛应用到各种吸能结构设计中。极小曲面结构是数

学方法生成的拓扑曲面，可以在三维方向重复排列组

合得到空间周期结构。极小曲面结构因为具有轻质、

表面积大、高强度的特性［1］，广泛应用于航天、船舶、汽

车等多个领域［2］。由于其结构具有导数为零的连续非

自交曲面，极小曲面具有在三维空间中局部表面积最

小［3］，并且通常将有限边界曲面生成为交织缠绕的连续

孔洞曲面。这些连续的孔洞不仅没有占据太多空间体

积，反而增加了结构折叠的空隙。极小曲面系统结构

在吸能效率方面已优于常规周期结构［4］，并在设计界越

来越受到关注，包括在高刚度结构［5］、冲击能量吸收

器［6］、生物膜［7］和医用骨植入物［8］中的应用。

围绕三周期极小曲面（Triply Periodic Minimal 

Surface, TPMS），针对 Primitive、FRD（Schoen’s Four-

edges）、IWP（I-Wrapped Package）和Gyroid 4种结构力

学性能的研究最为广泛。研究发现，FRD结构具有优

异的抗冲击性能［9］。其中的圆柱形Gyroid结构比吸能

和平均破碎荷载与相对密度具有幂函数的关系［10］。
极小曲面夹层结构受不同孔型、尺寸、孔隙率、空隙分

布的影响明显，通过研究分析了上述 4种因素对结构

形态的影响规律［11］，通过推算最终确定出所需要的最

优结构参数。梯度多孔支架［12］可以以特定的方式实

现分级孔径变化，设计新的极小曲面结构。IWP型极

小曲面在拉伸下表现出优异的吸能能力［13］。应用方

面，极小曲面夹层结构能够有效提升吸能盒碰撞时的

比吸能，同时延缓初始峰值力的增长［14］。将梯度化的

极小曲面结构与负泊松比结构相结合可以更有效地

提高能量吸收特性和车辆耐撞性［15］。模拟自然人造

骨骼结构，基于TPMS设计一种点阵结构，为超轻材料

设计提供了新的途径［16］。无人机机臂的轻量化设计

中采用最佳结构密度分布实现了结构优化［17］。仿生

股骨移植物内部填充极小曲面的多孔螺旋状结构［18］，

能够很好地近似替代小鼠的承重部位。多孔仿生骨

骼移植物的压缩模量远低于天然骨，可有效减小应力

屏蔽效应［19］。其在模拟人类皮质骨结构 ［20］方面也具

有明显优势。

极小曲面结构研究为工程结构设计带来了新的

思路与方向。近年来，有学者不断利用极小曲面结构

优异的力学性能，将其运用于众多工程结构物设计

中，取得了一定的成果。由于极小曲面结构是存在于
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自然界中的高度拓扑化的结构，其几何连续性能够有

效地改善结构应力集中等问题，前期大量的研究主要

围绕三周期极小曲面展开，而对于单周期结构的研究

稀少。从数学拓扑结构中可以发现，相比于三周期极

小曲面，单周期极小曲面空间构型更加简洁，在结构

轻量化方面更具优势，同时兼具极小曲面光滑连续的

几何特性。因此，本文探究了一种新型单周期极小曲

面的力学行为和吸能特性，为结构大变形和能量吸收

装置的应用研究提供新的方案。

1　模型与材料

1. 1　Scherk曲面生成

在众多的极小曲面种类中，单周期极小曲面

（Single-Periodic Minimal Surface, SPMS）具有空间交

互连通、拓扑亏格交错排列等几何性质。单周期极小

曲面具有与三周期极小曲面相同的空间几何特性，而

且相比于三周期极小曲面，还具有几何拓扑简单、表

面积和体积更小的优点。目前对于单周期极小曲面

的研究较少，关于其在工程结构中的应用研究更稀

少。基于以上背景，本文选取一种 Scherk单周期极小

曲面，其隐函数数学表达式见式（1）。利用数学分析

软件 Mathematica对 Scherk曲面进行三维数学曲面建

模，如图1所示，其中 x0=π mm，y0=π mm，z0=2π mm。

sinh x × sinh y - sin z = 0 （1）

式中，（x，y，z）为曲面上任意一点的空间坐标。其

中-π≤x≤π，-π≤y≤π，-2π≤z≤2π，单位均为mm。

根据式（1），借助数学分析软件 Mathematica生成

Scherk 单 周 期 极 小 曲 面 ，以 立 体 光 刻（STereo 

Lithography, STL）格式输出模型。由于STL格式是三

角面片结构，曲面光滑程度取决于画法的最小单元尺

寸，加之软件接口兼容性问题，Mathematica软件生成

的模型无法满足有限元计算。因此，使用 Materalise 

Magics软件进行模型修复和网格细化。接着，对模型

进行加厚实体化处理，实现极小曲面STL三角单元网

格模型的可计算性。其建模流程如图2所示。然后，将

建立的几何模型导入HyperWorks软件进行体素重构和

网格划分。最后，将模型导入Ansys软件中进行计算。

图1　Scherk极小曲面胞元

Fig. 1　Scherk minimal surface cell

图2　极小曲面实体模型重构

Fig. 2　Reconstruction of the solid model for the minimal surface
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根据极小曲面的数学定义，其空间曲面的平均曲

率H为0。平均曲率H的表达式为

H=1/2 (k1 + k2 ) （2）
式中，k1、k2分别为极小曲面结构的第一主曲率与第二

主曲率。

利用 LS-PrePost软件对所建立的极小曲面三维数

字模型进行曲率分析。图 3所示为 LS-PrePost软件对

所建立的极小曲面结构三维数字模型主曲率进行计

算的结果。结构各处的主曲率最大值为 0. 015 9，最小

值为−0. 007，其最大误差为 1. 59%，满足曲面设计的

标准。由此可见，本文采用极小曲面体素重构方案所

生成的极小曲面模型不但能够解决 STL格式模型不可

计算的问题，而且模型精度较高，满足相关设计的行

业规范。

1. 2　有限元模型

本文设置正向受压和侧向受压两种工况，探究单

周期 Scherk 曲面结构的力学特性。在正向准静态压

缩仿真时，在结构的上、下表面各放置一块外形尺寸

为 70 mm×70 mm×3 mm的刚性板，它既能模拟准静态

压缩试验时的边界条件，又便于载荷的施加。参考准

静态压缩试验标准，采用位移控制法施加载荷，对上

顶板施加竖直向下 10 mm的位移，下底板采用完全固

定约束。正向压缩时的加载如图 4（a）所示。侧向准

静态压缩试验时，同样在每个结构的左、右端面各放

置一块外形尺寸为 70 mm×130 mm×3 mm 的刚性板，

对左侧刚性板施加水平向右 10 mm的位移，对右侧刚

性板采用完全固定约束，如图4（b）所示。

在准静态压缩试验中，使用 HyperMesh软件对上

述模型进行有限元网格划分。其中，网格类型采用壳

单元，使用平面四边形和三角形 2种网格类型；两端刚

性板采用六面体网格进行划分，最小网格单元尺寸为

1 mm。以结构正向受压为例，网格划分的总单元数为

7 730，节点总数为 9 191。经HyperMesh软件检查，网

格划分精度均满足要求。

Scherk曲面属于薄壳结构，且材料为结构钢，在压

溃阶段可能出现穿透现象；同时为了防止有限元计算

过程中，因接触类型选取或设置不当导致计算结果失

真或错误。所以，本文设置了极小曲面结构在两种加

载方式下的接触关系，以提高准静态压缩仿真结果的

精度。根据结构的几何形状以及准静态压缩试验仿

真结构破坏的可能性，在LS-DYNA软件中定义的各几

何体之间的接触关系（以正向压缩为例）如表1所示。

（a）第1主曲率 k1
（a） First principal curvature k1

（b）第2主曲率 k2
（b） Second principal curvature k2

（c）平均曲率
（c） Mean curvature

图3　极小曲面曲率

Fig. 3　Curvature of the minimal surface

表1　接触关系

Tab. 1　Contact relation

名称
Name

上顶板与Scherk曲面之间
接触

Contact between the top plate 
and Scherk surface

下底板与Scherk曲面之间
接触

Contact between the bottom 
plate and Scherk surface

极小曲面夹层自接触
Self contact of the minimal 

surface sandwich

接触类型
Contact type

面-面接触
Surface-to-surface 

contact

面-面接触
Surface-to-surface 

contact

自接触
Self contact

关键字
Keyword

CONTACT_AUTO
MATIC_SURFAC
E_TO_SURFACE

CONTACT_AUTO
MATIC_SURFAC
E_TO_SURFACE

CONTACT_AUTO
MATIC_SINGLE_

SURFACE

（a）正向压缩
（a） Forward compression

（b）侧向压缩
（b） Lateral compression

图4　2种加载方式示意图

Fig. 4　Schematic diagram of two loading modes
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1. 3　模型制备

选择性激光熔化（Selective Laser Melting, SLM）

技术是指使用高功率激光将每一层金属粉末完全熔

化，金属内部颗粒融合在一起，形成致密坚固的打印

物体。目前，这项工艺只能用于某些金属，例如，不锈

钢、工具钢、钛、钴铬合金和铝。SLM制造过程中出现

的高温梯度会导致产品内部出现应力和错位，从而损

害物理性能，模型加工完成后的热处理工艺对消除内

部出现的应力和错位至关重要。SPMS模型加工使用

SLM 技术，材料为 316L 不锈钢，材料屈服强度 Rp0. 2=

250 MPa，其他力学参数如表 2所示。加工的成品试样

高 125 mm，相邻两边宽 88 mm，壁厚 2 mm，如图 5 所

示。采用热等静压（Hot Isostatic Pressing, HIP）热处理

方法对试样进行后处理，以消除结构加工过程中的残

余应力和材料内部缺陷。本构关系选用双线性随动

强化模型。

2　分析与讨论

2. 1　参数与方程

研究发现，极小曲面数学表达式参数的变化使得

极小曲面结构出现高度几何非线性的变化［21］。本文

将 Scherk单周期极小曲面表达式改写为式（3）所示的

形式，隐函数方程右边增加参数C，以探究参数C的变

化对Scherk曲面几何构型的影响。

C = sinh x × sinh y - sin z （3）
其中，参数C的有效范围为［−1，1］。

如图 6 所示，发现随着单周期极小曲面数学表达

式中参数C的增大，极小曲面结构的几何构型的确存

在着非线性变化的行为。具体表现为随着参数C的增

大，单周期极小曲面的亏格孔径逐渐增大。当C=1时，

亏格消失，曲面相连为一体。经测算，5个结构的质量

相近。为探究 Scherk曲面数学表达式中C参数对极小

曲面结构静力学性能的影响，本文从参数C的有效区

间中选取了其等于−0. 8、−0. 4、0、0. 4和 0. 8时所对应

的极小曲面作为计算对象，分别命名为 SPMS-C1、

SPMS-C2、SPMS-C3、SPMS-C4、SPMS-C5。

2. 2　位移与应力

2. 2. 1　侧向压缩

图 7为C取不同参数值时极小曲面侧向静力学压

缩试验的等效塑性应变云图。SPMS-C1、SPMS-C2、
SPMS-C3、SPMS-C4 和 SPMS-C5 五个结构在受侧向压

缩的过程中，主要呈现出V形折叠变形、X形折叠变形

以及均匀变形 3种不同的变形模式。SPMS-C1结构主

要以 X 形的自折叠机制进行变形，这是因为参数 C=
−0. 8 时生成的极小曲面结构在中部的亏格横截面积

较大，结构在受压时先在该亏格处发生变形；亏格是

孔洞结构，导致整个结构在亏格周围出现明显的向内

凹陷变形；并且 2个亏格中间的支撑曲面由于受到两

侧亏格的向内挤压，两侧亏格在中间支撑部位形成折

叠，最终使整个结构向内部挤压收缩。但是，在亏格

两端，材料向外流动导致结构两端向外突出，形成了

中间挤压、两端膨胀的 X 形折叠变形模式。对于

SPMS-C2结构和SPMS-C5结构，参数C的变化导致亏

格孔洞直径增大，表面积增加；在压缩过程中，2 个亏

格中间的支撑部位和亏格两端不足以承载结构所承

受的外载荷，如图 7（c）所示。因此，SPMS-C2结构和

SPMS-C5结构在受压时，呈现出纵向亏格与上部空腔

结构整体沿受压方向向下挤压。同时，由于外载荷作

用，亏格孔也发生变形，使两端材料向外突出，形成结

构整体沿 z轴方向对称V形折叠变形。由图 7（b）可以

观察到，SPMS-C3结构和SPMS-C4结构主要呈现出整

体均匀变形，其变形部位主要发生在亏格周围。相比

表2　结构钢材料参数

Tab. 2　Parameters of the structural steel

密度
Density
ρ/(kg/m3)

7 850

弹性模量
Modulus 

of 
elasticity/

MPa
210 000

屈服强度
Yield 

strength 
Re/MPa

250

切线模量
Tangent 
modulus
E t/MPa
2 100

泊松比
Poisson 

ratio
ν

0.3

失效应变
Failure 
strain
ε f

0.6

 
图5　SLM技术加工的316L不锈钢试样

Fig. 5　316L stainless steel sample processed by SLM technology

图6　参数C对极小曲面几何结构的影响

Fig. 6　Effect of parameter C on the minimal surface geometry 
structure
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于另外 3种结构，SPMS-C3结构和SPMS-C4结构亏格

孔洞直径较小，结构材料整体分布均匀；在外载荷作用

下，结构各个部分发生塑性变形均匀一致，使得整个结

构整体上没有出现明显的折叠外凸等大变形。

图 8 是 SPMS 结构在侧向受压时的 Von Mises 应
力云图。由图 8可以看出，SPMS-C2、SPMS-C3、SPMS-

C4 以及 SPMS-C5 4 个结构在侧向压缩的过程中均有

应力集中的现象产生，且其应力集中的分布区域与等

效塑性应变的产生区域一致。对于 SPMS-C3 结构和

SPMS-C4 结构的应力集中区域和等效塑性应变较大

的区域成对称分布。特别是其亏格结构处等效应力

分布还呈现出 X 形分布现象。在压缩过程中，SPMS-

C3 结构和 SPMS-C4 结构的最大等效应力分别为

340. 3、312. 4 MPa，达到材料屈服强度，材料进入塑性

变形阶段。这说明在侧向压缩的过程中，SPMS-C3结

构和 SPMS-C4结构整体应力分布均匀，使得受压过程

中产生的应力有效向外传递，这将有利于结构整体承

载力的提升。对于 SPMS-C2结构和 SPMS-C5结构，其

等效应力分布区域呈现出不均匀性。这是因为在侧

向压缩的过程中，SPMS-C2结构和 SPMS-C5结构下部

呈现出 V 形折叠的变形模式，导致两种结构在变形

的过程中不能均匀受力。SPMS-C2 结构的高应力区

主要集中在 V 形折叠的折痕处。对于 SPMS-C1 结

构，在侧向压缩的过程中，最大应力主要集中在亏格

的中间横截面处，von Mises 应力只有 SPMS-C3 结构

和 SPMS-C4 结构的 34%。这是因为参数 C=−0. 8 时，

所生成的极小曲面结构亏格横截面较小，该截面强

度较低，抵抗变形能力较弱。该结构最先在该截面

处发生破坏，进而导致整个结构的失效。因此，该结

构的承载能力最低。

2. 2. 2　正向压缩

图 9 为不同 C参数下极小曲面正向静力学压缩

试验的等效塑性应变云图。由图 9 可以看出，SPMS-

C1、SPMS-C2、SPMS-C3、SPMS-C4 和 SPMS-C5 五个结

构均呈现出纵向逐层折叠的变形模式。以 SPMS-C2
结构为例，可以观察到，结构在受到正向压缩时，极小

曲面的亏格结构处产生了较大的塑性应变，说明结构

在受到正向压缩时，亏格附近孔洞的存在使得结构缺

失支撑，外载荷作用下 Scherk 曲面在亏格处向外膨

胀，表现出负泊松比现象。两个亏格相邻部位材料的

限制结构向内收缩。亏格处负泊松比效应导致胞元

整体产生了纵向逐层折叠的变形模式。同时，随着参

数 C的增大，从 SPMS-C4 到 SPMS-C5，亏格结构的孔

径逐渐减小，负泊松比效应减弱，且两种结构的应变

与前三种结构相比减少了 45%。由于负泊松比效应

的存在，Scherk 曲面在受到正向压缩时，结构受力均

匀，沿亏格处的变形规律一致。压缩过程中，极小曲

面结构在亏格边缘容易发生变形，而在亏格内部结构

处，由于形成了一个闭合的圆孔形几何结构，在受到

（a） X形（SPMS-C1）
（a） X shape （SPMS-C1）

（b）均匀形（SPMS-C3、SPMS-C4）
（b） Uniform shape （SPMS-C3， SPMS-C4）

（c） V形（SPMS-C2、SPMS-C5）
（c） V shape （SPMS-C2， SPMS-C5）

图7　塑性应变云图

Fig. 7　Nephogram of plastic strains

（a） SPMS-C1 （b） SPMS-C3、SPMS-C4
（c） SPMS-C2、SPMS-C5

图8　von Mises应力（单位：MPa）
Fig. 8　von Mises stress（unit： MPa）
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外部荷载作用时，交互连通的亏格结构成为主要的受

力结构，在亏格处受拉、亏格间受压，导致结构逐层折

叠变形。由图 9 可以观察到，随着参数 C的增大，最

大应力逐渐由亏格间相连中心区域向结构四周扩散，

使得极小曲面结构更多的区域能够发生塑性变形，进

而实现结构的大变形。

2. 3　准静态检验

根据仿真结果对模型的整体能量关系进行分析，

检验其是否为准静态过程。由能量平衡关系：

ET = E I + EV + EFD + EKE - EW （4）
式中，ET 为压缩试验系统总动能，在仿真过程中为定

值；E I 为系统内能，包括塑性应变能与弹性应变能；EV
为黏性力学机制所耗散的能量；EFD为摩擦所耗散的能

量；EKE 为系统动能；EW 为外力所做的功。在准静态压

缩试验的过程中，由于各个模型的加载速度非常小，

所以动能非常小。结构在压缩的过程中发生大变形，

在极小曲面结构中形成了多个局部塑性铰，因此外力

功几乎等于模型内能。根据标准，准静态压缩试验中

的动能一般不超过内能的 5%。正向准静态压缩模型

的动能均在内能的5%以下，Scherk单周期曲面静力学

压缩仿真能量满足要求。

2. 4　反力与能量吸收

2. 4. 1　侧向压缩

图 10 所示为是 5 种不同的极小曲面结构在受到

侧向压力时的力学性能。从整体上看，图 10（a）所示

的力-位移曲线变形规律与方管、圆管等吸能构件压

溃试验的力-位移曲线类似。结构整体变形趋势是：

在受到侧向压力后，在 0~5 mm时反力快速增加，到达

第 1 个初始峰值，最大峰值力约为 4 200 N；随着压缩

位移增加，15 mm 以后峰值力逐渐下降，并趋近于稳

定，最后反力约为 3 500 N。SPMS-C3结构在 0~15 mm
时，反力几乎不变保持 4 000 N，15 mm 之后反力下

降，最后约为 3 750 N。SPMS-C1、SPMS-C2、SPMS-C4
以及 SPMS-C5结构在压缩位移 0~5 mm处产生最大峰

值载荷。结合它们的变形模式（图7）和应力分布（图8）
可知，在加载初期，上述 4个结构孔径比（亏格孔面积

与极小曲面表面积的比值，孔径比 i=S0/S， S0为孔洞的

横截面积，S为结构表面积）相对较大，结构的整体承

载能力较弱，在外载荷作用下，结构快速变形并进入

塑性菱形阶段，因此所产生的峰值载荷较大。而

SPMS-C3结构在受压初期，由于中部的亏格结构孔径

比最小，结构受压时整体受力均匀，承载能力较强，所

以在压缩初期载荷没有形成峰值。

以极小曲面结构受侧向载荷作用下的比吸能作

为评价指标，来判定单周期极小曲面结构能量吸收特

性。首先，根据图 10（a）计算各结构力-位移曲线的面

积，该面积即为夹层结构受到压缩时所吸收的能量：

（a） SPMS-C1 （b） SPMS-C2 （c） SPMS-C3 （d） SPMS-C4 （e） SPMS-C5
图9　等效塑性应变

Fig. 9　Equivalent plastic strain

（a）力-位移曲线
（a） Curve of force-displacement

（b）外力功

（b） External force work

（c）比吸能

（c） Specific energy absorption

图10　侧向压缩静力学性能

Fig. 10　Statics performance under the lateral compression
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E = ∫0

S

FdS （5）
式中，E为总吸收能；S为结构位移；F为外载荷。

其次，单位质量比吸能ESEA可表达为

ESEA = E/M （6）
式中，M为结构总质量。

根据式（5）计算得到结构侧向压缩过程吸收的外

力功［图 10（b）］。其中，SPMS-C3结构外力功最大，为

42. 256 J；其 次 为 SPMS-C2 和 SPMS-C4；最 小 的 是

SPMS-C5，在22. 1 J左右。SPMS-C3结构的外力功约为

SPMS-C1 结构和 SPMS-C5 结构的 2 倍。根据式（6）计

算得到结构侧向压缩过程吸收的比吸能［图 10（c）］。

由图 6 可知，5 个结构的质量相差不大，这说明参数 C
对极小曲面结构的质量改变影响不大。因此，侧向压

缩时，结构的比吸能主要和外力功成正比。如图10（c）
所示，SPMS-C3结构的比吸能稍高于其他 4个结构，数

值达到 71. 910 J/kg；其次是 SPMS-C1、SPMS-C5、SPMS-

C2、SPMS-C4结构。结合前文的分析可以看出，SPMS-

C2结构在受压的过程中，发生塑性变形的区域仅在V
形折痕处产生，塑性流动区域较小，因此其吸能效果不

佳。对于SPMS-C3结构，比吸能稍大于其他4个结构的

原因在于压缩过程中明显的负泊松比效应，在亏格连

接部位发生内错挤压效应，进而产生较大的塑性变形，

使得其比吸能较大。在工程上，这是一种不良的力学

变形模式。相反，SPMS-C3结构和 SPMS-C4结构在受

压的过程中，等效塑性应变均匀分布于极小曲面的亏

格结构上，使得结构在受到侧向压缩时在亏格处发生

较大的塑性流动，从而有效吸收外力作用下的变形，充

分发挥了极小曲面结构孔径比大的优点。

2. 4. 2　正向压缩

在正向压缩过程中，Scherk 曲面反力随位移变化

的曲线规律与结构在侧向受压时的力-位移曲线规律

基本一致，如图 11（a）所示。该曲线包含 3 个阶段： 

①上升阶段，反力随着位移的增加而迅速增大；②峰

值阶段，材料反力到达最大值；③下降阶段，反力达到

峰值后开始下降。该曲线的变化说明反力不是定值，

反力的大小和方向都在发生变化。对比图 11（a）中的

五个结构正向压缩时反力-位移曲线，五个结构均出现

峰值反力，且出现2次。第1次峰值反力出现在外载荷

位移约为2 mm时，最大峰值反力约为8 000 N。第2次

峰值反力出现在外载荷位移约为 10 mm时，最大峰值

反力约为4 000 N。由图11（a）可见，反力随着位移的变

化先增大后减小，又增加又减小，表现出“驼峰”现象。

Scherk 曲面在承受外载荷静压时刚度是变化的。

刚度计算公式 k=F/δ，式中F是作用于结构的恒力，δ为
由于受力而产生的变形。根据刚度计算式可以发现，

在施加位移 0~2 mm 时刚度为正值，2~5 mm 时刚度为

负值，5~10 mm 时刚度为正值，10 mm 以后刚度为负

值。刚度为负值说明，Scherk 曲面具有负刚度特性。

由图 6可知，结构还具有负泊松比特性，因此该结构具

有负泊松比和负刚度两个特性。

同样，通过计算各曲线的线下面积，可以得出各

结构在受到正向压缩时吸收的外力功与结构的比吸

能，分别如图 11（b）、图 11（c）所示。由图 11（b）可以发

现，5个结构在受到正向压缩时，吸收的外力功的变化

趋势是：SPMS-C3 最大，为 22. 830 J；其次是 SPMS-C4
和 SPMS-C2，约为 20. 4 J；最小的为 SPMS-C1，约为

17. 5 J。SPMS-C3 结构外力功比 SPMS-C5 和 SPMS-C1
约提高了22%。由图11（c）可知，SPMS-C4结构在受到

正向压缩时，比吸能达到 883. 995 J/kg，其他 4 种结构

比吸能从大到小依次是SPMS-C2、 SPMS-C3 、SPMS-C1
和 SPMS-C5；其中比吸能最大的 SPMS-C4 结构相比

于最小的 SPMS-C5 结构，比吸能提升了 11%。这

也说明，在受到正向压缩载荷时 SPMS-C4 结构吸

能能力较其他结构好。

（a）力⁃位移曲线

（a） Curve of force⁃displacement
（b）外力功

（b） External force work
（c）比吸能

（c） Spectific energy absorption

图11　正向压缩静力学性能

Fig. 11　Statics performance under the forward compression
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通过对 SPMS-C1、SPMS-C2、SPMS-C3、SPMS-C4和

SPMS-C5这 5个结构进行静力学正向压缩与侧向压缩

2种加载方式，探究了上述 5类结构在受到外力作用时

的变形模式以及相关的力学响应。可见，SPMS-C4结

构即参数C=0. 4时，其正向压缩性能与侧向压缩性能

均优于其他 4 种结构。特别是在受到正向压缩时，

SPMS-C2比吸能比排在最后的 SPMS-C5的高 12. 31%。

而在侧向压缩的过程中，排除 SPMS-C1结构不良的失

稳变形模式外，SPMS-C3、SPMS-C4和 SPMS-C5夹层结

构的比吸能相当，即这 3个结构抗侧向压缩的力学性

能相当。

3　SPMS压缩试验

3. 1　试验过程

从有限元模拟结果可以看到，单周期极小曲面结

构上具有高度的对称性，同时亏格的连通功能使得该

结构能够降低自身质量，吸能效果显著提升。极小曲

面连续光滑的数学特性，使得结构在受力时均匀连续

变形。为了验证该结构的力学性能，对该结构进行静

态压缩试验。压缩试验在万能拉伸试验机上进行。

试验过程采用位移连续控制，加载速率为 5 mm/min，
总压缩位移为 40 mm。压缩过程应变利用静态应变仪

采集，压缩试验装置如图12所示。

图 13所示是 SPMS打印模型静态压缩过程。在压

缩时该结构的变形首先出现在亏格位置，试验现象与

有限元模拟结果一致，首次压溃的位置出现在模型底

部。124 s时结构底端第 2亏格处出现明显收缩现象。

此时第 1 亏格处向内收缩，第 2 亏格处向外膨胀。压

缩形变部位形成 X形内凹效果。随后，变形逐渐开始

向上传递，396 s 时第 2 亏格处全部折叠收缩，折叠一

起。图 13中 396 s时第 3亏格开始向内收缩变形，变形

效果与第1和第2亏格处变形效果一致，最后形成X形

内凹效果。518 s时结构受压结束，第 3亏格基本重叠

一起，第 4亏格向外膨胀。整个结构呈现明显的向内

收缩现象，表现出明显的负泊松比效应。多次试验证

明，SPMS表现出良好的大变形效果，同时结构出现的

X 形折叠现象重复出现，结构表现出明显的负泊松比

效应。随着亏格数的增加折叠变形越容易，而且重复

折叠也更加规则。

卸载后，试样变形如图 14（c）所示，从中可见局

部出现断裂现象，而结构整体逐级均匀折叠在一起。

图 14（a）所示正面呈现明显的逐层折叠效果。由

图 14（b）所示顶面可以看到，SPMS压缩后仍具有高度

对称性，4个方向都均匀折叠。

图12　静力压缩试验装置

Fig. 12　Static compression test device

0 s 124 s 262 s 396 s 518 s
图13　压缩变形过程

Fig. 13　Process of the compression deformation

（a）正面
（a） Front view

（b）顶面
（b） Top view

（c）侧面
（c） Side view

图14　试样压缩变形结果

Fig. 14　Compression deformation results of specimens
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3. 2　试验结果

准静态试验测定了 SPMS 的整体变形和压溃过

程。采集了曲面亏格处的应变，同时采集了结构整体

与上夹层板之间的接触反力和位移。图 15（a）给出了

试验反力与位移关系。由图 15（a）可见，SPMS夹层整

体受压时，接触反力呈现“驼峰”现象，即随着位移的

增大，接触反力先增大后减小，再增大又减小，反力和

位移关系呈现4个阶段。以试样2为例，在第1阶段，当

压缩位移不超过 5 mm 时，接触力随位移增加快速增

大，最大反力达到 95 000 N；在第 2 阶段，位移在 5~
20 mm压缩时，反力快速下降，下降到38 000 N左右，反

力下降了 59. 6%；在第 3阶段，位移在 20~27 mm时，反

力继续增大，此时最大反力只达到 81 000 N，与第 1次

最大峰值反力相比，下降了14. 7%；在第4阶段，位移在

28~40 mm 时，反力随位移增加逐渐下降。最后达到

42 000 N，基本上达到第 2阶段水平。由图 15（a）可以

明显看出，结构反力随位移的变化并没有断裂破坏，而

是均匀折叠在一起，如图14所示。根据刚度定义

k = F/δ （7）
式中，k为结构刚度；F为作用于结构的恒力；δ为由于

力而产生的变形。

根据式（7），可以发现受压的第二和第四阶段，

SPMS结构表现出负刚度效应。力和位移的“驼峰”现

象还说明该结构在不增加力的情况下，能够多次折叠

变形。同时，变形过程中随着位移的增加，力在减小。

当结构所受力达到材料屈曲极限后，结构反力不再增

加，反而位移逐渐增大，负刚度效应很好地实现了结

构的稳定大变形。

图 15（b）所示为压缩试验中测点位置应变。由

图 15（b）可见，10 个测点中有 5 个测点的应变数据为

正值，5个测点的应变数据为负值。并且，所有测点数

据变化趋势也分为 4 个阶段：第 1 阶段为线性增长阶

段，位移在 0~5 mm时，应变随位移增加呈线性快速增

长趋势；第 2阶段为平台阶段，位移在 5~22 mm 时，位

移在增加，而应变保持不变；第 3阶段为第 2线性增长

阶段，此时位移在 22~27 mm，应变出现第 2次增加；第

4阶段为第 2平台阶段，从 27 mm 开始直到加载结束，

应变增加到最大并保持不变。应变的变化趋势与反

力和位移的变化趋势一致，也验证了反力变化出现的

“驼峰”现象。反力出现 2个线性增长阶段、2个下降阶

段，下降阶段表现出明显的负刚度效应。应变的 4个

阶段也解释了反力与位移表现出的负刚度效应。在 2
个平台阶段应变保持不变，说明结构内部应力到达 1
个峰值，并一直保持不变。应力的产生使得结构产生

形变，从而表现出位移增加。此时材料进入屈服阶

段，加上亏格结构和极小曲面连续光滑特性，结构在

峰值应力作用下出现折叠压溃现象。结构内部光滑

曲面向亏格处压缩流动聚集，聚集材料产生强化作

用，产生反力，抵消了一部分外力，从而使得反力出现

下降现象。第 2 平台阶段的出现，是第 1 亏格弯曲压

溃重叠后，变形向上传递的结果。压缩第 2亏格时，需

要继续施加外力，使得结构持续变形，这也是外力第 2
次增加的原因。

3. 3　结果对比

压缩试验过程中发现，SPMS结构表现出逐层收缩

行为，即负泊松比效应。应变分析发现，SPMS结构泊

松比都为负数，且最大可以达到−2. 7，如图 16 所示。

由图 16可以看出，结构受压初期，变形快速，泊松比最

大，随着结构逐级压溃，变形逐渐减小，应变也逐渐减

小，泊松比减小，最后泊松比值为−0. 4。泊松比值的

变化说明了压缩中结构压溃过程的阶段性，泊松比数

值说明了该结构具有收缩变形的优良特性。SPMS结

构压缩试验过程中表现出负泊松比现象。通过反力

和位移分析又发现，结构表现出负刚度效应，因此该

结构表现出“双负”的优良特性。将试验测得的反力

与有限元仿真得到的反力进行了对比，如图 17所示。

分析数据发现，两者数据变化趋势一致，且经测算最

大误差均小于 10%。这说明有限元模型是可靠合理

的，能够很好地预测结构变形过程和失效破坏。

SPMS压缩试验表现出的负泊松比和负刚度效应

与结构特性息息相关。首先，极小曲面表面连续光

（a）反力与位移
（a） Counter-force and displacement

（b）应变与位移
（b） Strain and displacement
图15　试验反力与应变

Fig. 15　Test counter force and strain
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滑，使得结构受力过程保持稳定，受力均匀，能够保证

结构压缩时逐层折叠压溃。其次，单周期极小曲面在

几何空间结构对称，并且沿 z向重复出现。最后，结构

中亏格的均匀排列，给结构受力时提供了变形空间。

压缩时材料可以向亏格处流动聚集，使得整体结构表

现出负泊松比现象。同时，逐层排列的亏格和对称排

列方式使得结构压缩时逐层叠加压溃，逐层压溃处材

料得以强化，提高了压溃处的刚度，而下一层级刚度

尚未发生变化，刚度的差异分布使得结构整体表现出

负刚度效应。SPMS的“双负”特性，为其在吸能结构的

应用研究中提供了很大的空间，而且作为新型结构在

结构耐撞性工程应用研究中也将得到广泛应用。

4　结论

研究了一种新型 Scherk单周期极小曲面结构，并

从结构力学性能、结构行为和吸能性能 3个方面展开

讨论。研究发现：

1）在侧向压缩载荷的作用下，5 种结构呈现出 V
形、X 形折叠变形以及整体均匀变形 3 种不同的变形

模式。在整体均匀变形模式下，应力分布也较为均

匀，有利于结构应力传递，可有效改善结构应力集中

等问题。同时，结构在该变形模式下受到侧向压缩时

发生塑性流动的区域较大，其吸能能力较优。在正向

压缩载荷作用下，5 种结构均呈现出纵向折叠的变形

模式。在受压过程中，亏格结构周围形成局部塑性，

结构向塑性区域自折叠，吸收大量能量。

2）压缩试验发现，SPMS夹层结构表现出典型的负

泊松比效应。试验测得，接触反力与位移曲线呈现

“驼峰”现象；通过反力和位移分析发现，结构表现出

负刚度效应。结构表现出“双负”的特性，使得结构受

压时逐层均匀折叠压溃，表现出良好的变形吸能特

性。SPMS结构具有几何曲面连续光滑的特性，不但改

善了应力集中问题，而且在受压过程中表现出“双驼

峰”现象，使得结构表现出“双负”特性且出现两次平

台阶段，说明结构具有多稳态。多稳态特性意味着在

不同稳态下具有不同的力学特性。该发现突破了预

定义物体和材料的可应用局限性，为多稳态结构领域

发展提供了新的研究方向。
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Study on the mechanical properties of Scherk single-periodic minimal surface

WANG Shuai1，2 DENG Tao2 HE Jialu3 ZHOU Kaifa3

(1.  School of Intelligent Manufacturing and Transportation, Chongqing Vocational Institute of Engineering, Chongqing 402260, China)

(2. School of Aeronautics, Chongqing Jiaotong University, Chongqing 400074, China)

(3.  School of Civil Engineering, Chongqing Jiaotong University, Chongqing 400074, China)

Abstract: Minimal surfaces are characterized by spatially continuous smoothness, which can effectively avoid the 

problem of the stress concentration, and have become a significant focus in the research of mechanical metamaterials.  A  

Scherk single-periodic minimal surface (SPMS) was studied, and the spatially continuous smooth geometrical model was 

generated using a voxel reconstruction technique with multi-software association method.  The mechanical behavior and 

energy absorption characteristics of the single-period Scherk surface structure were investigated using finite element 

simulation.  The impact of the mathematical parameters of the minimal surface on the geometric configuration was examined.  

Five minimal surfaces with different parameters were established, and the deformation patterns and stress distributions of the 

five structures were explored under positive and lateral compression conditions.  The Scherk surface structures were fabricated 

by metal printing technology, and quasi-static compression tests were conducted.  The results show that the Scherk single-

period surface has an obvious negative Poisson ratio effect, and the SPMS structure exhibits X-and V-shaped deformation 

modes, which can well withstand the external loading effects.  The compression tests show the hump phenomenon of the 

reaction force and displacement curves of the SPMS structure, indicating that the structure has a negative Poisson ratio and 

negative stiffness property.  This property provides a wide space for its application research in large deformation damage and 

structural energy absorption.
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