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基于改进傅里叶级数的薄板结构自由振动特性研究
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摘要：针对在任意边界条件下矩形薄板的结构振动建模和特性分析问题，提出了一种改进的傅里叶级数法。基于

Rayleigh-Ritz法，将薄板振动位移容许函数表示为双傅里叶余弦级数函数和辅助级数函数的线性组合，有效避免了传统

傅里叶级数在边界处可能存在的不连续或奇异问题。首先，利用Hamilton能量变分原理建立了薄板振动模型的变分方

程，计算得到方程内各项能量表达式并代入位移容许函数。其次，对其中的未知傅里叶系数进行变分求解得到模型的矩

阵方程，通过数值计算方法求解矩阵方程得到薄板自由振动频率和特征向量。最后，以经典边界条件和弹性边界条件为

典型算例进行了计算分析，并与有限元仿真结果及已有文献对比验证了所提方法的计算高效性、准确性。另外，讨论了

薄板长宽比和约束弹簧刚度系数对薄板振动特性的影响。
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0　引言

矩形薄板结构广泛应用于现代科学技术的各个

领域，如航空航天、船舶、电磁弹射、隧道设备、轨道交

通等。薄板的振动不仅会影响自身动力稳定性，还会

对周遭相连的机构产生未知的影响。因此，对于薄板

结构的振动特性研究尤为重要。国内外学者对此做

了大量的研究。LI［1］619-635引入了一种由三角函数和任

意连续函数构成的容许函数对弹性支撑板的模态特

性进行了研究。XUE等［2］针对中厚层复合材料板提出

了一种改进的傅里叶级数方法，研究了层合板的动态

响应。LI等［3］254-269通过将位移函数表示为二维傅里叶

级数并辅以几个一维傅里叶级数，提出了一种用于弹

性约束边界条件矩形板振动分析的方法。杜圆

等［4］70-76改进了傅里叶级数方法来克服传统傅里叶级

数在边界处可能存在不连续的问题。REDDY［5］基于

Mindlin剪切变形理论与冯卡门理论，研究了带矩形切

口矩形板的大振幅弯曲振动问题。CHO等［6］使用假设

模态法及拉格朗日运动方程对具有不同开口形状的

板块固有振动进行了研究。O'BOY等［7］应用Rayleigh-

Ritz 法预测矩形板的固有频率，与已有文献的结论进

行比较，具有很好的一致性。YUAN 等［8］通过在板间

及边界处引入弹簧约束的概念简化了组合板偏转函

数的选取。柴玉阳等［9］采用特征正交多项式表述位移

容许函数，利用 Rayleigh-Ritz 法获得弹性边界约束矩

形板的固有频率和振型，并与有限元及试验结果进行

对比，验证了该理论方法的正确性和可靠性。AKSU
等［10］基于有限差分法研究了中心开口矩形板的振动

特性。王青山等［11-12］采用能量原理建立了结构的能量

泛函，将板的面内振动问题转化为一个标准特征值求

解。涂建新等［13］利用 FPK 方程法研究了电磁环境中

的简支圆板的非线性振动问题。王献忠等［14-15］基于缩

聚传递函数法建立了耦合板的数值求解模型，并通过

模态叠加法求解各子结构的振动响应，进而获得耦合

在整体坐标系下的振动特性。YANG等［16］在拉格朗日

方程和连续梁理论的基础上对复杂系统的耦合振动

进行了分析与计算。上述学者对于经典类型的边界

问题进行了大量的研究，少有对弹性支承薄板结构的

求解研究。

本文基于 Rayleigh-Ritz 法构建薄板位移容许函

数，并利用 Hamilton 原理建立了薄板振动方程并化简

成矩阵形式，通过求解该矩阵方程即可得到矩形薄板

自由振动频率和振型。以数值计算算例说明改进傅

里叶级数方法应用于薄板振动特性分析的有效性。
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另外，对薄板不同长宽比、不同弹簧刚度系数进行参

数化研究，以讨论薄板振动特性与各参数之间的

关系。

1　理论模型

1. 1　薄板模型描述

研究对象如图 1 所示，薄板边界条件通过位移约

束弹簧 k和旋转约束弹簧K来描述。k=K=0时，代表当

前边界条件为自由边界；k=K=∞时，代表固支边界。在

实际计算中，当需要考虑刚度值趋于无限大的状态

时，采用一个较大的数值表示，根据文献［3］260-262取值

为 5. 0×107。如表 1 所示，通过改变约束弹簧的刚度

（设为极大值或极小值），可以模拟各种经典边界条

件。表 1 中，C（Clamped）代表固支；S（Simple）代表简

支；F（Free）代表自由边界；E（Elastic）代表弹性边界。

薄板的自由振动微分方程为

DΔ2w ( x, y ) - ρhω2w ( x, y ) = 0 （1）
式中，Δ2 = ∂4 /∂x4 + ∂4 /∂x2∂y2 + ∂4 /∂y4；w ( x，y ) 为弯曲

位移函数；ρ为材料密度；h为材料板厚；ω为角频率；D

为抗弯刚度，D = Eh3 / [12 (1 - γ2 ) ]，E为材料弹性模

量，γ为泊松比。

直接求解式（1）会引入超越方程的求解，其过程

十分烦琐。因此，考虑使用 Rayleigh-Ritz 法构造有限

级数形式的近似弯曲位移容许函数，按照边界条件来

选取位移容许函数。

1. 2　位移函数构建

传统傅里叶级数方法在边界处可能存在不连续

或奇异的问题，这是因为传统傅里叶级数实际上可能

不会收敛于在边界处的真实位移值［1］ 619-635。本文将以

双傅里叶余弦级数函数和辅助级数函数线性组合的

形式来构建位移函数，表征为式（2）。辅助函数的引

入可以有效克服弹性边界的不连续，并可以保证位移

函数在求解域内任意点的3阶、4阶导数均存在。

w ( x, y, t ) = [ ∑
m = 0

M ∑
n = 0

N

Amn cos λmx cos λn y + p ( x, y ) ] eiωt（2）
式中，p ( x，y ) 为定义在 x ∈ [ 0，a ]，y ∈ [ 0，b ]上的一组平

滑的辅助函数，使得该函数的 3阶导数存在并在板上

任一点都是连续的。引入辅助函数的目的是消除边

界处第 1、第 3阶导数可能存在的不连续或跳跃，并且

在之后的运算过程中辅助函数不能影响傅里叶系数

的求解。本文将以三角函数的形式来进行选择，并保

证在边界处的补充函数及其 2阶导数不全为零，否则

会使得K在边界处无效。式（2）中 p ( x，y ) 表示为

p ( x,y ) = ∑
l = 1

2 [ ξ bl ( y ) ∑
m = 0

M

Bl
m cos λmx + ξ al ( x ) ∑

n = 0

N

Cl
n cos λn y ]

（3）
其中，基于三角函数的辅助多项式可表示为
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ξ a1 ( x ) = a
2π sin 3π
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2π sin π

2a x
ξ a2 ( x ) = a

2π cos 3π
2a x - a

2π cos π
2a x

ξ b1 ( y ) = b
2π sin 3π

2b y + b
2π sin π

2b y
ξ b2 ( y ) = b

2π cos 3π
2b y - b

2π cos π
2b y

（4）

式（2）、式（3）中，Amn、Bm、Cn为未知傅里叶系数；a、

b分别为板的长、宽；λm=mπ/a；λn=nπ/b；简谐因子 eiωt用
以描述薄板挠度随时间的变化；M、N均为傅里叶级数

截断项数，取值越高，求得的解越接近真实数值。

1. 3　Hamilton能量变分法

对于图1给出的矩形薄板模型，该模型的Hamilton
变分方程为

δ ∫
t2

t1 (V - T - W )dt = 0 （5）
式中，V为结构总势能；T为结构总动能；W为外力所做

功。本文仅研究板的自由振动，外力不做功，W=0。其

中总势能包含了板的弯曲应变能 VP，以及边界处的弹

性势能VS，即

V = VP + VS （6）
薄板弯曲应变能及边界弹性势能如式（7）、式（8）

所示：

图1　弹性边界约束的矩形薄板

Fig. 1　Rectangular thin plate with elastic boundary constraints

表1　约束弹簧刚度值与边界条件关系

Tab. 1　Relation between the spring stiffness value and the boundary 

condition

边界条件
Boundary condition

k/（N/m）
K/（N∙m/rad）

C
5×107

5×107

S
5×107

0

F
0
0

E
0~5×107

0~5×107
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VP = 1
2 D∬

s
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[ ∂2w ( x,y,t )
∂x2 ]2 + [ ∂2w ( x,y,t )

∂y2 ]2 + 2γ [ ∂2w ( x,y,t )
∂x2 ] [ ∂2w ( x,y,t )

∂y2 ] + 2 (1 - γ ) [ ∂2w ( x,y,t )
∂x∂y ]2 ds （7）

VS = 1
2 ∫0

a{ }ky0w ( x,y,t ) 2 + Ky0 [ ∂w ( x,y,t )
∂y ]2 dxy = 0 + 1

2 ∫0

a{ }kybw ( x,y,t ) 2 + Kyb [ ∂w ( x,y,t )
∂y ]2 dxy = b +

1
2 ∫0

b{ }kx0w ( x,y,t ) 2 + Kx0 [ ∂w ( x,y,t )
∂x ]2 dyx = 0 +   12 ∫0

b{ }kxaw ( x,y,t ) 2 + Kxa [ ∂w ( x,y,t )
∂x ]2 dyx = a （8）

式中，kx0、kxa为 x=0、x=a边界上横向位移约束弹簧刚

度值；ky0、kyb为 y=0、y=b边界上横向位移约束弹簧刚度

值；Kx0、Kxa为 x=0、x=a边界上旋转位移约束弹簧刚度

值；Ky0、Kyb为 y=0、y=b边界上旋转位移约束弹簧刚

度值。

薄板系统总动能表示为

T = 1
2 ρh∬

s
( ∂w

∂t ) 2 ds （9）
将式（6）~式（9）代入到 Hamilton 变分方程（5）中，

对未知傅里叶系数变分可得
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∂
∂Amn (V - T ) = 0

∂
∂Bm

(V - T ) = 0
∂

∂Cn
(V - T ) = 0

（10）

化为矩阵方程：

(K - ω2M )X = 0 （11）
式中，K为薄板刚度矩阵，K=KP+KS，KP为薄板应变能

刚度矩阵，KS为薄板边界弹簧势能刚度矩阵；M为薄板

质量矩阵；X为未知的傅里叶系数矩阵，X可表示为

                        X=
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
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ú

úA11， A12， ⋯， A1N， ⋯， AMN，
B11， ⋯， B1

M， B21， ⋯， B2
M，

C11， ⋯， C1
N， C21， ⋯， C2

N

T

（12）

2　数值计算与分析

为验证本文提出方法的精确性和有效性，经数值

计算验证，在弹簧刚度达到 107量级时，薄板振动频率

随着刚度系数的增加而变化的量较小，通过与文献［3］
260-261、文献［4］72-73中所设基本参数进行比对，弹簧刚度

系数无限大时，可以用一个较大的数字 5. 0×107表示；

材料密度 ρ=7 850 kg/m3，弹性模量 E=2. 1×1011 Pa，泊
松比 γ=0. 3。通过式子Ω = ωa2 ρh/D 计算量纲一频

率 Ω。同时使用有限元方法进行求解，并进行对比

分析。

2. 1　截断项数收敛性分析

级数展开式（2）在数值计算中必须被截断，其截

断项数的大小对于求解精度有很大的影响，有必要对

其进行收敛性分析。选取长宽比为 1的矩形板，在 C-

C-C-C的边界条件下，矩形板各边均固支，板长 a=1 m，

厚度为h=0. 002 m。

表 2所示为截断项数依次从 5增加到 15时矩形薄

板的前 5阶量纲一频率，并与文献［3］261-265及有限元仿

真结果进行横向对比分析。由表 2可知，在截断项数

达到 14后，算例的薄板量纲一频率已趋于不变，表明

本计算方法已收敛，后续将使用截断项数M=N=14 来

进行计算。

对于表 2 中截断项数M=N=14 的模态频率，将求

解到对应的各阶特征向量代入到相应阶次的傅里叶

展开系数，并最终代入到式（2）所表示的近似位移函

数，即可得到模态振型。将它与有限元模态振型结果

进行比对，如图2、图3所示。

表2　不同截断项数下C-C-C-C矩形薄板量纲一频率

Tab. 2　Dimension one frequency of the C-C-C-C rectangular thin 

plate with different number of truncated terms

M=N

5
6
8

10
12
13
14
15

FEM
参考文献
Reference

量纲一频率 Dimension one frequency
1

36.273
36.085
36.023
35.996
35.988
35.986
35.985
35.985
35.985
35.985

2
74.161
73.999
73.618
73.473
73.407
73.399
73.394
73.394
73.392
73.393

3
74.161
73.999
73.618
73.473
73.407
73.399
73.394
73.394
73.392
73.393

4
109.73
109.73
108.79
108.42
108.28
108.22
108.21
108.21
108.21
108.21

5
135.37
132.84
132.05
131.73
131.57
131.56
131.56
131.56
131.58
131.58

（a） 1阶
（a） 1st order

（b） 5阶
（b） 5th order

图2　文中提出方法得到的C-C-C-C薄板振型

Fig. 2　Vibration mode of the C-C-C-C thin plate obtained by the 

proposed method
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2. 2　不同长宽比的经典边界条件下薄板振动特性

分析

表 3 所示为薄板振动特性对应薄板在 x=0 处固

支，并在其余边界处自由。表 4所示为薄板振动特性

对应薄板在 x=0 固支，在 x=a自由，在其余边界简支。

通过Rayleigh-Ritz变分法化为矩阵方程并求解特征值

即可得到前 5阶频率的数值结果。对于具有不同长宽

比的薄板进行了对比，如表 3、表 4所示。数值计算结

果表明，在经典边界条件下，矩形薄板量纲一频率随

着长宽比的增加而递增。

以上数据表明，数值计算结果数据与仿真结果数

据及已有文献数据非常吻合，证明了本文方法的有效

性、准确性，且相对于文献［1］619-635中给出的数据有明

显的改进，相对于文献［3］254-269的改进傅里叶级数方法

更为简洁、运算简单。

2. 3　不同弹性刚度边界条件下的薄板振动特性分析

对于具有不同刚度的位移约束弹簧，以及旋转约

束弹簧进行分析。第１个例子将弹性约束添加到 x=a

和 y=b，横向弹簧的刚度固定在 ka3/D=10，旋转约束弹

簧将在以下 4个不同刚度水平考虑：Ka/D=1、10、100、
1 000；第２个例子将弹性约束添加到 x=a和 y=b，旋转

弹簧的刚度固定在Ka/D=10，横向约束弹簧将在以下 4
个不同刚度水平考虑：ka3/D=1、10、100、1 000。以上算

例均采用长宽比为 1来计算，相应的振动频率如表 5、
表6所示。

考虑所有边界均为弹性边界的情况下，对具有不

同长宽比的薄板进行数值计算。横向约束弹簧和旋

转约束弹簧刚度选择为 ka/D=100和Ka/D=1 000，并考

虑长宽比 a/b从 1递增变化到 3. 5。计算结果表明，在

（a） 1阶

（a） 1st order
（b） 5阶

（b） 5th order
图3　有限元方法得到的C-C-C-C薄板振型

Fig. 3　Vibration mode of the C-C-C-C thin plate obtained by finite 

element method

表3　不同长宽比下的C-F-F-F矩形板量纲一频率

Tab. 3　Dimension one frequency of the C-F-F-F rectangular plate 

with different aspect ratios

r=a/b

1.0

1.5

2.0

2.5

量纲一频率 Dimension one frequency
1

3.472
3.470a
3.471b

3.456
3.453a

3.443
3.439a

3.432
3.427a

2
8.512
8.504a
8.506b

11.673
11.654a

14.840
14.800a

18.033
17.960a

3
21.289
21.279a
21.283b

21.477
21.283a

21.448
21.430a

21.413
21.392a

4
27.205
27.201a
27.199b

39.371
39.319a

48.249
48.171a

57.322
57.209a

5
30.978
30.948a
30.953b

53.568
53.544a

60.195
60.143a

60.173
60.115a

注：上标 a的数据来源于参考文献［3］254-269；上标 b的数据来源于有

限元仿真结果。

Notes: the data labeled by superscript a are sourced from reference 

［3］254-269; the data labeled by superscript b are sourced from the finite 

element simulation results.

表4　不同长宽比下的C-S-S-F矩形板量纲一频率

Tab. 4　Dimension one frequency of the C-S-S-F rectangular plate 

with different aspect ratios

r=a/b

1.0

1.5

2.0

2.5

量纲一频率 Dimension one frequency
1

16.810
16.785a

16.791b

18.514
18.463a

20.658
20.577a

23.108
22.997a

2
31.171
31.115a

31.112b

50.551
50.409a

56.422
56.265a

59.867
59.705a

3
52.449
51.392a

51.402b

53.570
53.453a

77.509
77.316a

112.08
111.90a

4
64.114
64.016a

64.021b

89.015
88.682a

111.02
110.69a

114.72
114.54a

5
67.661
67.549a

67.551b

107.92
107.65a

117.49
117.24a

153.29
153.06a

注：上标 a的数据来源于参考文献［4］70-76；上标 b 的数据来源于有

限元仿真结果。

Notes: the data labeled by superscript a are sourced from reference 

［4］70-76; the data labeled by superscript b are sourced from the finite 

element simulation results.

表5　不同旋转刚度水平下C-F-F-F矩形板量纲一频率

Tab. 5　Dimension one frequency of the C-F-F-F rectangular plate 

with different rotational stiffness levels

Ka/D

1

10

100

1 000

量纲一频率 Dimension one frequency
1

7.537
7.534a

7.522b

7.813
7.810a

7.902
7.899a

7.912
7.910a

2
11.717
11.708a

11.693b

12.326
12.317a

12.604
12.597a

12.642
12.635a

3
24.322
24.300a

24.287b

28.431
28.408a

30.239
30.218a

30.483
30.463a

4
29.457
29.445a

29.431b

32.729
32.720a

34.546
34.537a

34.810
34.801a

5
33.076
33.029a

33.015b

35.967
35.924a

37.611
37.574a

37.859
37.825a

注：上标 a的数据来源于参考文献［3］254-269；上标 b的数据来源于有

限元仿真结果。

Notes: the data labeled by superscript a are sourced from reference 

［3］254-269; the data labeled by superscript b are sourced from the finite 

element simulation results.
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薄板所有边界均为弹性边界的情况下，薄板量纲一频

率随着长宽比的增加也持续增加，如表７所示。

3　结论

提出了一种适用于任意边界条件下矩形薄板振

动特性分析的一般分析方法。薄板的弯曲位移表示

为傅里叶级数与辅助函数的线性组合，利用 Hamilton
原理求解了薄板振动方程并化简成矩阵形式，求解该

矩阵方程即可得到矩形薄板自由振动频率和振型。

通过与已有报道的文献以及有限元数值结果进行对

比，验证了所提方法的有效性，得到了以下主要结论：

1）经典边界条件下的计算结果与已有文献及有

限元解相当吻合，验证了本文所提方法的有效性、准

确性。在矩形薄板四边均为经典边界条件的情况下，

薄板振动的各阶量纲一频率随着长宽比的增加总体

呈现上升趋势。

2）计算结果表明，在经典边界条件和弹性边界条

件的组合下，薄板振动的各阶量纲一频率随着弹簧刚

度的增加呈现上升趋势，阶数越高，趋势越明显；在完

全弹性边界条件下，随着长宽比的增加，薄板频率逐

渐增大。

3）本文方法快捷可靠，能对不同尺寸参数、弹性

边界条件的薄板结构进行求解。
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Research on free vibration characteristics of thin plate structures based on 

improved Fourier series

WU Baoning1 LIU Fang1 DONG Rong2 NIE Shaoqing1 LIU Yafei1

(1.  School of Mechanical Engineering, Southwest Jiaotong University, Chengdu 610031, China)

(2.  Tangshan Institute, Southwest Jiaotong University, Tangshan 063000, China)

Abstract: Aiming at the problem of structural vibration modeling and characteristic analysis of rectangular sheets under 

arbitrary boundary conditions, an improved Fourier series method was proposed. Based on the Rayleigh-Ritz method, the 

allowable function of vibration displacement of thin plates was expressed as a linear combination of double Fourier cosine 

series function and auxiliary series function, which effectively avoided the possible discontinuities or singularities of the 

traditional Fourier series at the boundary.  Firstly, the variational equation of the sheet vibration model was established by 

using the Hamilton energy variational principle, and the energy expressions in the equation were calculated and the 

displacement tolerance function was brought in.  Secondly, the variational solution of the unknown Fourier coefficient was 

carried out to obtain the matrix equation of the model.  The matrix equation was solved by numerical calculation method to 

obtain the free vibration frequency and eigenvector of the thin plate.  Finally, the classical boundary conditions and elastic 

boundary conditions were used as examples to calculate and analyze.  The calculation efficiency and accuracy of the proposed 

method were verified by comparison with the results of finite element simulation and existing literature.  Additionally, the 

influence of the aspect ratio and constrained the spring stiffness coefficient on the vibration characteristics of the thin plate was 

discussed.
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