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基于相对曲率控制的直齿轮设计及其应力、啮合刚度分析

陈峙玮 刘 雷 孔 荣

（南京航空航天大学 机电学院，南京 210016）

摘要：直齿轮啮合点的相对曲率是齿廓的关键几何参数之一，对齿轮应力分布和啮合刚度有着显著影响。从等相

对曲率（Constant Relative Curvature, CRC）齿轮的相关研究出发，基于考虑齿轮时变啮合特性的相对曲率控制策略，构建

了3种非渐开线直齿轮齿廓，并对其进行啮合仿真，分析了相对曲率控制对齿轮最大接触应力、最大弯曲应力及啮合刚度

的影响，验证了控制策略的有效性，为基于相对曲率控制的直齿轮设计提供了一定的参考。
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0　引言

在平行轴齿轮传动中，渐开线齿轮因其突出的优

点被广泛应用，但也存在缺点，如凸‑凸齿廓啮合，啮合

点相对曲率较大，接触承载能力受到限制；齿面间滑

动摩擦较大，易导致磨损、发热等。采用新型齿廓是

克服渐开线齿轮缺点的有效方法之一，相关学者对新

型齿轮传动进行了大量研究，如余弦曲线齿轮［1］、分阶

式三圆弧齿轮［2］、圆弧齿线齿轮［3］、S型齿轮［4］、抛物线

齿轮［5］、非 Hertz 接触齿轮［6］、基于包络特征的非圆齿

轮［7］等。LIU 等［8］144-158提出了一种基于啮合点相对曲

率控制的共轭齿廓设计方法，并构建了等相对曲率

（Constant Relative Curvature, CRC）齿轮，与相同参数

的渐开线齿轮相比，该齿轮具有接触、弯曲应力较低，

齿间滑动系数较小，啮合刚度较大等优点，但其传动

重合度有所下降，目前采用慢走丝线切割方法完成了

齿轮试制并开展了传动性能初步测试。

齿廓修形也是克服渐开线齿轮缺点的方式之一，

根据修形的优化目标有着不同的方法，张金龙等［9］基

于齿轮热变形开展了修形研究，夏伯乾等［10］基于弹流

摩擦副刚度进行了修形，田晓青等［11］基于齿轮时变啮

合过程进行了修形。齿廓修形类似于对部分齿廓根

据修形需要进行重新设计，即将啮合线分段并分别设

计对应的齿廓。

本文将齿轮修形的理念引入到对相对曲率的控

制中，提出了基于时变啮合过程的相对曲率控制方

法，并对采用该方法设计出的齿廓进行应力及啮合刚

度分析，旨在基于该设计方法在不削弱轮齿强度情况

下克服CRC齿轮传动重合度降低的缺点。

1　基于相对曲率控制的共轭齿廓设计

1. 1　相对曲率控制方程

基于齿轮啮合原理［12］建立了如图 1 所示的坐标

系，该方法可通过已知啮合线生成对应的产形齿条齿

廓，从而生成对应的共轭齿廓，适用于渐开线齿轮、摆

线齿轮、CRC齿轮等齿形。其中，Σ1为小齿轮齿廓，Σ2
为大齿轮齿廓，Σ3为产形齿条齿廓，Σm为啮合线。当

产形齿条横向移动距离 L时，小齿轮与大齿轮也绕各

自齿轮轴分别旋转角度 φ1与 φ2，使这 3条线与啮合线

的3个交点重合。

在图1中，啮合线Σm的方程可表示为

{x = r cos α
y = r sin α （1）

图1　齿廓坐标系

Fig. 1　Tooth profile coordinate system
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式中，r、α分别为啮合线极坐标方程中的极径与极角。

对于渐开线齿轮，其啮合线为直线，α与 r无关，为常数，

而CRC齿轮的啮合线为曲线，α、r为变量，受式（1）约束。

由齿轮啮合原理，可推导出产形齿条的方程，表

示为

ì
í
î

ïï

ïï

x3 = ∫-tan α ( r' sin α + r cos α )dα +C
y3 = r sin α （2）

式中，r'为啮合线的极坐标方程中 r对α的 1阶导数；C
为积分常数。

小齿轮齿廓方程为

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

x1 = r cos (α - φ1 ) + r1 sin φ1
y1 = r sin (α - φ1 ) + r1 cos φ1 - r1

φ1 = ∫-tan α ( r' sin α + r cos α )dα - r cos α +C
r1

（3）

同理，大齿轮的齿廓方程为
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x2 = r cos (α + φ2 ) + r2 sin φ2
y2 = r sin (α + φ2 ) - r2 cos φ2 + r2

φ2 = φ1
r1
r2

= ∫-tan α ( r' sin α + r cos α )dα - r cos α +C
r2

（4）

式中，r1、r2分别为齿轮 1与齿轮 2的节圆半径。根据微

分几何原理，齿廓1与齿廓2的相对曲率可分别表示为

k1 = ( x'1y″1 - x″1y'1 )/ ( x'1 2 + y'1 2 ) 3
2 = ( r1 cos α dα

dr +
1) / [ r1 sin α + r ( r1 cos α dα

dr + 1) ] （5）
k2 = ( x'2y″2 - x″2y'2 )/ ( x'2 2 + y'1 2 ) 3

2 = ( r2 cos α dα
dr -

1) / [ r2 sin α + r ( r2 cos α dα
dr - 1) ] （6）

在任意啮合点处的相对曲率可表示为

K r = || k1 - k2 = | [ ( r1 + r2 ) sin α ] / [ r1 sin α + r ( r1 cos α dα
dr +

1) ] [ r2 sin α + r ( r2 cos α dα
dr - 1) ] | （7）

由式（7）可知，各啮合点的相对曲率可视为 r与 α
的函数，反之，可以基于给定的相对曲率逆推出啮合

线的极坐标方程，从而生成相应的共轭齿廓。

1. 2　相对曲率控制策略

1. 2. 1　恒定相对曲率

在本文使用的共轭齿廓生成方法中，啮合线Σm由
节点分为两段，分别位于第一象限与第三象限，其极坐

标方程需分别求解：将相对曲率的约束条件分别代入

式（7）中，得到相应的微分方程，采用数值方法求解，并

使用多项式函数拟合数值解，以获取两段啮合线的极

坐标方程，最后将其分别代入式（1）~式（4）中，即可生

成对应的共轭齿廓，其详细过程可参照文献［8］144-158。

以表1参数的标准渐开线齿轮的相对曲率分布为

参照，通过前述的相对曲率控制方程创建了相对曲率

为恒定值的CRC齿轮，取该渐开线齿轮的相对曲率最

小值0. 111 4 mm-1设计了CRC齿轮副1，并取相对曲率

为 0. 16 mm-1设计了 CRC齿轮副 2作为对照，3种齿轮

的小齿轮齿廓对比与相对曲率分布如图 2、图 3
所示。

基于 LIU等［8］144-158［13-15］［16］1349-1364对 CRC齿轮的相关

研究，在恒定相对曲率取同参数渐开线齿轮最小值的

情况下，相比渐开线齿轮，CRC齿轮的齿廓顶部变尖，

底部变厚，弯曲应力更小，抗弯强度更大，从而具有更

大的啮合刚度，且具有较低的在单对齿啮合区恒定的

接触应力，同时滑动系数也低于渐开线齿轮，并具有

更大的最小油膜厚度，使其有更高的胶合承载能力。

然而，该参数下渐开线齿轮的重合度为 1. 667 7，CRC
齿轮重合度为 1. 523 4，随着传动比的降低，单对齿啮

合区间也在增加，使得传动过程中的振动与冲击增

大。较高的相对曲率可以提升传动重合度，相对曲率

取 0. 16 mm-1时的 CRC 齿轮重合度为 1. 805 3，但此时

其各项承载能力较差，不具应用价值。以上分析说

表1　齿轮参数

Tab. 1　Gear parameters

齿数比
Gear 
ratio

23/47

模数
Modulus/

mm
3

齿顶高系数 
Coefficient of 

addendum
1

顶隙系数 
Coefficient of 

bottom clearance
0.25

节点处压力角
Pressure angle at
pitch point /（°）

20

图2　齿廓曲线对比

Fig. 2　Comparison of tooth profile curves

图3　相对曲率分布

Fig. 3　Relative curvature distribution
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明，这种恒定相对曲率的控制方法有待改进。

1. 2. 2　考虑齿轮啮合特性的相对曲率控制策略

在齿轮的啮合过程中，单对齿啮合时由一对轮

齿承担所有的负载，在该啮合区间一般出现弯曲应

力与接触应力的最大值，需要将该区间的相对曲率控

制在较低的范围以提高承载能力。在双对齿啮合区

间，由于有两对轮齿分担负载，单对轮齿的负载大幅

降低，对承载能力要求降低。此外，双对齿与单对齿

啮合刚度的差异也是齿轮传动过程中振动冲击的来

源，提高传动重合度，降低单、双对齿之间啮合刚度的

差值都是减少振动冲击的可行方法，因此，可以在双

对齿啮合区间适当增大相对曲率以提高传动重合度。

为了对相对曲率进行所要求的控制，需要确认单

对齿啮合区间的范围，本文使用 CRC齿轮 1计算了单

对齿啮合区间对应的极距范围，并以其范围作为参

照，分别使用抛物线函数与 sigmoid函数对双对齿啮合

区间的相对曲率进行控制，生成了对应的啮合线与共

轭齿廓，这里将其分别称为 PRC（Parabolic Relative 
Curvature）齿轮与 SRC（Sigmoid Relative Curvature）齿

轮，相对曲率控制函数如表 2所示。不同于 CRC齿轮

与PRC齿轮，在使用 sigmoid函数对相对曲率进行控制

时，求解微分方程所获得的数值解无法用多项式获得

较好的拟合效果，本文在此使用高斯曲线拟合以获取

啮合线的近似解析解，其中 PRC 齿轮 1与 SRC齿轮啮

合线微分方程在第一象限与第三象限的数值解如图 4
所示，其横、纵坐标分别为极距值和极角的正切值。

共轭齿廓的相对曲率变化趋势以及各齿轮的啮合线

形状如图5、图6所示，小齿轮齿廓曲线如图7所示。

2　应力与啮合刚度评价

2. 1　有限元模型设置

为了对所设计齿廓进行评估，使用前述设计的齿

廓导入三维建模软件建立有限元模型进行啮合仿真。

需要注意的是，在使用有限元模型获取齿轮啮合刚度

的过程中，LIANG 等［17］指出：为精确计算啮合刚度，

表2　相对曲率控制函数

Tab. 2　Relative curvature control function

控制函数 
Control function

PRC齿轮1 
PRC gear 1

Kr=0.001 38r2+
0.111 4

PRC齿轮2
PRC gear 2

Kr=0.001 08r2+
0.111 4

SRC齿轮
SRC gear
Kr=0.04/(1+
e-5(r-2.5))+0.12

（a） PRC齿轮1在第一象限的啮合线数值解
（a）Numerical solution of the mesh line of the PRC gear 1 in the first 

quadrant

（b） PRC齿轮1在第三象限的啮合线数值解

（b）Numerical solution of the mesh line of the PRC gear 1 in the third 

quadrant

（c） SRC齿轮在第一象限的啮合线数值解

（c） Numerical solution of the mesh line of the SRC gear in the first 

quadrant

（d） SRC齿轮在第三象限的啮合线数值解

（d） Numerical solution of the mesh line of the SRC gear in the third 

quadrant

图4　PRC齿轮1和SRC齿轮在第一象限、第三象限的啮合线数值解

Fig. 4　Numerical solution of the mesh line of PRC gear 1 and SRC 
gear in the first quadrant and the third quadrant
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齿轮模型需要保留完整的圆环状基体部分，且中心齿

轮孔的大小对得到的啮合刚度有直接影响，进行啮合

刚度对比需要将模型的相关参数保持一致。本文有

限元模型所用的其他参数如表 3 所示。基于以上参

数建立了如图 8 所示的模型，进行准静态啮合仿真，

获取各个啮合位置的弯曲应力、接触应力、啮合刚度

等数据。

齿轮轮齿在啮合过程中的变形可以近似视作变

截面梁的弯曲变形，为避免出现剪切自锁造成变形量

偏小的现象，如图 9所示，本文使用线性缩减积分单元

C3D8R，沿齿廓方向的网格尺寸取该齿轮各啮合位置

最小赫兹接触半宽的 1/3，约 0. 04 mm，以克服沙漏问

题，并保证应力分析的准确性。齿轮基体的网格尺寸

为 1. 5 mm，单个齿轮的网格数量约为 80 000个，整个

模型的网格数量约为 160 000 个，其中渐开线齿轮模

型的网格如图10所示。

2. 2　啮合刚度分析

渐开线齿轮的啮合线为直线，在啮合过程中各啮

合点的接触力的方向始终一致，如图 11所示，而本文

的非渐开线齿轮的啮合线为曲线，使其在多对齿啮合

时啮合力方向并不一致，导致此时的啮合刚度计算不

能沿用渐开线齿轮的方法。为进行有效的数据对比，

这里的计量单位不再使用常见的啮合刚度，而是使用

图5　相对曲率

Fig. 5　Relative curvatures

图6　啮合线形状

Fig. 6　Shapes of the path of the contact

图7　齿廓曲线

Fig. 7　Tooth profile curves

表3　有限元模型参数

Tab. 3　Parameters of the finite element model 

弹性模量
Modulus of 
elasticity/

GPa
206

泊松比
Poisson 

ratio

0.269

小齿轮负载
Pinion load/
（N‧m）

50

小齿轮孔
半径

Radius of 
pinion hole/

mm
15

大齿轮孔
半径

Radius of 
gear hole/

mm
30

齿宽
Tooth 
width/

mm
20

图8　有限元模型

Fig. 8　Finite element model

图9　网格尺寸

Fig. 9　Mesh size

图10　有限元模型网格

Fig. 10　Meshes of the finite element model
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扭转刚度进行对比。

在不考虑齿轮变形的情况下，两个齿轮在各个啮

合位置的角位移之比应与传动比一致，而由于齿轮变

形的影响，在以齿轮1的角位移为参照的情况下，齿轮2
的角位移会比其理论值略大，偏差为 θ，同时提取齿轮

2 所受负载转矩，将负载转矩除以角位移偏差值即可

得到扭转刚度，原理如图12所示，计算式为

KT = Tθ （8）

各种齿廓的扭转刚度及传动重合度如图 13、表 4
所示，其中最大啮合冲击比率定义为各种齿廓在双对

齿啮合区的首尾处的扭转刚度值除以其邻近单对齿

啮合区的扭转刚度值的最大值，以此反映啮入与啮出

过程中因刚度变化引起的冲击的程度。

较高相对曲率的 CRC 齿轮虽然具有更大的重合

度，但其扭转刚度相较于其他齿轮也明显降低，且最

大啮合冲击也有所增大。在相对曲率为 0. 111 4 mm-1

的 CRC 齿轮基础上设计的两种 PRC 齿轮的传动重合

度略有提高，但最大啮合冲击比率略大于渐开线齿

轮。而 SRC齿轮与渐开线齿轮相比，在重合度与扭转

刚度上都有提升，且最大啮合冲击比率有所降低，说

明该设计方法符合预期。

2. 3　接触应力与弯曲应力分析

接触应力与弯曲应力均可通过有限元模型获得，

根据 LIU 等［16］1349-1364 的研究，在本文所用的网格尺寸

下，通过有限元模型获得的结果与解析计算获得的结

果基本一致，其中有限元模型中的弯曲应力通过第四

强度理论，即畸变能理论获得等效的Mises应力，而接

触应力可直接从有限元模型中的对应场输出获得。

通过准静态啮合仿真分别获取单对齿啮合区间小

齿轮弯曲应力最大值与接触应力最大值，此时CRC齿

轮1的弯曲应力以及接触应力云图如图14所示。基于

赫兹接触原理与XIE等［18］提出的用于计算双对齿啮合

情况下载荷分配系数的最小势能原理，计算了6种齿廓

沿啮合线的赫兹接触应力分布，如图15所示，并结合有

限元模型分析了最大接触应力的情况，各个齿廓的啮

合过程最大弯曲应力与最大接触应力如表5所示。

以渐开线齿轮为参照，除去作为对照的Kr=0. 16 mm-1

的 CRC 齿轮 2，其他几种齿廓均获得了小于同参数渐

开线齿轮的弯曲应力。其中，基于Kr=0. 111 4 mm-1的

CRC 齿轮 1设计的 PRC 齿轮的弯曲应力均有所降低，

而 SRC齿轮的弯曲应力略大于其他齿轮，但仍然低于

渐开线齿轮。

由于接触应力主要取决于接触点的接触力与相

对曲率，在主要参数相同的情况下，单对齿啮合区间

下的相对曲率直接决定了最大接触应力，SRC齿轮的

最大接触应力约等于相同参数下渐开线齿轮在单对

齿啮合时的最小接触应力，通过有限元模型获取的各

图11　渐开线齿轮啮合线

Fig. 11　Meshing line of the involute gear

图12　扭转刚度原理

Fig. 12　Principle of the torsional stiffness

图13　扭转刚度结果

Fig. 13　Results of the torsional stiffness

表4　扭转刚度结果分析

Tab. 4　Analysis of torsional stiffness results

传动重合度
Contact ratio

最大啮合冲击
比率

Maximum mesh 
impact ratio

渐开线
齿轮

Involute
 gear

1.667 7

1.396

CRC齿
轮1

CRC 
gear 1

1.523 4

1.405

CRC齿
轮2

CRC 
gear 2

1.805 3

1.451

PRC齿
轮1
PRC 
gear 1

1.618 6

1.404

PRC齿
轮2
PRC 
gear 2

1.599 4

1.396

SRC
齿轮
SRC 
gear

1.687 1

1.394
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齿轮最大接触应力也印证了图 14的计算结果，结果表

明，在单对齿啮合区间进行相对曲率控制对降低最大

接触应力效果最大，而在双对齿接触时接触应力较

低，对其进行控制的效果不明显。

3　结论

通过采用考虑齿轮时变啮合特性的相对曲率控

制策略，设计了 PRC 齿轮与 SRC 齿轮，并基于有限元

模型对其应力及啮合刚度进行了评估。

结果表明，PRC齿轮与 SRC齿轮的设计方法能够

克服 CRC 齿轮传动重合度降低的缺点，且所设计的

PRC 齿轮与 SRC 齿轮的啮合刚度、最大弯曲应力、最

大接触应力也优于同参数的渐开线齿轮。因此，适当

提高双对齿啮合区的相对曲率可以在不削弱轮齿强

度的情况下实现传动重合度的提升，是一种有效的齿

廓设计方法。
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Design of a spur gear based on the relative curvature control and analysis of 
its stress and mesh stiffness

CHEN Zhiwei LIU Lei KONG Rong
(College of Mechanical & Electrical Engineering, Nanjing University of Aeronautics and Astronautics, Nanjing 210016, China)

Abstract： The relative curvature of the spur gear mesh point is one of the key geometric parameters of the tooth profile, 

which has a significant impact on the stress distribution and mesh stiffness of the gear.  Starting from the relevant research on 

constant relative curvature (CRC) gears, three types of non-involute spur gear tooth profiles were constructed based on the 

relative curvature control strategy considering the time-varying mesh characteristics of gears, and the mesh simulation of gear 

pairs was implemented.  The influence of relative curvature control on the maximum contact stress, maximum bending stress, 

and mesh stiffness of gears was analyzed.  The effectiveness of the control strategy was verified.  This work provides some 

reference for the design of spur gears based on the relative curvature control.
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