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一类非线性约束下单自由度碰撞系统的动力学特性
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摘要：研究了一类单自由度含非线性项以及单侧新型非线性约束机械碰撞振动系统模型，利用变步长 4阶Runge-

Kutta数值算法以及多参数协同仿真，分析该系统在低频激励下的 p/1周期运动的动力学特性，以及擦边分岔与鞍结分岔

在 p/1周期运动中的频率迟滞特性，发现两种不同的运动会同时存在，揭示了相邻周期运动之间转迁不可逆。最后研究

了间隙的改变对系统的多态共存区的影响，随着间隙的增大，部分周期运动共存区段减小并向低频区段过渡。
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0　引言

由于加工水平的影响，在机械设备中都会存在间

隙及约束，在使用过程中设备内部相互作用导致碰撞

振动，对机械设备的正常使用造成损害，这种现象的

持续发生会影响使用寿命。因此，研究含间隙与约束

的非线性动力学行为具有重要应用价值。国内外有

大量学者对碰振系统进行了各种研究。罗冠炜等［1］研

究了两自由度含间隙振动系统的对称周期碰撞运动，

分析了不动点的稳定性与局部分岔，通过数值仿真揭

示了系统的全局分岔过程，包括叉式、倍化与奇异性

分岔。吴少培等［2］研究了一种基于“接触-分离”两状

态的含间隙运动副动力学模型，给出了运动副接触与

分离的条件，得到了系统Poincaré映射的线性化矩阵，

发现了柔性杆件振幅跳跃时会出现两种稳态响应，引

发鞍结分岔，在通向混沌的过程中系统出现叉式和倍

化分岔，倍化分岔序列因擦边分岔的出现而中断，最

终通过 Feigenbaum 倍周期序列达到混沌状态。朱喜

锋等［3-4］研究了弹性和刚性约束的含间隙碰撞振动系

统在低频中的动力学特性，揭示了随着激振频率的降

低，p/1 运动中碰撞次数 p因擦边分岔而不断增加，当

碰撞次数足够大时，系统转变为颤碰运动，描述了 1/1
周期运动到颤碰运动的转变规律。何波等［5］240-246设计

了一种拉伸式准零刚度隔振器，采用正负刚度并联原

理对低频隔振进行处理，确定了使系统在平衡位置实

现准零刚度的参数条件，研究了系统在简谐力作用下

的幅频响应和多稳态区域。李国芳等［6-10］通过计算机

数值仿真对碰撞振动系统的动力学特性、系统的稳定

性、多吸引子共存，混沌控制等问题进行了研究。DAI
等［11］105234对比了线性约束与准零刚度非线性约束的冲

击振子的振动传递和功率流特性，通过应用谐波平衡

近似和数值积分方法，获得了系统在谐波激励下的稳

态响应。这一研究为了解线性和非线性约束对振动

传递中刚度和阻尼特性的影响提供了有益的参考，提

出了几类新型非线性约束，为本文研究提供了参考约

束模型。

目前，大多数国内外学者对于同时含有非线性

项、非线性约束以及间隙的碰撞振动系统的颤碰运动

和转迁规律的研究较少。考虑非线性项及非线性约

束使得该研究更加贴合实际情况，本文通过建立单自

由度含非线性项以及非线性约束的动力学模型，通过

Poincaré 映射方法以及胞映射法，分析了该碰撞振动

系统各周期运动的转迁规律，吸引子共存现象以及间

隙对周期共存区的影响。

1　力学模型

首先，建立了一类单自由度含单侧非线性约束振动

系统的力学模型，如图 1所示；其次，分析其运动过程，

建立该系统的运动微分方程，最后利用数值仿真讨论单

自由度含单侧非线性约束振动系统的动力学行为。
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质量为M的物块通过非线性弹簧和非线性阻尼

连接固定在墙面上，非线性弹簧的线性与非线性系数

分别为K1、K2，非线性阻尼的线性与非线性系数分别为

C1、C2。物块受到简谐激振力Psin（ΩT+τ），仅沿水平方

向做直线运动。当激振小时属于简单线性振子，激振

力较大时，物块位移等于 B时，物块M1与非线性约束

开始发生碰撞。

物块M1尚未碰到约束时系统的动力学微分方程为

M1 Ẍ1 + C1 Ẋ1 + C2 Ẋ 31 + K1X1 + K2X 31 =
      P sin (ΩT + t ), |X1| < B （1）

与线性约束相比，该非线性约束多一对刚度为Kv
的横向弹簧，且刚度系数为 Kh 的弹簧与阻尼系数为

Ch的阻尼器耦合，可忽略它们的质量，并连接在一起，

如图 2 所示。文献［5］240-246、文献［11］105234中将这种非

线性约束用于隔振器中，与线性约束进行了对比。

文献［5］240-246中关于该约束得到的结论如下：该非线

性约束比线性约束起始隔振频率降低 50% 左右，实

现低频隔振，隔振性能更优。文献［11］105234关于该约

束得到的结论如下：该非线性约束便于在峰值频率附

近调节力传递率和振动功率的水平。弹性碰撞使简

单的系统变成了具有复杂动力学行为的碰撞冲击运

动。横向弹簧未变形长度为 l0，刚度系数为 Kv。当 B

点处于平衡位置时，弹簧进行压缩后其长度变为 l。

当物块位移大于间隙 δ时，横向约束开始变形。

该约束中阻尼是弱的，则约束处约束的恢复力为

fδ = ch δ̇ + kh δ + 2kv δ (1 - l0
l2 + δ2

) （2）
通过变形该约束力近似为

fδ = ch δ̇ + kh δ + 2kv (1 - l0
l ) δ + kv l0

l3
δ3 （3）

用泰勒近似展开，ks1 = kh + 2kv (1 - l0
l )，ks2 = kv l0

l3
。

结果表明，侧向弹簧对的使用增加了 1 个线性项和 1
个非线性项，因此非线性约束可能具有所谓的准零刚

度（Quasi-zero stiffness）特性。

其中，δ = X1 - BU ( δ ) 用于判断物块是否与约束

接触：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

fa = fδU ( δ )
U ( )δ = ì

í
î

0, δ ≤ 0
1, δ > 0

（4）

为了使复杂的动力学系统分析普遍，引入无量纲量：

ω0 = K1
M , X0 = g

ω20
, t = T K1

M , ω = Ω M
K1

,
ξ1 = C12Mω0

, ξ2 = C22Mω0
, k0 = K2

K1
, x = X

x0
,

p0 = P
Mω20x0

（5）
系统的无量纲方程为

ẍ + 2ξ1 ẋ + 2ξ2 ẋ3 + x + k0x3 = p0 sin (ωt + τ ),
|x| < b （6）

用 q = p/n表示系统的周期谐运动与周期，p ( =
1、2、⋯) 表示质块的碰撞次数，n ( = 1、2、⋯) 表示外部

激励周期数，构建Poincaré映射，选择

σp = {( x，ẋ，t ) ∈ R2T，x = b，ẋ > 0 } （7）
质块的映射表示为

X (i + 1) = f [ v, X (i) ] （8）
式中，X、v为实参数，X ∈ R2，v ∈ Rm；X (i) = ( x(i)，ẋ(i)，τ(i) )T，

X (i + 1) = ( x(i + 1)，ẋ(i + 1)，τ(i + 1) )T。

图1　单自由度动力学模型

Fig 1　　Single-degree-of-freedom dynamics model

（a）碰撞前非线性约束

（a） Nonlinear constraint before collision

（b）碰撞时非线性约束

（b） Nonlinear constraint on collision
图2　非线性约束图

Fig. 2　　Nonlinear constraint diagram
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2　周期运动的参数域及擦边分岔相互转迁

系统的动力学特性由多个参数决定，其中频率

ω、间隙 δ这两个参数最为关键。基于多参数协同仿

真法，选定激振频率 ω和间隙 δ为分岔参数，得到系

统在（ω，δ）协同变化下的双参数域图以及三维分岔

图如图 3所示。

以 ω ∈ [ 0，3 ]，δ ∈ [ 0，1. 5 ]为取样范围，通过数值

计算的方法计算出 (ω，δ )平面的双参分岔图，如图3（a）

所示。其中不同的 p/n运动用不同的颜色表示，黑色区

域为混沌区域，用Chaos标识，未识别的运动用灰色表

示。在图 3（a）的左下角区域，即低频、小间隙工况下

存在 p/1周期运动组成的带状区域，直观地表现出 p/1
周期运动随着参数的改变转迁为（p+1）/p周期运动。

由图 3（a）可知，当ω>1 的中高频区主要存在 0/1、1/1、
2/2、1/2 等周期运动，而在低频区主要以 p/1 周期运

动为主，且 p/1 单周期多碰撞周期运动的碰撞次数 p
随着频率的递减而增加。图 3（b）是三维分岔图。

由图 3（b）可以直观地看出，激振频率ω和间隙 δ对物

块冲击速度的影响。随着激振频率ω的减小，系统在

间隙较小时呈现出丰富动力学特性。因此，有必要研

究小间隙工况对动力学特性的影响，故在第 4节研究

了间隙的改变对周期共存区的影响。

图 4（a）是以激振频率ω为横坐标，物块碰撞前速

度 ẋ1-为纵坐标得到的单参数碰撞面分岔图，图 4（b）是

系统选定固定相位面作为Poincaré映射截面所得到的

周期面分岔图，其中间隙选择 δ=0. 05。由图 4（a）可

以观察到，当 ω=0. 948 0 时，物块碰撞的 1/1 周期运

动发生擦边分岔，碰撞次数 p加 1 变为 2/1 周期运动

［图 5（a）］。图 5的所有运动相图中红色虚线代表间隙

δ，用来观察是否发生擦边分岔，当发生擦边分岔时，在

运动相图中体现为最内侧运动相图轨迹与红色虚线

相切，反之则表示发生的不是擦边运动。当ω减小至

ω=0. 669 0、2/1周期运动时再次发生擦边运动进入 3/1
周期运动，运动相图如图 5（b）所示。随着 ω减小至

0. 568 5时，3/1周期运动会经历倍化分岔进入 6/2亚谐

运动，图 5（c）为ω=0. 543 0时的 6/2亚谐运动的运动相

图，之后 6/2 亚谐运动发生倍化分岔并经历一系列复

杂运动后进入混沌运动，经过短暂混沌运动后随即退

出。当ω减小至 0. 435 0时进入 8/2亚谐运动。随着ω
的继续减小 8/2 亚谐运动在ω=0. 427 0 时发生逆倍化

分岔进入 4/1周期运动，随后 4/1周期运动发生擦边分

（a）碰撞面分岔图

（a） Collision surface bifurcation diagram

（b）周期面分岔图

（b） Periodic surface bifurcation diagram

（c）图（a）的局部放大图

（c） Local enlarged graph of Fig.（a）

图4　分岔图

Fig. 4　　Bifurcation diagram

（a）双参数分岔图

（a） Dual-parameter bifurcation diagram

（b）三维分岔图

（b） Three-dimensional bifurcation diagram
图3　（ω，δ）全局分岔图

Fig. 3　（ω，δ） global bifurcation diagram
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岔，碰撞次数 p加 1进入 5/1周期运动，图 5（e）为 4/1周

期运动发生擦边分岔时的运动相图，图 5（f）为 ω=
0. 326 0时 5/1周期运动的运动相图，最终进入颤碰。

因此，随着ω的减小，p/1运动通过擦边、倍化、逆倍化

最终进入颤碰运动。转迁规律如下，其中GBif为擦边

分岔，p͂/1为颤碰运动：

ω ↓ : p͂/1¬¾¾¾
GBif …¬¾¾¾

GBif ( p + 1)/1¬¾¾¾
GBif

p/1¬¾¾¾
GBif …¬¾¾¾

GBif 3/1
¬¾¾¾

GBif 2/1¬¾¾¾
GBif 1/1

3　相邻基本周期多态共存区及吸引域

利用控制变量法以激振频率 ω为单一变量作为

分岔图参数，进行增减速求解。图 6中红色实线代表

激振频率ω增大时的分岔图，蓝色实线代表激振频率

ω减小时的分岔图。图 6（a）、图 6（b）分别为增减速

分岔图，从图 6（c）、图 6（d）增减速对比图中可以清晰

地看出增减速分岔图的分岔点的位置不同，以及增

减速之间其他动力学特性的区别。激振频率 ω减小

时发生擦边分岔，倍化分岔，逆倍化分岔，最终成为

（p+1）/n周期运动。频率ω增大时，发生鞍结分岔，由

（p+1）/n周期运动转迁为 p/n周期运动。频率 ω变化

导致相邻周期运动不可逆，在相邻的 p/n运动和（p+
1）/n运动之间会产生迟滞区域，因此对迟滞区域的研

究极其具有意义。选取部分频率区间作为研究对象

得到该碰撞系统局部周期运动共存区的分岔图，如

图 7（a）~图 7（c），分别表示 1/1周期运动与 2/1周期运

动的共存区域，2/1周期运动与 3/1周期运动的共存区

域，4/1 周期运动与 5/1 周期运动的共存区域，从中可

以发现，在每一个迟滞区内存在多吸引子共存的现

象。以 4/1 周期运动与 5/1 周期运动的共存区域为研

究对象，共存区在 ω∈（0. 358 0，0. 365 5）的频率区间

内。当 ω=0. 358 0 时，5/1 周期运动发生鞍结分岔转

迁为 4/1周期运动；当ω减小至ω=0. 358 0时，4/1周期

运动发生擦边分岔转迁为 5/1 周期运动。给定不

同的初始状态，系统在这两种运动之间转迁，但是

不可逆。为了进一步研究，图 8（a）给出了ω=0. 683 0
时 2/1 和 3/1 周期运动共存吸引子相图，图 8（b）为

ω=0. 363 0时得到的 4/1和 5/1周期运动共存吸引子相

图，两张运动相图表明系统处于周期共存区，即使给

定了相同分岔参数 ω，由于初始运动状态不同，系统

所呈现的周期运动也不相同。

为进一步研究周期共存区内不同吸引域的分布，

结合胞映射思想，选取初态域 Ω=｛（x1，ẋ1）|-2<x1<1，
-2<ẋ1<2｝并将其划为 400×400 个状态胞，对相平面进

行映射，可得共存区在映射过后的吸引域图。图 8所

示为初态域下 4/1 周期运动与 5/1 周期运动吸引子共

（a）ω=0. 948 0，1/1擦边运动
（a） 1/1 grazing motion, ω=0. 948 0

（d）ω=0. 524 0，16/4亚谐运动
（d） 16/4 subharmonic motion, ω=0. 524 0

（b）ω=0. 669 0，2/1擦边运动
（b） 2/1 grazing motion, ω=0. 669 0

（e）ω=0. 363 0，4/1擦边运动
（e） 4/1 grazing motion, ω=0. 363 0

（c）ω=0. 543 0，6/2亚谐运动
（c） 6/2 subharmonic motion, ω=0. 543 0

（f）ω=0. 326 0，5/1周期运动
（f） 5/1 period motion, ω=0. 326 0

图5　运动相图

Fig. 5　　Motion phase diagram
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存的演化过程，蓝色代表 4/1 周期运动，红色代表 5/1
周期运动。图 9（a）~图 9（f）表示系统的激振频率ω分

别为 0. 359 0、0. 360 0、0. 361 0、0. 362 0、0. 362 5、
0. 363 5 时，4/1 与 5/1 周期运动的吸引域分布图。

当 ω=0. 359 0 时，红色面积明显大于蓝色面积，5/1周

期运动的稳定性大于 4/1 周期运动的稳定性；当 ω=

0. 362 0时，两种颜色的区域面积近似相等，说明两种

周期运动稳定性相同；当ω=0. 363 5时，蓝色区域面积

明显大于红色区域面积，则说明 4/1 周期运动更加稳

定。因此，在该初态域内随着ω的增大，4/1周期运动

的分布区域会逐渐增大，即 4/1 周期运动的稳定性在

此激振频率的初态域范围内会逐渐增大。

（a）增速分岔图
（a） Acceleration bifurcation diagram

（c）增减对比图
（c） Contrast diagram of growth and deceleration

（b）减速分岔图
（b） Deceleration bifurcation diagram

（d）减增对比图
（d） Contrast diagram of deceleration and growth

图6　增减速分岔对比图

Fig. 6　　Comparision diagram of acceleration and deceleration bifurcation

（a）迟滞域FH1/1图
（a） Hysteresis domain FH1/1 diagram

（b）迟滞域FH2/1图
（b） Hysteresis domain FH2/1 diagram

（c）迟滞域FH4/1图
（c） Hysteresis domain FH4/1 diagram

图7　频率迟滞域局部图

Fig. 7　　Local diagram of frequency hysteresis domain
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4　间隙对周期共存影响

其他参数保持不变，改变参数 δ，得到不同的碰撞

面分岔图。图 10（a）~图 10（c）中参数 δ分别为 0. 05、
0. 10、0. 15。选定ω∈（0. 3，0. 7）作为研究区间，得到该

机械振动系统在不同 δ下的分岔图，发现随着间隙 δ的

增大，系统的动力学特性会发生变化，分岔图中的周

期共存区会提前出现。先以 2/1 周期运动与 3/1 周期

运动共存区为研究对象，其中当 δ=0. 05 时共存区范

围为 ω∈（0. 948 0，0. 991 5），当 δ=0. 10 时共存区范围

为ω∈（0. 929 0，0. 968 5），当 δ=0. 15 时共存区范围为

ω∈（0. 912 0，0. 946 5）。当 δ增大时，即在 δ=0. 10和 δ=
0. 15时出现了3/1周期运动和4/1周期运动共存区，范围

分别为ω∈（0. 407 0，0. 412 5）和ω∈（0. 393 0，0. 400 0）。

再以 4/1周期运动与 5/1周期运动共存为研究对象，当

δ=0. 05 时共存区范围为 ω∈（0. 358 0，0. 365 5），当 δ=
0. 10 时共存区范围为 ω∈（0. 350 2，0. 357 5），当 δ=
0. 15时共存区范围为ω∈（0. 345 0，0. 350 5）。综上可

（a）ω=0. 683 0时2/1和3/1吸引子相图
（a） 2/1 and 3/1 attractor phase diagrams when ω=0. 683 0

（b）ω=0. 363 0时4/1和5/1吸引子相图
（b） 4/1 and 5/1 attractor phase diagrams when ω=0. 363 0

图8　共存吸引子相图

Fig. 8　　Phase diagram of coexisting attractors

（a）ω=0. 359 0

（d）ω=0. 362 0

（b）ω=0. 360 0

（e）ω=0. 362 5

（c）ω=0. 361 0

（f）ω=0. 363 5
图9　5/1与4/1周期运动吸引域分布图

Fig. 9　　Distribution diagram of the attraction domain of 5/1 and 4/1 periodic motions
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知，改变间隙 δ，其他参数不变，会使得部分频率区间

内的系统的力学特性趋于简单，多态共存区的频率范

围会提前出现，且范围变小。

5　结论

建立了一类单自由度含单侧非线性约束机械碰

撞振动系统模型，研究其不同运动的转迁，得到如下

结论：

1）选定其他基准参数，随着ω的减小，周期运动的

转迁主要通过擦边分岔，随着ω的增大，周期运动的转

迁主要通过鞍结分岔，并且其过渡区会出现复杂的周

期运动。

2）擦边分岔和鞍结分岔的发生位置不同，导致出

现一个迟滞域，并且转迁不可逆，会出现多态吸引子

共存。且随着ω的增大，p/1 周期运动比（p+1）/1 周期

运动更加稳定。

3）改变间隙 δ，随着间隙增大，多态共存区的频率

范围会提前出现，且范围变小，部分运动由复杂变

简单。
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Dynamics characteristic of a class of single-degree-of-freedom collision system 

under nonlinear constraint

MA Cheng1 ZHU Xifeng1，2 ZHENG Dong1 FU Wenbin1

(1. School of Mechanical Engineering, Lanzhou Jiaotong University, Lanzhou 730070, China)

(2. Key Laboratory of System Dynamics and Reliability of Rail Transport Equipment of Gansu Province, Lanzhou 730070, China)

Abstract: A single-degree-of-freedom mechanical collision vibration system model with nonlinear terms and unilateral 

new nonlinear constraints was studied. The dynamics characteristics of the p/1 periodic motion of the system under low-

frequency excitation were analyzed by using the variable-step fourth-order Runge-Kutta numerical algorithm and multi-

parameter co-simulation. And the frequency hysteresis characteristics of the grazing bifurcation and saddle-node bifurcation in 

the p/1 periodic motion were analyzed. It was found that two different motions will exist at the same time，revealing the 

irreversibility of the transition between adjacent periodic motions. Finally, the influence of the change of the gap on the multi-

state coexistence region of the system was studied. As the gap increases, the coexistence region of partial periodic motion 

decreases and transits to the low-frequency region.
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