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摘要：考虑到结构边界条件的不确定性，基于同伦随机有限元方法，提出了一种梁结构边界约束静力模型修正方

法。基于不确定的静力测量数据，实现了梁身单元与边界单元的整体修正。静力凝聚方法能够保证计算自由度与测量

自由度相匹配。正则化方法可以减少随机模型修正方程病态解的问题。概率残差最小化法实现同伦系数的最优选择，

保证了边界约束的精确识别和整体修正的精度。最后，通过变截面混凝土梁数值算例和铝合金梁的静力加载试验，验证

了该方法的有效性。
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0　引言

基于有限元分析的桥梁健康监测与检测对于识

别桥梁状态至关重要［1］。一个足够精确的有限元模型

能够提高状态识别的准确性。然而，建模过程中边界

约束处的理想假定和过度简化是导致建模误差的关

键因素。一般将其假定为简支或固支，但实际情况大

多是介于二者之间的，属于半刚性。过分简化边界约

束有时远大于质量、刚度对修正模型精度的影响［2-3］。

边界条件难以精确模拟，边界处的响应难以通过传感

器测得。因此，如何准确模拟结构边界约束在模型修

正中具有重要意义。

对于结构边界条件的研究，大致可归纳为以下 3

种思路：①研究模拟边界约束的弹簧刚度与动静力特

性之间的关系。PARK 等［4-5］ 通过灵敏度分析得到弹

簧常数与桥梁响应之间的关系，并利用测量响应估计

边界约束刚度。并且，通过分析桥梁的转角与挠度、

转动弹簧刚度间的关系，进而利用神经网络方法识别

边界条件。KIM等［6］进一步选用可考虑非线性的神经

网络方法进行边界约束识别。②将边界约束的影响

考虑进理论公式。黄斌等［7］使用摄动法将随机微分方

程及其边界条件转化为确定形式，推导了其统计特征

值的二阶摄动近似表达。张妃二等［8］利用模糊随机变

量建立了模糊随机边界元代数方程，通过λ水平截集

得到随机区间方程，应用区间数分解和小参数摄动理

论计算了应力统计特征、结构破坏概率和可靠度。蔡

永昌等［9］在无单元伽辽金法中实现准确施加位移边界

和材料不连续性条件。李英超等［10］使用子结构校正因

子法进行边界条件修正，仅用低阶的有限实测频率实

现对杆系结构边界条件的修正。WANG等［11］将连接灵

活性和边界条件的模型修正和参数估计纳入交叉模型

交叉模态方法。③调整模型中模拟边界约束的弹簧刚

度参数来使目标函数最小化。SHI等［12］提出了一种利

用模态参数修正桥梁边界条件的方法，成功修正了附

加扭转约束刚度。邹向农等［13］基于现场动载测试结

果，运用响应面法考虑边界约束条件，进行了悬索桥有

限元模型修正。秦仙蓉等［14］将边界条件不确定性引入

塔机有限元模型中，并利用二次响应面法对有限元模

型进行修正。邬晓敬等［15］利用试验模态参数，基于遗

传算法的多目标优化方法，并结合模态试验和计算模

态分析，准确获取了有限元模型的边界约束信息。

然而，上述大部分研究只识别了边界约束而没有

进行结构的整体修正，即使实现了整体修正也未考虑

测量误差变异性等随机因素的影响。于是，本文针对
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边界约束识别问题，基于同伦随机有限元方法，将结

构参数和测量误差考虑为随机变量，建立了考虑边界

约束的静力随机模型修正方程。通过弹簧单元来模

拟边界约束，将约束附加刚度叠加边界单元对应约束

自由度的刚度分量。使用静力凝聚解决测量信息不

完备的问题。为避免求解模型修正方程时的不适定

性问题，选择使用了Tikhonov正则化方法。利用概率

残差最小化方法进行同伦方法中辅助参数 h的选择。

最后，通过变截面混凝土梁的数值算例和铝合金梁的

静力加载试验来验证该方法的可行性。

1　基于同伦分析的梁约束边界模型

1. 1　带边界约束的梁结构静力方程

假设一个结构具有N个自由度，在静力荷载F0 作
用下，初始静力平衡方程为

K0x0 = F0 （1）

式中，K0 为N × N维的结构初始整体刚度矩阵；x0 为初

始位移向量。将结构初始整体刚度矩阵分块可写成：

( )Kaa Kab
Kba Kbb { }xa

xb
= { }Fa

Fb
（2）

式中，a表示非边界自由度；b表示为边界自由度。

Kbb = K ubb + K vbb （3）

式中，Kbb为边界自由度对应的刚度；K ubb为边界单元在约

束自由度上的刚度分量；K vbb为约束附加刚度。对于一个

任意约束边界的梁，本文采用弹簧单元模拟附加约束。

为了方便建模，在平面外一般将边界约束设置为

完全约束，在平面内，参考有限元中处理约束的方法，

将边界单元的弹簧系数取为 kn = Θn
EA
l ，k r = Θ r

12EI
l3

，

kv = Θv
4EI
l ，耦合项 k rv = kvr = Θvr

6EI
l2

。即边界节点处

自由度对应元素乘上刚度系数 Θn、Θ r、Θv、Θvr，且

Θn、Θ r、Θv、Θvr ∈ [ 0，∞)，当值为0时，表示无约束；当为

∞时，表示完全约束。实际中不可能存在完全约束的

情况，其值按梁本身刚度来选取合适值。

1. 2　考虑边界约束的梁结构静力随机模型修正方程

对于有限元模型，整体刚度的变化视为单元刚度

的变化组合，即

ΔK = ∑
i = 1

n

β0i K i （4）

式中，n为结构单元总数；β0i为第 i个单元修正因子；K i

为第 i个单元刚度矩阵的N × N维扩展矩阵。

修正后的刚度矩阵Km为

Km = K0 + ∑
i = 1

n

β0iK i （5）

考虑到模型修正的过程中仅加载一次，则

Kmxm = F0 （6）

式中，xm为测量的位移向量。

将式（1）、式（6）联立求解，得

K0x0 = (K0 + ∑
i = 1

n

β0iK i )xm （7）

令Δx = x0 - xm，则式 (7) 为
L β0 = S （8）

式中，L = [ K1xm K2xm ⋯ Knxm ]；S = K0Δx；β0 为

由β0i ( i = 1，2，⋯，n ) 组成的向量。

考虑到假设的模型与实际结构之间存在差异，将

静力数据的测量误差视为随机变量，则

xm = xm0 + ∑
i = 1

l

ηixmi （9）

式中，xm0为 xm 的均值部分；l为引起测量误差的随机变

量个数；ηi为独立随机变量；xmi为ηi的伴随向量。

假定 ηi为完全相关的，即 ηi = η。同时由于修正

因子受到实际测量信息的影响，则修正因子也可视为

随机变量η的函数，将其表示为βi ( i = 1，2，⋯，l )。
将 式（9）代 入 式（7），同 时 假 定 xmi = xm1 ( i =

1，2，⋯，l )，则
K0x0 = [ K0 + ∑

i = 1

n

βi (η )K i ] (xm0 + ηxm1 ) （10）

式（10）为一个考虑边界约束的静力随机模型修

正方程。

1. 3　静力凝聚

有限元模型修正通常使用结构的实际测量数据，

旨在使修正后的有限元模型所计算的响应能够与实

际结构的响应相匹配。由于实际测量的测量信息不

足，实测数据会有一定的缺失，并且会对模型修正的

效果产生一定的影响。为了使测量自由度与计算自

由度相匹配。本文选择通过静力凝聚来解决实测数

据缺失的问题。

对于结构的修正，K0可以写成分块矩阵，即

( )K0ss K0st
K0ts K0tt { }x0s

x0t
= { }F0s

F0t
（11）

式中，K0ss、K0ts 为K0 对于未测量自由度的子矩阵；K0st、
K0tt 为与测量自由度相关的子矩阵；F0s 为与未测量自

由度对应的力向量；F0t 为与测量自由度对应的力向

量。忽略梁的轴向变形，一个节点有两个自由度，把

转角位移和竖向位移分别视为未测量自由度和测量

自由度的位移向量。

将力向量F0s假定为零向量，代入式（11）得

K0tx0t = F0t （12）

式中，K0t 表示与 K0 的测量自由度匹配的刚度矩阵，

K0t = K0tt - K0tsK -10ssK0st。
同理，Km可凝聚为

Kmt = Kmtt - KmtsK -1mssKmst （13）
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式中，Kmss、Kmts分别为Km对于未测量自由度的子矩阵；

Kmtt、Kmst为与测量自由度对应的子矩阵。

将Kmss、Kmts、Kmtt 和Kmst 表示为式（5）的形式后代入

式（13）中，则

Kmt = (K0tt + ∑
i = 1

n

β0iK itt ) - (K0ts + ∑
i = 1

n

β0iK its ) (K0ss +

∑
i = 1

n

β0iK iss )-1 (K0st + ∑
i = 1

n

β0iK ist ) （14）

式中，K itt、K its、K iss 和K ist 为与第 i个修正单元相关的扩

展刚度矩阵K i的子矩阵。

将式（14）对修正因子β0i求偏导，则

∂Kmt∂β0i
= K itt - K itsK -10ssK0st - K0tsK -10ssK ist +
K0tsK -10ssK issK -10ssK0st （15）

将式（6）、式（12）代入式（15）的 1 阶泰勒展开

式，得

K0tx0t = (Kmt|β0i = 0 + ∑
i = 1

n

β0i
∂Kmt∂β0i

|β0i = 0 )xmt （16）

式中，xmt为测量位移向量，Kmt|β0i = 0 = K0t。

假定 xmt 为 η的函数，可表示为 xmt0 + ηxmt1，则用

βi ( i = 1，2，⋯，n ) 替换β0i，式（16）可写为

K0tx0t = [ Kmt|βi = 0 + ∑
i = 1

n

βi (η ) ∂Kmt∂βi |βi = 0 ] (xmt0 + ηxmt1 )
（17）

式中，xmt0为 xmt的均值；xmt1为η的伴随向量。

1. 4　随机模型修正方程的同伦构造和求解

为构造β的同伦形变方程，式（17）写为

(L0 + ηL1 ) β - (K0x0 - S0 - ηS1 ) = 0 （18）

式 中 ，β = [ β1，β2，⋯，βn ]T；S0 = K0txm0；S1 = K0txm1；  

L0 = [ ∂Kmt∂β1
|β1 = 0xm0，

∂Kmt∂β2
|β2 = 0xm0，⋯，

∂Kmt∂βn |βn = 0xm0 ]；
L1 = [ ∂Kmt∂β1

|β1 = 0xm1，
∂Kmt∂β2

|β2 = 0xm1，⋯，
∂Kmt∂βn |βn = 0xm1 ]。

为利用同伦方法，将方程构造成以下形式：

(1 - p ) [ L0Γ(η , h , p ) - L0 β0 ] = ph [ (L0 +
ηL1 )Γ(η , h , p ) - (K0x0 - S0 - ηS1 ) ] （19）

式中，p为嵌入参数，p ∈ [ 0，1]，h ≠ 0。Γ(η，h，p ) 表示

关于参数 h与 p的函数，为 β对应的同伦构造。

将向量函数Γ(η，h，p ) 进行麦克劳林展开，如

Γ(η,h,p ) = Γ(η,h,0 ) + ∑
m = 1

∞ [ Γ[m ] (η,h,0 )
m! ] pm （20）

式中，Γ[m ] (η，h，0) 表示当 p = 0 时，Γ(η，h，p ) 对 p的 m

阶偏导。

求得Γ(η，h，p ) 的一阶形变方程为

-[ L0Γ(η,h,p ) - L0 β0 ] + (1 - p ) (L0Γ[1] ) = h [ (L0 +
ηL1 )Γ(η,h,p ) - (K0x0 - S0 - ηS1 ) ] +
ph [ (L0 + ηL1 )Γ[1] ] （21）

式中，Γ[1] 中的符号 Γ 为 Γ(η，h，p )。当 p = 0，式（21）

写为

L0Γ[1] = h [ L0 β0 - K0x0 + S0 + (L1 β0 + S1 )η ]（22）

由推导可知，L0 β0 - K0x0 + S0 = 0。求解式（22）得

Γ[1] = (-h ) β1η （23）

式中，

β1 = -L -10 (L1 β0 + S1 ) （24）

当 p = 0 将零阶形变方程对 p求 m 阶偏导数，2~4

阶的表达形式如下：

Γ[ 2 ]   = 2 (-h ) (1 + h ) β1η + 2(-h ) 2 β2η2 （25）

Γ[ 3 ] = 6(-h ) (1 + h ) 2 β1η + 12(-h ) 2 (1 +
h ) β2η2 + 6(-h ) 3 β3η3 （26）

Γ[ 4 ] = 24(-h ) (1 + h ) 3 β1η + 72(-h ) 2 (1 + h ) 2 β2η2 +
72(-h ) 3 (1 + h ) β3η3 + 24(-h ) 4 β4η4 （27）

式 中 ，Γ[ 2 ]、Γ[ 3 ]、Γ[ 4 ] 中 的 符 号 Γ 为 Γ(η，h，p )；β2 =
-L -10 L1 β1；β3 = -L -10 L1 β2；β4 = -L -10 L1 β3。

按上述步骤可求出当 p = 0 时函数 Γ(η，h，p ) 对 p
的m阶偏导数。因此，假定 p = 1时，β的同伦级数解为

β (η , h ) = Γ(η , h , 1) = β0 + λg,1 (h ) β1η +
λg,2 (h ) β2η2 +  ⋯ + λg,k (h )  βkηk⋯ （28）

式中，λg，k (h ) (k = 1，2，⋯，g ) 表示为

λg,k (h ) =
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

0, q > g
(-h ) q∑

k = 0

g - q( )k + q - 1
k

(1 + h ) k
1, q < 1

,1 ≤ q ≤ g （29）

式（29）中的辅助参数 h对同伦级数解的收敛效

率有较大影响。为了得到最优的 h值，我们一般使用

样本点法。但样本点法选择的 h值对样本点的取值

范围较为敏感，且选取的样本点强烈依赖于经验，也

就导致了所选取的 h值不太稳定。为了避免人为选

择的 h值不合适造成的准确性损失，本文使用了一种

概率残差最小化方法［16］来求解本模型修正方法中同

伦级数解的 h值。

假设同伦算子方程的精确解为 β (η )，β (g )，i (η ) 为
精确解 β (η ) 对应的同伦级数近似解。近似解与精确

解之间必然会存在残余误差，则在整个定义域内的累

积误差为

RResp (h ) = ∫
R
{(L0 + ηL1 ) β (g ),i (η ) - (K0tx0t - S0 -

ηS1 ) }y ζ (η )dη （30）

式中，ζ (η ) 为随机输入的联合概率密度函数，可以看

作是不同概率分布对应的样本的权重。 y 可以取
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1，2，⋯等正整数。

对于精确解来说，有

lim
O → ∞ E [ ||(L0 + η( )O L1 ) β (η( )O ) - (K0tx0t - S0 -

η( )O S1 )||y ] = 0,   O = 1,2,… （31）

式中， • 表示向量的范数；O为样本数量。如果采用

近似解来替代精确解，则有

lim
O → ∞ E [ ||(L0 + η( )O L1 ) β (g ),i (η( )O ) - (K0tx0t - S0 -

η( )O S1 )||y ] = θ,O = 1,2,… （32）

从等式可以看出，当 θ越接近 0 的时候，(L0 +
η( )O L1 ) β (g )，i (η( )O ) 和 (K0tx0t - S0 - η( )O S1 ) 之间差值的 y

次幂的期望会越趋向于 0。因此 RResp 越小，近似解的

精确度就越高。

设 n个相互独立的随机变量ηi，i = 1，2，⋯，n的样

本 区 间 为 [ ci，di ]，i = 1，2，⋯，n；概 率 密 度 函 数 为

fηi，i = 1，2，⋯，n。则其累积的残余误差可写为

RResp (h ) = ∫
c1

d1 … ∫
cn

dn[ (L0 + ηL1 ) β (η ) - (K0tx0t - S0 - ηS1 ) ]
fη1 (η )…fηn (η )dη1…dηn = E [ (L0 + ηL1 ) β (η ) -
(K0tx0t - S0 - ηS1 ) ] （33）

将随机修正因子的同伦级数展开代入式 (33)，则
RResp (h ) = ∫

c1

d1 … ∫
cn

dn[ (L0 + ηL1 ) [ β0 (η ) +
λg,1 (h ) β1 (η )η + λg,2 (h ) β2 (η )η2 +  ⋯ +
λg,k (h )  βk (η )ηk⋯ ] - (K0tx0t - S0 -
ηS1 ) ] fη1⋯fηndη1⋯dηn （34）

为找到使同伦级数解的收敛效率最快的 h 值，定

义如下表达式

min
h* :RResp(h) = E{[ (L0 + ηL1 ) β (η ) - (K0tx0t - S0 -
ηS1 ) ]y} （35）

此时引入 2 范数来确定 h 值，使 RResp( )h 的 2 范数

最小时对应的h值即为最优解h*。

Tikhonov 正则化是现今使用得最为广泛的一种

正则化方法，其求解效率十分高。于是本文先使用

Tikhonov正则化方法，建立式 (8) 的最小化目标函数为

B = L β0 - S
2
2 + φ2 β0

2
2 （36）

式中，φ为由L曲线准则所确定的正则化参数。

根据奇异值截断，可得β0的正则化解为

β0 = ∑
i = 1

m σ2
i

σ2
i + φ2

wT
i S
σi

v i （37）

式中，σ2
i、w i和 v i分别为矩阵的第 i个奇异值、左奇异向

量和右奇异向量。

1. 5　模型修正的有效性验证

对于修正后的刚度矩阵，结构的修正位移应满足

下式：

{ K0 + ∑
i = 1

n [ β0i + λg,1 (h ) β1iη + λg,2 (h ) β2iη2 +  ⋯ +
λg,k (h )  βkiηk⋯ ] K i} xm = F0 （38）

式中，xm为结构的修正位移向量，且为随机变量ηi的函

数；β1i、β2i、…、βki分别为向量β1、β2、…、βk的第 i个单元。

2　带边界约束变截面梁的随机模型修正

考虑一个混凝土变截面单跨梁，如图 1 所示。假

定梁的初始有限元模型的弹性模量E=28 GPa，截面尺

寸为 0. 15 m×0. 3 m，0. 15 m×0. 4 m，梁总长为 1. 9 m。

将梁划分为 12个欧拉-伯努利梁单元。外力作用于第

5、9号节点，大小均为 5 000 N。假定两侧的弹簧系数

Θv1=10，Θv2=10。除去两支座处的位移，其余节点位移

的测量误差均假定为服从贝塔分布。

由于梁的模型与实际情况之间存在一定误差，则

假定每个单元的刚度均产生折减，其折减的值如表1所

示。为了模拟测量挠度的不确定性从小变大，假定测

量误差的变异系数Ccov分别为0. 10和0. 30。用同伦方

法（Homotopy Stochastic Finite Element Based Struc‐

tural Static Model Updating Method With Boundary 

Conditions， HSMUMB）和蒙特卡洛方法（Monte-Carlo 

Simulation， MCS）对其进行修正。MCS方法是一种通

过随机抽样来估计复杂系统的行为或计算某些量的统

计特性的方法，是对确定性修正结果的重复抽样，一般

认为最接近于真实值，故可作为其他随机方法的参考

值。对于MCS方法，用105个样本模拟测量误差，并与二

阶摄动方法（Second-order Perturbation with Regulariza‐

tion Based Model Updating with Boundary Conditons， 

SPRMB）进行比较。为了展示本方法整体修正的效果，

分别选取边界单元和梁身单元的修正结果。图2展示了

梁单元修正因子的均值和均方差，图3、图4分别展示了

第1和第8单元的修正因子概率密度函数。

图1　变截面梁有限元模型

Fig. 1　Finite element model of variable cross-section beam

表1　单元抗弯刚度折减率

Tab. 1　Reduction rate of element bending stiffness

单元编号
Element number

刚度折减率
Reduction rate

单元编号
Element number

刚度折减率
Reduction rate

1

0.1

7

0.1

2

0.15

8

0.15

3

0.1

9

0.1

4

0.15

10

0.15

5

0.1

11

0.1

6

0.2

12

0.2
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（a）均值（Ccov=0. 10）

（a） Mean value（Ccov=0. 10）

（b）均值（Ccov=0. 30）

（b） Mean value（Ccov=0. 30）

（c）均方差（Ccov=0. 10）

（c） Mean square error（Ccov=0. 10）

（d）均方差（Ccov=0. 30）

（d） Mean square error（Ccov=0. 30）

图2　梁单元修正因子统计值

Fig. 2　Statistics value of beam element updating factors

（a） Ccov=0. 10

（b） Ccov=0. 30

图3　第1单元修正因子概率密度函数

Fig. 3　Probability density function of updating factors of element 1

（a） Ccov=0. 10

（b） Ccov=0. 30

图4　第8单元修正因子概率密度函数

Fig. 4　Probability density function of updating factors of element 8
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从图 2（a）、图 2（c）可以看出，在变异系数 Ccov为

0. 1 时，HSMUMB 方法、SPRMB 方法与 MCS 方法的

修正结果都比较接近。HSMUMB方法其均值和均方

差的相对误差均在 0. 2%和 2%以内。但随着测量误

差变异性增大，由图 2（b）、图 2（d）可知，SPRMB 方法

修正结果的均值与 MCS 方法的相对误差最小有

28. 5%，而 HSMUMB 方法的均值与 MCS 方法相对误

差明显要小，最小相对误差保证在8. 2%。对于均方差

部分，HSMUMB 方法与 MCS 方法的相对误差在

7. 3%，而 SPRMB 方法与 MCS 方法的相对误差在

68%~252%。

从图 3、图 4的第 1和第 8单元修正因子的概率密

度函数的曲线也可以看出，在变异系数Ccov为 0. 1的时

候，SPRMB方法还能与MCS方法有着较好的吻合，但

当变异系数变 Ccov为 0. 3 的时候，SPRMB 方法就已经

产生了严重的偏移，而 HSMUMB方法还是能与 MCS

方法有较高的拟合度。因此，综合图 2 的结果，

HSMUMB方法比SPRMB方法的精度更高。

为了证明模型的有效性，将单元修正因子代回到

公式中计算出节点修正后的挠度。图 5展示了挠度的

均值和均方差，由图 5可以看出，当变异系数较小的时

候，SPRMB方法和MCS方法计算出的节点挠度均值和

均方差基本一致，但随着变异系数变大之后，其也产生

了差异。这一结果清晰地表明，HSMUMB方法在变异

（a）均值（Ccov=0. 10）

（a） Mean value（Ccov=0. 10）

（b）均值（Ccov=0. 30）

（b） Mean value（Ccov=0. 30）

（c）均方差（Ccov=0. 10）

（c） Mean square error（Ccov=0. 10）

（d）均方差（Ccov=0. 30）

（d） Mean square error（Ccov=0. 30）

图5　梁节点挠度统计值

Fig. 5　Statistics value of beam nodal deflection

（a） Ccov=0. 10

（b） Ccov=0. 30

图6　第5节点挠度概率密度函数

Fig. 6　Probability density function of deflections of node 5
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系数较大时的优越性。图 6、图 7展示了第 5和第 12节

点挠度的概率密度函数。从图 6、图 7则更加清晰地看

出，变异系数变大之后，SPRMB方法产生了严重的偏

移，而HSMUMB方法仍然还有着较高的吻合度。

3　试验研究

铝合金梁的加载试验如图 8（a）、图 8（b）所示，铝

合金梁的材料参数：铝合金梁的长度为 1. 2 m；截面面

积为 0.1 m × 0.008 m。将铝合金梁沿纵向划分为 6个

单元，每个单元的长度为 0. 2 m。考虑到右侧支座处

存在搭接长度，则 6号单元的计算长度为 0. 19 m，铝合

金梁的弹性模量为 66 GPa。试验铝合金梁的有限元

模型由 6 个梁单元和 7 个节点构成，如图 8（c）所示。

在梁的三分点处通过悬挂砝码进行加载。测量节点

位移的测量误差假定为贝塔分布，利用本文所提出的

方法对铝合金梁初始模型进行修正。

（a）激光传感器及加载位置

（a） Laser sensor and loading position

（b）梁的刚度变化区域

（b） Variation area of beam stiffness

（c）梁的有限元模型

（c） Finite element model of beam

图 8　铝合金梁加载试验

Fig. 8　Loading test of aluminum alloy beam

为了模拟铝合金梁的刚度变化，试验前对铝合金

梁进行处理，将梁的第 2 和第 5 单元左右各切掉 15%
和 20%左右的铝合金条，使第 2 单元和第 5 单元的刚

度人为地减少了 30%和 40%，铝合金梁刚度折减的单

元不连续。将铝合金梁两端用螺栓和重物固定好后，

将螺栓拧松几圈，模拟半刚性的情况。在两侧加载点

施加载荷。试验过程中只有 3个激光位移传感器，于

是对铝合金梁进行分批测量，以获得 5个测量节点的

挠度信息。使用激光位移传感器进行测量时，取每次

加载时挠度稳定后一段时间内的平均值作为一次挠度

的响应值，卸载然后再重复加载。用 15组挠度数据作

为试验数据的样本集。在铝合金梁的静力加载试验过

程中，所使用的激光位移传感器不能进行节点转角的

测量，只能测得竖向位移即挠度变化，于是在进行模型

修正时需要通过静力凝聚来缩减自由度。加载力为

30 N时，铝合金梁节点挠度的测量数据如表2所示。

利用 HSMUMB 方法对梁进行修正，得到的区域

修正因子统计值如图 9所示。将所得到的修正因子的

值代回公式可得到修正后试验梁节点的均值和均方

差结果，节点挠度统计值如图10所示。

（a） Ccov=0. 10

（b） Ccov=0. 30

图7　第12节点挠度概率密度函数

Fig. 7　Probability density function of deflections of node 12

表2　F=30 N荷载下试验梁节点测量挠度的均值与变异系数

Tab. 2　Mean value and coefficient of variation of test beam nodal 

deflection at F=30 N

节点编号
Node 

number

均值
Mean 

value/m

变异系数
Coefficient 
of variation

2

-4.48×10-7

0.018 4

3

-1.24×10-6

0.025 1

4

-1.52×10-6

0.041 2

5

-1.17×10-6

0.027 3

6

-4.33×10-6

0.020 1
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（a）修正因子均值
（a） Mean value of updating factors

（b）修正因子均方差
（b） Mean square error of updating factors

图9　单元修正因子统计值
Fig. 9　Statistics value of element updating factors

（a）挠度均值
（a） Mean value of deflections

（b）挠度均方差
（b） Mean square error of deflections

图10　节点挠度统计值
Fig. 10　Statistics value of nodal deflections

通过修正之后的修正结果可知，Θv1=8. 07，Θv2=
8. 24。结果也表明了，修正后模型节点的挠度均值和均

方差与实测的结果基本保持一致。而修正因子也与实

际折减的结果相近，验证了HSMUMB方法的有效性。

4　结论

通过上述理论推导、数值算例和加载试验验证，

可以得到如下结论：

1）在模型修正中过分简化边界约束造成的影响

不可忽略。

2）针对该问题，基于现有研究，本文提出了一种基

于同伦随机有限元方法的梁结构边界约束的静力模型

修正方法。将结构参数和测量误差考虑为随机变量，

建立了考虑边界约束的随机有限元模型修正方程。利

用静力凝聚方法将未测量自由度消除，最后使用正则

化算法减少了随机模型修正方程病态解的出现。

3）变截面梁的数值算例表明，该方法在变异系数

较大时仍能有较好的修正效果。

4）铝合金梁的静力加载试验验证了本方法的有

效性。
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Boundary constraint static model modification of beam structure based on 

homotopy stochastic finite element method

HU Jianwei1 QI Can2,4 ZHU Liping3,4 WU Zhifeng4,5 HUANG Bin4 CHEN Xuelong1,4

(1. WSGRI Engineering & Surveying Incorporation Limited, Wuhan 430080, China)
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(4. School of Civil Engineering and Architecture, Wuhan University of Technology, Wuhan 430070, China)

(5. School of Civil and Hydraulic Engineering, Huazhong University of Science and Technology, Wuhan 430074, China)

Abstract:: Considering the uncertainty associated with structural boundary conditions, a method for modifying the 

boundary constraint static model of beam structures was proposed based on the homotopy stochastic finite element method. 

The overall modification of both the beam body elements and boundary elements was achieved using uncertain static 

measurement data. By employing the static condensation method, computational degrees of freedom were ensured to match 

measured degrees of freedom. Regularization methods were applied to mitigate ill-conditioned solutions in modification 

equations for stochastic models. The probabilistic residual minimization method enables optimal selection of homotopy 

coefficients, ensured accurate identification of boundary constraints and precise overall modification. Finally, simulations on 

variable-section concrete beams and static loading tests on aluminum alloy beams were conducted to verify the effectiveness of 

this approach.

Key words:: Homotopy stochastic finite element; Boundary constraint; Model modification; Static measurement error; 

Static condensation
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