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悬链线及圆锥曲线混合柔性铰链设计与分析

谢祖强 陈贵清
（福建船政交通职业学院 机械与智能制造学院，福州 350007）

摘要：【目的】既有的柔性铰链研究都对应着复杂的柔度和回转精度计算式。为了解决该问题，

设计了一种新型悬链线形柔性铰链，提出一种用直线段逼近弧段建立铰链柔度和回转精度模型的方

法。【方法】 首先，将柔性铰链定义为渐缩段与渐扩段的串联组合，将渐缩段中曲线段分割成若干弧

段，用直线段逼近弧段；基于卡氏第二定理，计算铰链渐缩段柔度，由矩阵运算建立铰链柔度和回

转精度模型；其次，结合具体算例，采用推出公式、文献公式和有限元法计算，当曲线分割段数较

大时，计算结果吻合较好，验证了公式正确性；再次，分析了结构参数对悬链线铰链柔度、回转精

度和柔度精度比的影响；最后，分析了相同结构参数下悬链线、圆锥曲线及其混合铰链的弯曲柔度

和柔度精度比。【结果】 结果表明，单一参数对悬链线铰链柔度和回转精度的影响成负相关，减小最

薄处厚度是提升其柔度的最佳方式。相同结构参数下，悬链线铰链弯曲柔度和柔度精度比介于抛物

线和圆弧形之间。选择柔度大的为渐缩段、柔度小的为渐扩段的混合型铰链可兼顾柔度和回转精度；

柔度悬殊越大，越有利于提升柔度精度比。
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0 引言

柔性铰链是一种一体化成形的高分辨率新型传

动机构，具有小体积、无间隙、无机械摩擦、高定

位精度等优点，广泛应用于微纳米操纵技术、微型

机电系统、快速反射镜（Fast Steering Mirror, FSM）、

多维加速传感器、生物医学工程等精密、超精密关

键核心领域[1-6]。

柔性铰链通过弹性变形传递运动、力与能量，

是构建柔性机构的关键单元。早在 1965年，PAROS
等[7]巧妙地推导出圆弧形柔性铰链柔度计算公式。近

年来，国内外研究人员对各种形式的柔性铰链进行

了大量研究。吴鹰飞等[8]137-139推导出圆弧形柔性铰链

柔度系列计算公式。SMITH等[9]推导了椭圆形柔性铰

链柔度计算公式。CHEN 等[10]095103[11]055106[12-16]对深切椭

圆形、抛物线形、双曲线形、摆线形、指数形、倒

角 V 形、混合型等形式柔性铰链进行柔度建模，分

析了铰链精度和应力等性能。刘小院[17]9-16研究了圆

锥曲线类柔性铰链的通用模型。CHEN等[18]针对变截

面矩形柔性铰链扭转柔度提出两种通用解法。李立

建等[19]采用非线性曲线拟合法得到了变截面矩形梁

闭式扭转柔度计算公式。王传礼等[20]设计了一类新

型椭圆导角混合柔性铰链，得出椭圆导角混合柔性

铰链在回转能力和应力水平方面具有显著优势的结

论。倪迎雪等[21]设计了一种新型双曲线直圆混合柔

性铰链，它具有更好的转动能力和较高的载荷敏感

性。张伟等[22]设计了一种直圆抛物线混合柔性铰链，

它结合了直圆形和抛物线铰链的优点。

然而，上述研究中的每一种曲线形状的柔性铰链

都对应着复杂的柔度和回转精度计算公式，应用不

便。本文设计了一种新型悬链线形柔性铰链，难以通

过上述方法求得该曲线全部柔度和回转精度项的解析

解。为此，本文将铰链视为渐缩段与渐扩段的串联组

合，将渐缩段曲线分割成若干弧段，用直线逼近弧

段；基于卡氏第二定理，统一求取渐缩段柔度；再经

过矩阵运算，建立了较为通用的柔度和回转精度；计
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算模型，并验证了公式正确性，分析了悬链线、圆锥

曲线及其混合型铰链的柔度和精度性能。提出的悬链

线形柔性铰链丰富了切口曲线的选择，可为新型柔性

铰链的高效设计与分析提供参考。

1 悬链线形柔性铰链结构与受力

悬链线是指均质索链在重力作用下自然下垂变

形所呈现的曲线。以悬链线为切口的柔性铰链的几

何结构、受力和变形如图 1（a）所示。图 1 中，右手

坐标系Oxyz的原点位于柔性铰链左端矩形截面中心，

x轴沿截面法向指向右端，z轴与矩形截面宽度平行。

设铰链宽度为 b，最大厚度为 h0，最薄处厚度为 t，
切口长度为 2L，切口厚度为 c，沿 x轴方向铰链厚度

函数为h ( x )。悬链线标准方程为

y = a
2 (e xa + e- xa ) （1）

式中，a为悬链线顶点到 x轴的距离，为常数。

如图 1（b）所示，将标准方程向右平移 L距离，

再向下平移 a - t
2 距离，得到的铰链 x轴上方切口曲

线为

y = a
2 (e x - L

a + e- x - L
a ) - a + t

2 （2）
设柔性铰链变形在线弹性材料弹性极限内，其左

端受到的力和力矩为F = [ Fx，Fy，Fz，Mx，My，Mz ]T，
右端为相对固定端；载荷作用下左端变形为 ζ = [ Δx，

Δy，Δz，αx，αy，αz ]T；剪切模量 G = E
2(1 + ν )，E为

弹性模量，ν为泊松比。由胡克定律：F = Kζ，K为

刚度矩阵，则 ζ = K-1F = CF。其中，C为柔度矩阵，

C ∈ R6 × 6，其非零元素如下：Cii ( i = 1，2，…，6），

C26 = C62，C35 = C53。

2 柔性铰链柔度模型建立

工程上，柔性铰链切口可由一段连续光滑的曲

线构成，也可由曲线段、折线段和平直段串联排列

组合构成混合型铰链。考察图2所示的混合型柔性铰

链，以铰链最薄处截面为界将其分成两段，设左段

即载荷端段为渐缩段，长度为 L1；右段即约束端段

为渐扩段，长度为L2；分别建立局部坐标系。

设在载荷作用下，渐缩段在局部坐标系O1x1y1 z1
下柔度矩阵为C (1)，渐扩段在局部坐标系O2x2y2 z2 下

柔度矩阵为C (2)。根据虚功原理和变形叠加原理，柔

性铰链在总体坐标系下的柔度矩阵为

C = C (1) + JC (2)J T （3）
式中，J为柔性铰链渐扩段在局部坐标系下变形量与

位移输出端变形量之间的位移转换矩阵，J ∈ R6 × 6，

其非零元素为

ì
í
î

J11 = J22 = J33 = J44 = J55 = J66 = 1
J26 = J35 = -L1

（4）
因此，分别求出铰链渐缩段和渐扩段在局部坐

标系下的柔度矩阵，再由式（3）即可得到柔性铰链柔

度矩阵。

2. 1　柔性铰链渐缩段柔度矩阵

图 3（a）为局部坐标系下混合柔性铰链渐缩段结

构示意图。根据柔性铰链末端受拉/压、弯曲、扭转

作用下应变能公式[17]12-16，由材料力学卡氏第二定理

可得，柔性铰链渐缩段柔度矩阵非零元素值为

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

C (1)11 = Pc
E，C (1)55 = P1b

E ，C (1)66 = P1a
E

C (1)22 = P3a
E + ksPc

G ，C (1)33 = P3b
E + ksPc

G

C (1)26 = C (1)62 = -P2a
E

C (1)35 = C (1)53 = -P2b
E

C (1)44 = 7
24Gf ( z0 ) (P1a + P1b )

（5）

式中，ks 为矩形截面的剪切系数，ks = 12 + 11ν
10(1 + ν )；

f ( z0 )为矩形截面扭转补偿函数[17]14，令 z0 = b
t，则有

f ( z0 ) = 1.17z20 + 2.191z0 + 1.17
z20 + 2.609z0 + 1 （6）

（a）铰链几何结构、受力和变形 （b）铰链悬链线切口曲线

图1　悬链线形柔性铰链的几何结构、受力和变形

Fig. 1　Geometric structure, force and deformation of the catenary 

flexure hinge

图2　柔性铰链两段式模型及坐标系

Fig. 2　Two-segment model and coordinate system of the flexure 

hinge

101



第50卷

式（5）中，涉及截面参数与所处位置有关的积分

因子为

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

Pja = ∫0

L1 xj - 1

Iz ( x ) dx
Pjb = ∫0

L1 xj - 1

Iy ( x ) dx，j = 1，2，3
Pc = ∫0

L1 1
A( x ) dx

（7）

式中， Iz ( x ) 为 x截面对 z轴的截面惯性矩， Iz ( x ) =
1

12 bh ( x ) 3；Iy ( x )为x截面对y轴的截面惯性矩，Iy ( x ) =
1

12 h ( x )b3；A( x ) 为截面面积，A( x ) = bh ( x )。可见式

（7）所示积分因子仅与铰链厚度函数 h ( x ) 有关。设渐

缩段切口函数为 y = f ( x )，对应的铰链厚度函数

h ( x ) = 2f ( x )。
2. 1. 1　渐缩段曲线段积分因子

圆弧形、椭圆形、双曲线形、抛物线形、椭圆

倒角混合型、广义圆锥倒角 V 型等线型常用于柔性

铰链的工程设计中，此类曲线有比较成熟的柔度计

算模型，而悬链线形柔性铰链线难以通过式（5）得到

全部积分项解析解。设铰链渐缩段第 k段曲线为 y =
fk ( x )，如图 3（b）所示，将曲线沿 x轴方向等间距分

割成n段，用过分割点的直线段近似弧段，得

xk，i = ( i - 1)Lk
n + xk，i = 1，2，3，…，n + 1 （8）

式中，xk为第 k段起始横坐标值。

则对应分割点处的铰链厚度为

hk，i = 2fk ( xk，i ) （9）
考察直线逼近的第 i段，设其锥角为αk,i，x截面

处的铰链厚度为hk,i ( x )，则

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

αk，i = arctan hk，i - hk，i + 12 ( xk，i + 1 - xk，i )
hk，i ( x ) = βki（x + εki），xk，i ≤ x ≤ xk，i + 1

（10）

式中，βki = -2tan αk,i；εki = hk,i
βki

- xk,i。
将式（10）代入式（7），得与 hk,i( x)有关的积分因

子，即

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

Ijka，i = ∫ xk，i，xxk，i + 1 xj - 1dx
( x + εki )3

Ijkb，i = ∫ xk，ixk，i + 1 xj - 1dx
x + εki

j = 1，2，3 （11）

令

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

λk，i = xk，i + 1 - xk，i
2( xk，i + εki )2 ( xk，i + 1 + εki )2

μk，i = ln xk，i + 1 + εki
xk，i + εki

（12）

得第 i段与hi( x)有关的积分因子，即

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

I1ka，i = λk，i ( xk，i + 1 + xk，i + 2εki )
I2ka，i = λk，i [ 2xk，i + 1xk，i + εki ( xk，i + 1 + xk，i ) ]
I3ka，i = μk，i - λk，i [ 4ε1i xk，i + 1xk，i + 3ε2

ki ( xk，i + 1xk，i ) + 2ε3
ki ]

I1kb，i = μk，i
I2kb，i = xk，i + 1 - xk，i - εki μk，i
I3kb，i = 1

2 ( xk，i + 1 - xk，i ) ( xk，i + 1 + xk，i - 2εki ) + ε2
ki μk，i

（13）
通过逐段求和，可得曲线段式（7）的积分因

子，即

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

Pjka = 12
b ∑

i = 1

n Ijka，i
β 3
ki

Pjkb = 12
b3 ∑

i = 1

n Ijkb，i
βki

Pkc = 1
b∑i = 1

n I1kb，i
βki

，j = 1，2，3 （14）

2. 1. 2　渐缩段折线段积分因子

设铰链渐缩段第 s段为y = fs ( x )的折线，其斜率小

于 0，折线两端点坐标分别为（xs，ys）、（xs + 1，ys + 1），

xs < xs + 1；与曲线段第 i段计算方法相同，将折线端

点坐标值代入式（9）~式（13），改变公式下标得折线

段与hs( x)有关的积分因子 Ijsa、Ijsb值，由式（7）可得

Pjsa = 12
b
Ijsa
β 3
s
；Pjsb = 12

b3
Ijsb
βs

；Psc = I1sb
bβs

，j = 1，2，3（15）
式中，变量Pjsa、Pjsb、Psc 分别表示式（7）中计算折线

段，即第 s段涉及的截面参数与所处位置有关的积分

因子；βs表示式（10）中将 βki下标 ki改写为 s形成的计

（a）混合柔性铰链渐缩段 （b）曲线段直线逼近示意图

图3　柔性铰链渐缩段计算示意图

Fig. 3　Calculation diagram for the tapered section of the flexure 

hinge
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算式。

2. 1. 3　渐缩段平直段积分因子

设铰链渐缩段第m段为厚度 hm的等截面直梁，

即 y = 1
2 hm，xm < x < xm + 1，由式（7）可得

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

Pjma = 12( xjm + 1 - xjm )
jbh3

m

Pjmb = 12( xjm + 1 - xjm )
jb3hm

Pmc = xm + 1 - xm
bhm

，j = 1，2，3 （16）

式中，变量 Pjma、Pjmb、Pmc 分别表示式（7）中计算平

直段，即第m段涉及的截面参数与所处位置有关的

积分因子。

综上，将每个分段计算出的积分因子相加，代

入式（5）可得渐缩段在局部坐标系下的柔度矩阵。

2. 2　柔性铰链渐扩段柔度矩阵

图 4为柔性铰链渐扩段示意图。由图 4可知，柔

性铰链渐扩段可由一段对应的渐缩段曲线通过对称平

移得到。设渐缩段为 y = g ( x），经由与 x = L2 对称且

向左平移L2，得到的柔性铰链渐扩段表达式为

y = g (L2 - x） （17）

y = g ( x）柔度可由式（5）得到，记为 C (2)g ；由式

（7）、式（17）可得渐扩段积分因子P'与其对应的渐缩

段积分因子P的关系，即

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

P'1a = P1a；P'1b = P1b；P'c = Pc
P'2a = L2P1a - P2a；P'2b = L2P1b - P2b
P'3a = L22P1a - 2L2P2a + P3a
P'3b = L22P1b - 2L2P2b + P3b

（18）

将式（18）代入式（5），可得渐扩段与其对应的渐

缩段在局部坐标系下的柔度关系式，即

C (2) = TC (2)g T T （19）
式中，C (2)g 为渐扩段对应的渐缩段在局部坐标系下的

柔度矩阵；T为柔性铰链渐扩段与其对应的渐缩段的

柔度映射矩阵，T ∈ R6 × 6，其非零元素分别为

ì
í
î

T11 = T44 = T55 = T66 = 1
T22 = T33 = -1；T26 = T35 = -L2

（20）
将式（19）代入式（3）整理得，柔性铰链柔度矩

阵为

C = C (1) + QC (2)g QT （21）
式中，Q为渐扩段的柔度传递矩阵，Q = JT，其非

零元素为

ì
í
î

Q11 = Q44 = Q55 = Q66 = 1
Q22 = Q33 = -1；Q26 = Q35 = -(L1 + L2 ) （22）

由式（21）可见，先求得渐缩段和与渐扩段对应

的渐缩段在局部坐标系下的柔度矩阵，再通过矩阵

运算即可求得柔性铰链柔度矩阵。

因此，可将柔性铰链视为渐缩段和渐扩段的串

联组合，其中，渐扩段由与其对应的渐缩段对称平

移得到。统一求得渐缩段的柔度矩阵，再通过矩阵

变换即可求得柔性铰链柔度矩阵，采用直线段逼近

曲线弧段的方法简化了计算。

3 柔性铰链回转精度模型

理想的铰链应可以绕其回转中心自由旋转，而

柔性铰链在外力作用下产生弹性变形，易使铰链回

转中心产生漂移，影响铰链的回转精度。通常选取

其几何中心 D点的线位移来表征铰链的回转精度，

即求铰链自由端在载荷F作用下D点的线位移。设D
的位移 ζD = [ ΔDx，ΔDy，ΔDz ]T，回转精度柔度矩阵为

C'D，则有

ζD = C'DF （23）
式中，C'D 为柔度矩阵，C'D ∈ R3 × 5，其非零元素为

C'26，C'35，C'ii，i = 1，2，3。
如图5所示，设柔性铰链几何中心偏离渐缩段与

渐扩段交点O2 的距离为 Ld。若 L1 > L2，LD = L1 - Ld；

若 L1 = L2， LD = L1；若 L1 < L2， LD = L1 + Ld。根据

卡氏第二定理，为了求得 ζD，在D点处施加一组零

值附加力 FD = [ FDx，FDy，FDz ]T。当 LD ≤ x ≤ L2 时，

铰链 x 截面内力分量为 F ( x ) = -Fx - FDx， F ( y ) =
-Fy - FDy，F ( z ) = -Fz - FDz，M ( y ) = My - xFz - ( x -
LD )FDz，M ( z ) = Mz - xFy - ( x - LD )FDy。设单元应变

能为U，由卡氏第二定理，有

ΔDx = ∂U
∂FDx

，ΔDy = ∂U
∂FDy

，ΔDz = ∂U
∂FDz

（24）
当铰链渐缩段与渐扩段长度相等时，铰链几何

中心位于 O2 处，即 LD = L1 = L2，记式（3）中第二项

C (2)p = JC (2)J T，由式（24）可得

图4　柔性铰链渐扩段示意图

Fig. 4　Schematic diagram for the expanded section of the flexure 

hinge
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ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

C'11 = C (2)p，11
C'22 = C (2)p，22 + LDC (2)p，26；C'26 = C (2)p，26 + LDC (2)p，66
C'33 = C (2)p，33 + LDC (2)p，35；C'35 = C (2)p，35 + LDC (2)p，55

（25）

当铰链长度 L1 > L2 时，铰链几何中心位于渐缩

段上，即 LD = L1 - Ld，记 C (1)pd 为 x ∈ [ LD，L1 ]时渐缩

段的柔度矩阵，由式（24）可得

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

C'11 = C (2)p，11 + C (1)pd，11
C'22 = C (2)p，22 + LDC (2)p，26 + C (1)pd，22 + LDC (1)pd，26
C'26 = C (2)p，26 + LDC (2)p，66 + C (1)pd，26 + LDC (1)pd，66
C'33 = C (2)p，33 + LDC (2)p，35 + C (1)pd，33 + LDC (1)pd，35
C'35 = C (2)p，35 + LDC (2)p，55 + C (1)pd，35 + LDC (1)pd，55

（26）

当铰链长度 L1 < L2 时，铰链几何中心位于渐扩

段上，即LD = L1 + Ld，设C (2)gd 为渐扩段对应的对称平

移渐缩段在局部坐标系 O2x2y2 z2 下、x ∈ [ Ld，L2 ]时
的柔度矩阵。由式（19）得，局部坐标系下该渐扩段

的柔度矩阵为

C (2)d = TdC (2)gd T Td （27）
式中，Td为该柔性铰链渐扩段与其对应对称平移渐缩

段的柔度映射矩阵，Td ∈ R6 × 6，其非零元素分别为

ì
í
î

Td，11 = Td，44 = Td，55 = Td，66 = 1
Td，22 = Td，33 = -1；Td，26 = Td，35 = -Ld

（28）
记C (2)pd = JC (2)d J T，由式（24）可得

ì

í

î

ï

ï
ïïï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

C'11 = C (2)p，11 - C (2)pd，11
C'22 = C (2)p，22 + LDC (2)p，26 - C (2)pd，22 - LDC (2)pd，26
C'26 = C (2)p，26 + LDC (2)p，66 - C (2)pd，26 - LDC (2)pd，66
C'33 = C (2)p，33 + LDC (2)p，35 - C (2)pd，33 - LDC (2)pd，35
C'35 = C (2)p，35 + LDC (2)p，55 - C (2)pd，35 - LDC (2)pd，55

（29）

式（25）、式（26）、式（29）给出柔性铰链回转中心

的柔度。定义以铰链自由端的柔度与相应回转中心柔

度比值的大小来衡量铰链自由端位移相同时保持转动

中心能力的高低，则铰链各项柔度精度比为

ηij = Cij

Cij＇
，η66 = -C66

C'26
（30）

式（30）中的 ηij、η66 值越大，柔性铰链回转精度

性能越高。

4 柔度与回转精度算例验证

为了验证上述模型的正确性，分别选取悬链线、

圆锥曲线和混合柔性铰链进行算例计算，并与文献公

式和有限元法计算结果进行比较。将悬链线形柔性铰

链的切口厚度c、渐缩段切口长度L1和铰链最薄处厚度

t代入悬链线标准方程，通过Matlab vpasolve函数求解

超越方程：a = x（0），得悬链线常数a；由式（2）得悬

链线切口曲线方程。图6（a）为椭圆形、圆弧形、抛物

线形与双曲线形柔性铰链渐缩段几何参数图。其中，

铰链切口厚度 c = h0 - t
2 ；直椭圆长半轴aep = L1；直椭

圆的短半轴 bep = c； R 为圆弧半径；圆心角 θm =
arcsin L1

R。则x轴上方渐缩段圆锥曲线参数方程为

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïïï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

yep ( x ) = bep + t
2 - bep 1 - ( x - L1 )2

a2ep

ycr ( x ) = R + t
2 - R 1 - ( xR - sin θm )2

ypb ( x ) = t
2 + c (1 - x

L1
) 2

yhy ( x ) = 1
2 t2 + 4c ( )c + t (1 - x

L1
) 2

（31）

式中，0 ≤ x ≤ L1；下标 ep、cr、pb、hy 分别表示椭

圆、圆弧、抛物线、双曲线；若椭圆为深切形，则

将式（31）中第 1个式子的 bep 改成 aep，aep 改成 bep，深

切椭圆短半轴 bep = L1，长半轴aep = c。

选取柔性铰链材料为 65Mn 钢，弹性模量 E =
200 GPa，泊松比 ν = 0. 3。圆锥曲线柔性铰链渐缩段

几何参数如表 1所示。其中，序号 1为深切椭圆形参

数。选用表 1 参数 c、L1、t、b设计悬链线形柔性铰

链，序号 2至 3对应的悬链线常数 a分别为 4. 049 0、
6. 317 5。将上述数学模型在Matlab软件中编程计算，

得到深切椭圆形、抛物线形、双曲线形铰链柔度与

回转精度值，与文献[11]055106给出的理论计算公式进

（a）圆锥曲线铰链渐缩段参数 （b）混合铰链渐缩段参数

图6　柔性铰链渐缩段参数图

Fig. 6　Parameter diagram for the tapered section of flexure hinges

图5　对柔性铰链几何中心施加的附加力

Fig. 5　Apply additional force to the geometric center of the flexure 

hinge
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行比较，悬链线、悬链线圆弧混合型计算值与有限

元法进行比较。图 6（b）所示为混合柔性铰链渐缩段，

选取的几何参数如表2所示。

表2中，SEp表示折线段与椭圆段串联；C rL表示

圆弧段与平直段串联。选择 SEp-LC r（渐扩段为 LC r）左

右非对称形柔性铰链参数，分别用本文计算式与有

限元法计算。有限元模型如图 7所示。采用 Solid186
单元，在 SEp 端面中间点建立关键点，与端面创建

MPC约束，施加单位载荷，在LC r端面施加约束。

图7　SEp-LCr柔性铰链有限元模型

Fig. 7　Finite element model of SEp-LCr type flexure hinge

随机选择表 1 中序号 3 的参数，得到 C66 本文公

式与文献 [8]137 圆弧形、文献 [10]095103 椭圆形、文献

[11]055106 抛物线形、双曲线形中理论计算公式相对误

差 e r与分割段数 n的关系，如图 8所示。由图 8可见，

随着分割段数n的增大，相对误差不断减小，逐渐趋

近于理论计算值。其中，当 n = 50时，双曲线形的 er
为-0. 31%，椭圆形为-0. 06%，圆弧形为-0. 08%，

抛物线形为-0. 11%。

图8　C66相对误差 er与分割段数n的关系

Fig. 8　Relation between the relative error and the number of 

segments

选取分割段数n = 50，上述铰链柔度计算结果分

别如表3、表4所示。表中，1ep（L）中“1”表示表1中

序号 1 参数计算结果；下标表示曲线类型；“L”表

示本文方法计算结果；“T”表示文献[11]055106中理论

系列计算式计算结果；“F”表示有限元法计算结果。

铰链回转精度计算结果如表 5所示。从表 3可见，本

文方法计算柔度与文献理论公式的相对误差大多小

于 0. 5%，最大约为 3. 8%。从表 4可见，本文方法与

有限元计算的相对误差大多小于 6%，最大约为 8%。

从表5可见，本文方法计算回转精度与理论计算式和

有限元法的相对误差大多小于 6%，最大约为 8. 5%。

上述结果说明，当分割段数n较大时，本文方法与文

献理论计算式、有限元法计算结果吻合较好，验证

了计算式的正确性。
表3　圆锥曲线柔性铰链柔度计算结果

Tab. 3　Calculation results of flexibility of conic curve flexure hinges

1ep（L）

1ep（T）

er/%
2hy（L）

2hy（T）

er/%
3pb（L）

3pb（T）

er/%

C11/（m∙N-1）

7. 783 0×10-9

7. 789 6×10-9

-0. 084
1. 743 2×10-9

1. 744 1×10-9

-0. 050
1. 550 4×10-9

1. 550 9×10-9

-0. 028

C22/（m∙N-1）

6. 838 3×10-6

6. 857 1×10-6

-0. 274
1. 975 3×10-7

1. 981 7×10-7

-0. 322
2. 426 5×10-7

2. 429 1×10-7

-0. 108

C26/N-1

-1. 063 4×10-3

-1. 064 2×10-3

-0. 300
-3. 737 4×10-5

-3. 750 0×10-5

-0. 337
-3. 031 8×10-5

-3. 035 2×10-5

-0. 111

C33/（m∙N-1）

1. 888 9×10-7

1. 890 5×10-7

-0. 087
1. 147 5×10-8

1. 148 0×10-8

-0. 047
1. 019 8×10-8

9. 825 3×10-9

3. 788

C35/N-1

-2. 358 3×10-5

-2. 360 3×10-5

-0. 084
-1. 045 9×10-5

-1. 046 5×10-5

-0. 050
-6. 201 7×10-7

-6. 203 4×10-7

-0. 028

C44/
［rad（N∙m）-1］

1. 182 1×10-1

1. 185 6×10-1

-0. 295
5. 286 6×10-3

5. 304 1×10-3

-0. 329
2. 838 1×10-3

2. 841 2×10-3

-0. 110

C55/
［rad（N∙m）-1］

3. 735 9×10-3

3. 739 0×10-3

-0. 084
2. 091 9×10-4

2. 092 9×10-4

-0. 050
8. 268 9×10-5

8. 271 2×10-5

-0. 028

C66/
［rad（N∙m）-1］

1. 680 8×10-1

1. 685 8×10-1

-0. 300
7. 474 7×10-3

7. 500 0×10-3

-0. 337
4. 042 4×10-3

4. 046 9×10-3

-0. 111

表1　柔性铰链渐缩段几何参数

Tab. 1　Geometric parameters of the tapered section of flexure hinges

序号

1

2

3

h0/mm

18. 178

8. 0

11. 5

b/mm

5. 0

10. 0

15. 0

t/mm

0. 5

1. 0

1. 5

L1/mm

6. 313

5. 0

7. 5

c/mm

8. 839

3. 5

5. 0

R/mm

5. 321

8. 125

表2　混合柔性铰链渐缩段几何参数

Tab. 2　Geometric parameters of the tapered section of hybrid 

flexure hinges

类型

SEp
类型

CrL

aep/mm

8. 839

R/mm

5. 211

bep/mm

6. 315

θm/（°）

50. 276

Φ/（°）

30

θ

［0，θm］

Ls/mm

2. 102

Lk/mm

4. 008

Lk/mm

2. 406

Lm/mm

0. 5

t/mm

0. 5

t/mm

0. 5
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表4　悬链线形和混合型柔性铰链柔度计算结果

Tab. 4　Calculation results of flexibility of catenary and hybrid flexure hinges

2ca（L）

2ca（F）

er/%
3ca（L）

3ca（F）

er/%
2ca-2cr（L）

2ca-2cr（F）

er/%
SEp-LCr（L）

SEp-LCr（F）

er/%

C11/（m∙N-1）

2. 354 9×10-9

2. 479 1×10-9

5. 274
1. 593 6×10-9

1. 676 4×10-9

5. 196
2. 446 4×10-9

2. 566 6×10-9

4. 913
8. 515 3×10-9

8. 605 7×10-9

-1. 061

C22/（m∙N-1）

3. 751 9×10-7

3. 785 9×10-7

0. 906
2. 555 6×10-7

2. 571 3×10-7

0. 614
4. 162 2×10-7

4. 163 7×10-7

0. 036
5. 329 0×10-6

5. 177 7×10-6

2. 840

C26/N-1

-7. 026 3×10-5

-7. 111 8×10-5

1. 217
-3. 185 5×10-5

-3. 215 6×10-5

0. 945
-7. 634 3×10-5

-7. 663 8×10-5

0. 386
-1. 065 8×10-3

-1. 035 3×10-3

2. 857

C33/（m∙N-1）

1. 548 1×10-8

1. 644 5×10-8

6. 227
1. 048 9×10-8

1. 107 6×10-8

5. 596
1. 637 3×10-8

1. 720 7×10-8

5. 094
1. 304 3×10-7

1. 364 5×10-7

-4. 618

C35/N-1

-1. 412 9×10-6

-1. 510 1×10-6

6. 879
-6. 374 4×10-7

-6. 881 7×10-7

7. 958
-1. 494 1×10-6

-1. 613 7×10-6

8. 005
-1. 928 0×10-5

-2. 006 4×10-5

-4. 069

C55/［rad（N∙m）-1］

2. 825 9×10-4

2. 806 8×10-4

-0. 674
8. 499 2×10-5

8. 434 4×10-5

-0. 764
2. 935 6×10-4

2. 899 4×10-4

-1. 233
4. 087 3×10-3

4. 181 6×10-3

-2. 306

C66/［rad（N∙m）-1］

1. 405 3×10-2

1. 446 4×10-2

2. 844
4. 247 3×10-3

4. 353 8×10-3

2. 507
1. 497 3×10-2

1. 528 5×10-2

4. 672
2. 223 9×10-1

2. 163 5×10-1

2. 717
注：下标ca表示悬链线。

表5　柔性铰链回转精度计算结果

Tab. 5　Calculation results of the rotation accuracy of flexure hinges

1ep （L）

1ep （T）

er/%
2hy（L）

2hy（T）

er/%
3pb（L）

3pb（T）

er/%
2ca（L）

2ca（F）

er/%
3ca（L）

3ca（F）

er/%
2ca-2cr（L）

2ca-2cr（F）

er/%
SEp-LCr（L）

SEp-LCr（F）

er/%

C'11/（m∙N-1）

3. 891 5×10-9

3. 894 8×10-9

-0. 084
5. 959 2×10-10

5. 976 6×10-10

-0. 291
7. 740 5×10-10

7. 754 3×10-10

-0. 177
1. 177 4×10-9

1. 277 7×10-9

8. 519
7. 968 0×10-10

8. 598 4×10-10

7. 911
1. 268 9×10-9

1. 328 6×10-9

4. 705
4. 757 7×10-9

4. 879 8×10-9

-2. 566

C'22/（m∙N-1）

4. 016 7×10-7

4. 018 2×10-7

-0. 037
1. 125 5×10-8

1. 132 8×10-8

-0. 646
2. 593 8×10-8

2. 606 9×10-8

-0. 503
4. 093 4×10-8

4. 152 9×10-8

1. 454
2. 842 9×10-8

2. 874 5×10-8

1. 111
5. 156 2×10-8

5. 185 0×10-8

0. 559
6. 922 4×10-7

6. 729 7×10-7

2. 783

C'26/N-1

-5. 247 7×10-5

-5. 260 9×10-5

-0. 250
-9. 950 3×10-7

-1. 003 3×10-6

-0. 829
-2. 443 7×10-6

-2. 457 5×10-6

-0. 562
-5. 799 2×10-6

-5. 981 9×10-6

3. 150
-2. 680 8×10-6

-2. 754 8×10-6

2. 760
-7. 277 0×10-6

-7. 408 6×10-6

1. 808
-1. 162 8×10-4

-1. 128 0×10-4

2. 989

C'33/（m∙N-1）

3. 840 3×10-8

3. 843 8×10-8

-0. 091
2. 716 3×10-9

2. 722 0×10-9

-0. 210
3. 532 2×10-9

3. 350 2×10-9

5. 434
5. 367 2×10-9

5. 644 9×10-9

5. 168
3. 645 9×10-9

3. 806 7×10-9

4. 410
5. 853 1×10-9

6. 066 3×10-9

3. 643
3. 753 5×10-8

3. 897 5×10-8

-3. 836

C'35/N-1

-2. 913 4×10-6

-2. 915 8×10-6

-0. 085
-7. 687 7×10-8

-7. 692 3×10-8

-0. 060
-1. 017 2×10-7

-1. 018 4×10-7

-0. 118
-2. 318 1×10-7

-2. 202 2×10-7

-5. 000
-1. 055 8×10-7

-1. 003 3×10-7

4. 972
-2. 580 8×10-7

-2. 413 6×10-7

-6. 479
-3. 378 3×10-6

-3. 464 1×10-6

-2. 538

5 结构参数对悬链线柔性铰链的影响分析

5. 1　结构参数对柔度的影响

从柔度计算公式可以看出，悬链线形柔性铰链

柔度与铰链切口厚度 c、渐缩段长度 L1、最薄处厚度

t和铰链宽度 b有关。选取表 1中序号 3参数，合理改

变任意一项参数而其他参数不变，求得任一参数对

柔度的影响，如图9所示。

从图9可见，悬链线形柔性铰链各柔度项随任意

参数变化的趋势相似，但变化速率不同；各柔度项
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都随参数 c、t、b的增大而减小，随参数 L1 的增大而

增大；各柔度项对参数 t的变化最敏感，对参数 c的
变 化 敏 感 性 最 弱 。 由 图 9（a）可 知 ， 参 数 c 对

C11、C33、C55 的影响很小，对 C22、C26、C35、C66 的影

响相对较大；由图 9（b）可知，参数 L1 的变化对

C11、C26、C66 的影响较小，对其他项的影响较大，对

C33 的影响最大。由图 9（c）、图 9（d）可知，铰链参数

t和 b的增加对各柔度项的影响都较大；其中，参数 t
的变化对C22、C26、C66 的影响较其他项大，参数的 b
变化对C33、C35、C55的影响较其他项大。

（a）切口厚度对柔度的影响

（b）渐缩段长度对柔度的影响

（c）铰链最薄处厚度对柔度的影响

（d）铰链宽度对柔度的影响

图9　结构参数对柔度的影响

Fig. 9　Influence of structural parameters on the compliance

5. 2　结构参数对回转精度的影响

从回转精度计算公式可知，悬链线形柔性铰链

回转精度与切口厚度 c、渐缩段长度 L1、最薄处厚度

t和铰链宽度 b有关。同理，选取表 1序号 3参数，合

理变动任一项参数而其他参数不变，求得结构参数

对回转精度的影响，如图10所示。

（a）切口厚度对回转精度的影响

（b）渐缩段长度对回转精度的影响
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（c）铰链最薄处厚度对回转精度的影响

（d）铰链宽度对回转精度的影响

图10　结构参数对回转精度的影响

Fig. 10　Influence of structural parameters on the rotation accuracy

从图 10可见，悬链线柔性铰链各回转精度柔度

项随任意参数变化的趋势相似，但变化速率不同；

各项都随参数 c、t、b的增大而减小，随 L1 的增大而

增大，变化趋势与柔度项相似。由图 10（a）可知，参

数 c变化对 C'22、C'26 的影响较大，C'33 次之，对 C'11、
C'35 的影响较小。由图 10（b）可知，参数 L1 变化对各

柔度项的影响都较大，对C'35 的影响最大，其余项变

化趋势相近。由图 10（c）可知，参数 t变化对C'22、C'26
的影响较大，对其余项的影响较小。由图 10（d）可

知，参数 b变化对C'35 的影响最大，C'22、C'26 次之，对

C'11、C'33 的影响较小。回转精度柔度项增大意味着柔

性铰链回转精度降低。由图 9、图 10 可知，改变参

数在增大铰链柔度的同时会降低回转精度。

5. 3　结构参数对柔度精度比的影响

从上述分析可见，悬链线柔性铰链自由端柔度

和回转精度成负相关，提高柔度的同时会使回转精

度降低。综合考虑柔度和回转精度，基于式（30）分

析铰链结构参数变化对回转精度性能的影响，结果

如图11所示。

从图 11 可见，悬链线柔性铰链柔度精度比

η11 = 2. 0，不随铰链参数变化。从图 11（a）可知，

随着参数 c增大，η22、η26 增大较显著。从图 11（c）可

知，随着参数 t增大，η22、η26 的减小较其他项显著。

从图 11（b）、图 11（d）可知，参数 L1 和 b变化对各柔

度精度比的影响均较小，参数 b的变化对除 η33 外的

其余项都不产生影响。

（a）切口厚度对柔度精度比的影响

（b）渐缩段切口长度对柔度精度比的影响

（c）铰链最薄处厚度对柔度精度比的影响
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（d）铰链宽度对柔度精度比的影响

图11　结构参数对柔度精度比的影响

Fig. 11　Influence of structural parameters on the 

compliance-rotation accuracy ratio

综上所述，为了提高悬链线柔性铰链的柔度，

应以减小铰链最薄处厚度为主要手段，此时虽然会

降低回转精度，但柔度精度比是提升的；其次是减

小铰链宽度，此时柔度精度比基本保持不变；而减

小铰链切口厚度对柔度提升不明显，同时还会降低

柔度精度比；增加铰链渐缩段长度，对重要柔度项

C26、C66提升不明显，且不提升柔度精度比。

6 悬链线圆锥曲线及其混合铰链比较分析

选取表 1中序号 2参数，计算相同结构参数下的

悬链线、圆锥曲线、悬链线与圆锥曲线混合柔性铰

链弯曲柔度C66的值，结果如图 12所示，弯曲柔度精

度比 η66 的值如图 13 所示。图中，Hy 表示双曲线形

柔性铰链；CaCr表示悬链线与圆弧形混合柔性铰链，

其中，渐缩段为Ca段。

由图 12、图 13 可知，在相同结构参数下，Hy、
Pb、Ca、Cr和Ep的弯曲柔度依次递增，弯曲柔度精

度比依次递减，其转动能力和回转精度不能兼顾。

Ca 弯曲柔度比 Pb 提升 5. 5%，而柔度精度比降低

4. 1%，综合考虑C66和η66，Ca介于Pb和Cr之间，悬

链线丰富了柔性铰链切口形状的选择。渐缩段为悬

链线、渐扩段为圆锥曲线的混合柔性铰链——CaHy、
CaPb、CaCr、CaEp 的 C66 递增，η66 依次递减；几何

对称的 HyCa、PbCa、CrCa、EpCa 的 C66 依次递增且

大小与相互对称的铰链相同，η66 也依次递增；几何

对称的混合柔性铰链弯曲柔度相等，但柔度精度比

不等。其中，针对 η66 值，CaHy大于 HyCa，CaPb大

于PbCa，CrCa大于CaCr，EpCa大于CaEp。Hy、Pb⁃
Hy、CaHy、CrHy、EpHy 的 C66 和 η66 依次递增，Pb、
CaPb、 CrPb、 EpPb 的 C66 和 η66 依 次 递 增 ， Ca、
CrCa、EpCa的C66 和η66 依次递增；比较Ep和EpHy，
EpHy 的 C66 值较 Ep 降低了 29. 4%，但 η66 值提升了

217. 7%。选择柔度大的为渐缩段、柔度小的为渐扩

段组成混合铰链，可兼顾柔度和回转精度，且渐扩段

和渐缩段的柔度差距越大，铰链的柔度精度比越高。

7 结论

设计了一种新型悬链线柔性铰链。将铰链视为

渐缩段与渐扩段的组合，将渐缩段分割为若干弧段，

并用直线逼近弧段；基于卡氏第二定理，统一求取渐

缩段柔度，再由矩阵运算，建立铰链柔度和回转精度

计算模型，通过算例验证了计算式的正确性；分析了

结构参数对悬链型柔性铰链柔度和回转精度的影响，

比较了相同结构参数下悬链线、圆锥曲线及其混合铰

链的弯曲柔度和柔度精度比。得出以下结论：

1）新型悬链线形柔性铰链难以通过传统方法求

得全部柔度和回转精度项的解析解。本文通过分割

图13　柔性铰链弯曲柔度精度比

Fig. 13　Bending compliance-rotation accuracy ratio of the flexure 

hinges

图12　柔性铰链弯曲柔度

Fig. 12　Bending compliance of flexure hinges
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铰链渐缩段，用直线段逼近弧段，统一求取渐缩段

柔度；再由矩阵变换建立了通用的柔度和回转精度

模型。通过具体算例与文献[11]055106计算式和有限元

计算比较，当曲线段分割段数较大时，计算结果吻合

较好，验证了计算式的正确性，提出的通用计算模型

极大简化了柔性铰链柔度和回转精度的计算过程。

2）分析了不同结构参数对悬链柔性铰链柔度、

回转精度和柔度精度比的影响。单一参数对柔度和

回转精度的影响成负相关，提升柔度的同时回转精

度降低。减小铰链最小厚度对柔度提升最敏感，其

次是减小铰链宽度，而减小铰链切口厚度和增加铰

链渐缩段长度对重要柔度和回转精度的提升不明显。

3）分析了相同结构参数下悬链线、圆锥曲线及

其混合铰链的弯曲柔度和柔度精度比。双曲线形、

抛物线形、悬链线形、圆弧形和椭圆形柔性铰链弯

曲柔度依次递增，柔度精度比依次递减，悬链线形

介于抛物线形和圆弧形之间。选择柔度大的为渐缩

段、柔度小的为渐扩段的组合可兼顾柔度和回转精

度，柔度悬殊越大，越有利于提升柔度精度比。

本文设计丰富了铰链切口曲线的选择，计算方

法可为新型柔性铰链的高效设计与分析应用提供

参考。
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Design and analysis of catenary and conical section hybrid flexure hinges

XIE Zuqiang CHEN Guiqing

（School of Mechanical and Intelligent Manufacturing, Fujian Chuanzheng Communications College, Fuzhou 350007, China）

Abstract: [Objective] Existing research on flexible hinges corresponds to complex expressions for flexibility and rotational 

accuracy calculations. To address this issue, a new type of catenary flexure hinge was designed, and a method for establishing 

the hinge’s compliance and rotational accuracy model by approximating arc segments with straight-line segments was proposed. 

[Methods] Firstly, by defining the flexure hinge as a series combination of tapered and expanded sections, the curve in the 

tapered segment was divided into several arc segments, and the curve segments were approximated with straight segments. 

Based on the Castigliano’s second theorem, a method by calculating the flexibility of the tapered section and then establishing 

the hinge flexibility and rotational accuracy model through matrix operations was established. Secondly, using specific 

examples, the derived formula, literature formulas, and the finite element method were employed for calculations. When the 

curve segment was finely divided, the calculation results align well, thereby verifying the formula’s correctness. Thirdly, the 

influence of structural parameters on the flexibility, rotation accuracy, and flexibility-accuracy ratio of catenary flexure hinges 

was analyzed. Finally, the bending flexibility and flexibility-accuracy ratio of the catenary, conic, and their hybrid hinges were 

analyzed with the same structural parameters. [Results] The results show that a single parameter has a negative correlation with 

flexibility and rotation accuracy of the catenary hinge, and reducing the minimum thickness is the best way to improve 

flexibility. Under the same structural parameters, the flexibility and flexibility-accuracy ratio of the catenary hinge is between 

parabolic and circular shapes. Choosing a hybrid hinge with a section of high flexibility for the tapered section and a section of 

low flexibility for the expanded section allows for a balance between flexibility and motion accuracy.The greater the difference 

in flexibility, the better the flexibility-accuracy ratio.

Key words: Catenary flexure hinge; Hybrid flexure hinge; Tapered section; Linear approximation; Flexibility modeling
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