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基于预置传动误差的纯滚接触锥齿轮齿面设计与分析

王旺旺 谭儒龙 张卫青 郭晓东
（重庆理工大学　机械工程学院，重庆　400054）

摘要：【目的】 针对纯滚接触锥齿轮在安装误差作用下易产生角速度突变、诱发振动和噪声的问

题，提出一种对安装误差低敏感的齿面设计方法。【方法】 首先，基于安装误差对角速度的影响，将

传动误差曲线预置为抛物线形；其次，利用预置的传动误差曲线对小轮理论齿面进行修形，建立了

小轮目标齿面的数学模型；最后，构建了修形后的锥齿轮三维实体模型，并进行了齿面接触分析。

【结果】 结果表明，实际导出的传动误差曲线与预置曲线基本一致，验证了齿面修形的有效性；优化

后的齿面实际啮入、啮出点偏离齿面边缘，整体接触区向齿面中部靠拢，可有效避免边缘接触及应

力集中。
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0 引言

纯滚接触锥齿轮通过有效控制接触路径、齿面

形态灵活设计，以齿形优化的方法提高了传动效率。

然而，安装误差的存在，易导致齿轮副在啮合转换

处角速度突变，进而引起很大的振动和噪声。预置

传动误差，可有效改善齿面应力集中、振动和噪声

等问题，提高实际工况下纯滚接触锥齿轮传动的平

稳性。

对于纯滚接触齿轮，已有学者做出相关研究。

WAGNER 等[1] 提出圆柱齿轮的纯滚动接触齿面。

CHEN[2]研究了圆柱齿轮纯滚动接触的一般运动几何

模型。CHEN 等[3-4]还引入圆弧作为纯滚动接触平行

轴传动齿轮的齿廓。TAN等[5]根据微分几何的曲线理

论，提出纯滚动接触弧齿锥齿轮的基本数学模型。

ZHANG等[6]103992基于张量分析和微分几何理论，对纯

滚接触锥齿轮的运动几何进行了研究。此外，关于

齿面修形，邓效忠等[7]基于齿轮共轭理论，对准双曲

面齿轮进行了抛物线形的齿面修形，并通过试验验

证了修形方法的正确性。MU 等[8]提出用圆弧刃代替

直线刃的齿面修形方法，有效避免了因安装误差所

导致的齿面边缘接触。曹雪梅等[9]提出基于共轭齿面

修正的齿面修形方法，根据预设的高阶传动误差和

接触印痕对齿面进行了两次修正。牟彦铭等[10]通过

预置高阶传动误差和接触印痕，基于齿面曲率修正

方法对齿面进行了修形。

在上述诸多学者对纯滚接触锥齿轮的运动几何

理论研究基础上，本文以降低纯滚接触锥齿轮误差

敏感性为目标，结合齿面修形技术，开展基于预置

传动误差的纯滚接触锥齿轮齿面设计研究，期望为

相交轴锥齿轮提供创新设计理论，促进新型高性能

相交轴锥齿轮的开发。

1 齿轮坐标系

纯滚接触锥齿轮是以空间共轭曲线啮合理论为

基础进行设计的，其研究的基本元素为空间曲

线[11]15-16。为了方便齿面数学模型的建立，根据相交

轴锥齿轮实际传动情况，设计了图１所示的齿轮坐

标系。

在齿轮坐标系中，S0、SP为固定在绝对空间中的

两个直角坐标系；S1、S2分别为与小轮、大轮相固连

的动坐标系。其中，z0与小轮回转轴线 z1重合；zP与

大轮回转轴线 z2重合。传动比 i21不变，两齿轮各自回

转轴线不变且只进行回转运动；两回转轴线之间的轴

交角为 ξ；相交轴锥齿轮大、小轮的中心轴线相交于
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一点，即坐标系原点O0、O1、OP、O2；S0和S1之间的相

对旋转角为φ；SP和S2之间的相对旋转角为ϕ；ω1、ω2

分别为小轮、大轮的角速度矢量；Γ 1、Γ 2分别为小轮

齿面和大轮齿面的理论接触迹线；M为瞬时接触点。

根据传动比定义，有∣ω2∣ = i21∣ω1∣，则ϕ可表示为
ϕ = i21 φ （1）
根据上述各坐标系之间的位置关系，它们之间

的坐标变换矩阵为
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2 预置传动误差

对于一对连续纯滚动接触锥齿轮，其几何特点

之一就是齿面间的接触迹线位于节锥上。由于纯滚

接触锥齿轮啮合理论基于传动比恒定条件，啮合传

动中理论上不产生传动误差。为了预置有传动误差

的纯滚接触锥齿轮，将理论接触迹线 Γ 1上每一瞬时

接触点绕其节锥轴线进行旋转，得到修形目标曲线

Γ（1）；不同接触点旋转角度不同，且满足传动误差函

数Δθ（t）。因此，小轮齿面的齿线由理论接触迹线Γ 1

重设为修形目标曲线Γ（1），如图2所示。

理论接触迹线 Γ 1作为构建小轮理论齿面的基本

元素之一，将其重设后，齿面间的接触点轨迹不再

沿 Γ 1移动，而是沿修形目标曲线 Γ（1）移动，故 Γ 1和

Γ（1）之间的角度差可视为传动误差。预置抛物线形传

动误差可吸收齿轮安装误差引起的线性传动误差，

减小齿轮副的振动和噪声[12-13]。为了使传动平稳、降

低误差敏感性，将传动误差曲线预置为抛物线形，

则传动误差函数Δθ（t）可设计为

Δθ ( t ) = -κ ( t - ε ) 2 （5）
式中，κ为抛物线系数；t为锥面角度参数；ε为设计

参考点处对应的角度参数。

由于Γ 1与Γ（1）仅在设计参考点ε处重合，故接触

点位于该点时的传动误差为 0。图 3为多对齿啮合下

的传动误差曲线示意图。

在单对齿啮合状态下，接触点位于修形目标

曲线 Γ（1）端点处的传动误差幅值可设置相等，即有

Δθ（tmin）=Δθ（tmax）。因此，设计参考点ε可选取理论接

触迹线的中点。

3 齿面方程

基于纯滚接触锥齿轮齿面成形机制，建立包含

接触迹线、截面曲线等基本几何元素以及继承曲线

接触特性的锥齿轮齿面映射关系式。

3. 1　小轮齿面方程

对由理论接触迹线、截面曲线所构成的小轮理

论齿面进行修形，通过预置传动误差，将理论接触

迹线重设为修形目标曲线，建立齿线为修形目标曲

图2　修形目标曲线

Fig. 2　Target curve of the modification

图1　齿轮坐标系

Fig. 1　Gear coordinate systems

图3　预置传动误差曲线

Fig. 3　Preset transmission error curve
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线的小轮目标齿面数学模型。在 S1坐标系中，小轮

齿面的理论接触迹线Γ 1的矢量方程可表示为

r 11 ( t ) =
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式中，f（t）为理论接触迹线 Γ 1在小轮坐标系 S1中的 z

轴坐标分量；p 为与节锥角相关的几何系数，p =
tan δ1。其中，δ1为小轮节锥角。

连续纯滚接触需要满足条件：
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（7）

根据修形目标曲线 Γ（1）相对理论接触迹线 Γ 1的

位置关系，将传动误差函数 Δθ（t）代入式（6），则修

形目标曲线Γ（1）的矢量方程为

r (1)1 ( t ) =
é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úpf ( t ) sin [ t - Δθ ( t ) ]
pf ( t ) cos [ t - Δθ ( t ) ]

f ( t )
1

（8）

由式（8）可以计算得到，修形目标曲线 Γ（1）的单

位切矢量为

α(1) ( t ) = dr (1)1 ( t ) /dt
|| dr (1)1 ( t ) /dt （9）

在文献[11]23-25中，由齿面法向矢量与接触迹线

的主法向量之间的定向角关系确定了其矢量方程的

具体形式。其中，主法向量是接触迹线的 Frenet 标
架中的一个基矢量。法向压力角 αn作为齿轮传动中

的一个重要几何参数，相较于上述定向角而言，能直

观表现出齿轮的传动效率及接触特性。而文献[6]103992

通过张量分析方法推导出齿面法向矢量与法向压力

角 αn之间的直接关系，可更加明确反映出锥齿轮传

动的运动特性。

根据文献[6]103992中推导齿面法矢的方法，推导修

形后的齿面法向矢量 n（1）。具体推导过程请参考上述

文献。建立法向矢量 n（1）与法向压力角 αn 的直接关

系，有
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n (1)
x = [ cα f '( t ) - p2 f '( t ) f ( t )Δt' sin αn cos Δt +

cη sin αn sin Δt ] /cβ （11）

n (1)
y = [ p2 f '( t ) f ( t )Δt' sin αn - cα f '( t ) sin Δt +

cη sin αn cos Δt ] /cβ （12）
n (1)

z = p { [ f '( t ) ]2 sin αn + cα f ( t )Δt' } /cβ （13）
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cη = [ f '( t ) ]2 + p2 [ f ( t ) ]2 (Δt') 2

cβ = cη{ cη sin2 αn + c2α + p2 [ f '( t ) ]2 sin2 αn }

（14）

式中，cα为与小轮齿面法向矢量相关的系数，其正值

对应凹面，负值对应凸面；cη、cβ 均为与法向压力角

直接相关的系数。

小轮理论齿面是其截面曲线Γ s1沿理论接触迹线

Γ 1连续变化所构成的；Γ 1重设后，小轮目标齿面可视

为位于法平面内的截面曲线 Γs（1）沿修形目标曲线 Γ（1）

连续变化所构成的，如图4所示。根据这一原理，以

修形目标曲线 Γ（1）上任意一个瞬时接触点 M 为原点，

用α（1）、n（1）×α（1）、n（1）这3个基矢量构建局部坐标系SF1。

在坐标系SF1中，基矢量n（1）×α（1）和n（1）所在的平面称为

修形目标曲线Γ（1）在该点处的法平面，如图5所示。

在齿轮传动设计中，常用的齿廓曲线有渐开线、

摆线和圆弧等。为了简化模型的建立，选择圆弧作

为大、小轮的截面曲线。因此，截面曲线 Γ s（1）在坐

标系SF1中可表示为

图4　小轮目标齿面

Fig. 4　Target tooth surface of the pinion

图5　Γ
 （1）的法平面

Fig. 5　Normal plane of the Γ
 （1）
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经坐标变换，小轮目标齿面方程为

SC1 ( t，u ) = M1F1 ( t )r Sec 1F1 (u ) （16）
式中，R1为小轮齿廓圆弧半径；u为截面曲线Γ s（1）沿

n（1）×α（1）方向所对应的角度参数，u = 0表示截面曲线

Γ s（1）与修形目标曲线 Γ（1）有 1个交点；M1F1（t）为从 SF1
到S1的坐标变换矩阵，具体形式为
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式中，iS1、j S1、kS1 分别为坐标系 S1下 x轴、y轴、z轴
的基矢量。

3. 2　大轮齿面方程

大轮齿面不做修形处理，为小轮理论齿面的共

轭齿面，由截面曲线Γ s2沿接触迹线Γ 2连续变化所生

成，如图6所示。大轮齿面法矢n2与小轮理论齿面法

矢n1共线，且两齿面的截面曲线位于同一法平面内，

如图7所示。

根据空间共轭曲线啮合理论，大轮的接触迹线

Γ 2是Γ 1的共轭曲线。Γ 2的矢量方程经坐标变换得

r 22 ( t ) = M2PMP0M01r 11 ( t ) （18）
接触迹线Γ 1和Γ 2在瞬时接触点M处具有相同的

切矢量，Γ 1的单位切矢量α1为

α1 ( t ) = dr 11 ( t ) /dt
|| dr 11 ( t ) /dt （19）

将 α1从 S1坐标系变换到 S2坐标系，Γ 2的单位切

矢量α2为

α2 ( t ) = M2PMP0M01α1 ( t ) （20）
小轮理论齿面的单位法矢量n1经推导得
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[ f '( t ) ]2 + p2 [ f ( t ) ]2 （22）
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y ( t ) = cos t sin αn + sin t f '( t ) [ p2 f ( t ) sin αn + cκ ]
[ f ( t ) ]2 + p2 [ f ( t ) ]2 （23）
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cκ = ± p2 [ f ( t ) ]2 cos2 αn - cg
cg = [ f '( t ) ]2 [ ( p2 + 1) sin2 αn - 1 ] （25）

式中，cκ 为与大轮齿面法向矢量相关的系数，其正

值对应凹面，负值对应凸面；cg 为与法向压力角直

接相关的系数。

将 n1从 S1坐标系变换到 S2坐标系，单位法矢量

n2为

n2 ( t ) = M2PMP0M01n1 ( t ) （26）
用 α2、n2×α2、n2这 3 个基矢量构建局部坐标系

SF2，截面曲线Γ s2同样设置为圆弧，Γ s2在局部坐标系

SF2中可表示为

r Sec 2F2 ( v ) =
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则大轮目标齿面方程为

SC2 ( t，v ) = M2F2 ( t )r Sec 2F2 ( v ) （28）
式中，R2为大轮齿廓圆弧半径；v为 Γ s2沿 n2×α2方向

所对应的角度参数，v=0 意味着截面曲线 Γ s2与接触

迹线 Γ 2有 1 个交点；M2F2（t）为从坐标系 SF2到坐标系

S2的坐标变换矩阵，具体形式为

图7　Γ
 2（Γ

 1）的法平面

Fig. 7　Normal plane of Γ
 2（Γ

 1）

图6　大轮共轭齿面

Fig. 6　Conjugate tooth surface of the gear wheel
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（29）

式中，iS2、j S2、kS2 分别为坐标系 S2下 x轴、y轴、z轴

的基矢量。

4 算例

以齿线为对数螺旋线、小轮凹面推动大轮凸面

为例，按上述齿面形成机制，建立修形后的对数螺

旋锥齿轮三维实体模型，并对其进行有限元仿真分

析。齿坯设计参数如表1所示。

4. 1　修形参数的确定

将位于节锥上的对数螺旋线重设为修形目标曲

线Γ（1），在坐标系S1下，Γ（1）的矢量方程可表示为

r (1)1 ( t ) =
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú
nemt sin Δt
nemt cos Δt

bemt

1
（30）

式中，n = sin δ1；m = sin δ1 cot β，其中，β为接触迹

线Γ 1的螺旋角；b = cos δ1。

对于对数螺旋线，有

ì
í
î

ïï

ïïïï

p = n
b

f ( t ) = bemt
（31）

角度参数 t反映了接触迹线Γ 1在节锥上的截取范

围。根据表1所示的相关设计参数，计算得到的参数

t的上、下限分别为

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

tmax = 1
m ln de12n

tmin = 1
m ln de1 - 2B sin δ12n

（32）

取设计参考点ε为理论接触迹线中点，有

ε = tmin + tmax2 （33）
在锥齿轮传动中，齿长方向上的传动误差量级一

般为角秒（″）。根据图 2所示，可预设当 t = tmin 或 t =
tmax时，传动误差为36″，转化为弧度，即

Δθ ( tmin ) = Δθ ( tmax ) = π
18 000 （34）

取 t = tmin，根据式（5）、式（34），可计算得到抛

物线系数κ为

κ = π
18 000 ( tmin - ε ) 2 （35）

预置的传动误差Δθ（t）可表示为

Δθ ( t ) = - π
18 000 ( tmin - ε ) 2 ( t - ε ) 2 （36）

确定修形参数后，将其代入齿面方程；在Matlab
软件中编写程序，生成齿面点，并将齿面点文件导

入三维建模软件中；再根据表1所示的齿坯参数，生

成修形后的纯滚接触对数螺旋锥齿轮三维实体模型，

如图8所示。

4. 2　齿面接触分析

齿面接触分析是一种用于评估齿轮啮合过程中

齿面接触状态和接触性能的方法。该方法对于确保

齿轮传动的平稳性、减少噪声和磨损、延长齿轮的

使用寿命具有重要意义。传统基于赫兹理论的齿轮

副分析方法主要适用于简单几何形状和理想化的载

荷条件；而有限元分析作为工程设计和分析的一种

核心工具，可以处理更复杂的齿轮几何形状和实际

载荷分布，提供更接近实际的分析结果。图9为三维

表1　齿坯设计参数

Tab. 1　Design parameters of gear blanks

参数

螺旋角β/（°）

法向压力角αn /（°）

外锥模数mt /（°）

齿高系数hc

顶隙系数C *

小、大轮节锥角 δ1，δ2/（°）

齿顶角 θa /（°）

齿根角 θf /（°）

小、大轮面锥角 δa1，δa2 /（°）

小、大轮根锥角 δf1，δf2 /（°）

小、大轮齿数

传动比 i21

轴交角 ξ/（°）

小、大轮外锥节圆直径de1，de2/mm

面宽B/mm

值

35

20

7

0. 3

0. 15

18. 435，71. 565

1. 087

1. 630

19. 522，72. 652

16. 805，69. 935

10，30

1∶3

90

54，162

30

图8　修形后的纯滚接触对数螺旋锥齿轮模型

Fig. 8　Model of modified pure rolling contact logarithmic spiral 

bevel gears
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实体多对齿有限元模型啮合过程中的应力云图。

图 9（a）中，实际啮合转换点 1 表明，上一个齿

从开始啮出转换到另一个齿开始啮入；当接触点从

该齿啮入点到达齿面中部时，只有1对齿啮合，如图

9（b）所示；图 9（c）中，实际啮合转换点 2 则表明，

该齿从开始啮出转换到下一个齿开始啮入。

根据有限元分析结果，导出传动误差曲线，并

将其与预置的理论传动误差曲线进行对比，对比分

析结果如图10所示。

图 10中，蓝色点划线为有限元分析导出的实际

传动误差曲线；根据式（36）计算得出的传动误差函

数，可绘制出预置的理论传动误差曲线，即红色实

线部分。通过对比可知，实际传动误差曲线和预置

的理论传动误差曲线仅有微小偏差。在多对齿啮合

传动中，传动误差曲线的交点对应齿轮啮合过程中

的实际啮合转换点；实际传动误差在该点的幅值为

-16. 328 7"， 理 论 传 动 误 差 在 该 点 的 幅 值 为

-14. 578 5"，两者相较于其他接触点，在啮合转换点

处偏差略大；对于整体趋势而言，两者基本吻合，且

实际传动误差曲线呈抛物线形，有利于降低误差敏感

性、减小振动和噪声，证明了齿面修形的有效性。

与上述相对应，图 11所示为齿面接触轨迹在轴

截面处的投影，接触轨迹左右两个端点分别是齿轮

传动的实际啮入点Ta和实际啮出点Tb。

实际啮入点 Ta 和实际啮出点 Tb 的坐标分别为

（4. 144，2. 299） mm 和（23. 296，2. 510 6） mm。显

然，实际啮入点远离了小端，偏向齿根方向；实际

啮出点远离大端，偏向齿顶方向。整体接触区偏向

齿面中部，有利于避免边缘接触及应力集中。

5 结论

1）在节锥上重设理论接触迹线，可以获得预置

的传动误差曲线，且该曲线与有限元分析得出的传

动误差曲线基本吻合。

2）修形后的传动误差曲线呈抛物线形，有利于

降低齿轮副对安装误差的敏感性。

3）齿面优化后的接触轨迹远离齿面边缘，整体

接触区向齿面中部靠拢，可有效避免齿面边缘接触

及应力集中的发生。
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Tooth surface design and analysis of pure rolling contact bevel gears based 
on preset transmission error

WANG Wangwang TAN Rulong ZHANG Weiqing GUO Xiaodong

（School of Mechanical Engineering, Chongqing University of Technology, Chongqing 400054, China）

Abstract: [Objective] To address the problem that pure rolling bevel gears are prone to angular velocity mutation, 

vibration, and noise excitation under the influence of mounting errors, a tooth surface design method with low sensitivity to 

mounting errors was proposed. [Methods] Firstly, based on the influence of installation errors on angular velocity, the 

transmission error curve was preset as a parabolic type. Secondly, the theoretical tooth surface of the pinion was modified using 

the preset transmission error curve to establish a mathematical model of the target tooth surface. Finally, a 3D solid model of the 

modified bevel gear was constructed, and tooth contact analysis was performed. [Results] The results show that the derived 

transmission error curve is consistent with the preset curve, validating the effectiveness of the modification. The actual meshing 

points of the optimized tooth surface deviate from the edges, and the overall contact area centers on the tooth surface, effectively 

avoiding edge contact and stress concentration.

Key words: Pure rolling contact bevel gear; Transmission error; Target tooth surface; Contact trace; Tooth contact analysis
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