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摘　要:为了探究拉索损伤对索Ｇ梁组合结构的面内自由振动特性的影响,引入拉索损伤程度、范围和位置的三个

无量纲参数,建立拉索损伤下的单索Ｇ悬臂梁组合结构面内动力学模型.应用分离变量法,确定单索Ｇ悬臂梁模型

的面内自由振动特征值问题.同时,建立拉索无损和有损下的有限元模型进行对比验证,所得结果与本文理论结

果吻合良好.研究表明,拉索损伤一般在拉索垂度或损伤程度、范围较大的情况下,才会对组合结构频率有明显

减小;当拉索损伤程度和损伤范围增大到一定值后,高阶频率之间容易出现１:１模态内共振现象;损伤导致的拉

索非对称初始构型可导致组合结构的频率增大,组合结构部分混合模态转变为局部模态,部分局部模态转变为混

合模态.
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１　引 言

大跨桥梁是一个国家的经济命脉,桥梁工程对

经济发展有着巨大的推动作用,正因如此,大跨桥

梁的安全和耐久性越来越受到重视[１].拉索在强

风、地震极端环境下容易发生大幅振动而造成疲劳

损伤,导致结构动力学特性变化,受到广泛关注[２].
目前,损伤拉索的力学特性研究已得到国内外

相关学者的重视.Jiang等[３]对腐蚀环境下的拉索

进行疲劳分析,发现腐蚀和疲劳会极大缩减拉索寿

命.Sun等[４]建立拉索在腐蚀状态下的力学模型,
重点分析腐蚀损伤对索力、垂度和频率的影响.

Bouaanani[５]采用有限差分法,研究损伤位置和损

伤范围对水平悬索模态的影响.Xu等[６]研究拉索

断丝对拉索的静力学和动力学特性的影响,研究表

明断丝损伤位置显著影响拉索的垂度.王立彬

等[７]推导损伤拉索的索力和线形公式,分析数值方

法、经典的等效弹性模量公式两种方法计算等效弹

性模量的误差.刘庆宽等[８]研究斜拉索表面损伤

对风致振动特性的影响,研究表明在不利风向下,
表面的划痕、裂缝和凹痕等损伤会使拉索的振幅增

大.Liu等[９]通过实验研究发现桥梁钢索在腐蚀、
微动和疲劳振动等作用下,会加速钢丝索的腐蚀,
使钢丝索的开裂加快,导致钢丝索寿命降低.文献

[１０,１１]推导出损伤拉索的非线性运动方程,研究

损伤对索主共振响应和面内模态共振响应的影响.
诸骏[１２]以单索悬臂梁体系为研究对象,使用回传

射线矩阵和同伦分析法研究拉索损伤对组合体系

的线性及非线性动力特性影响,但未分析损伤程

度、范围等参数对索Ｇ梁组合结构的动力学影响.
已有研究大多为单根悬索损伤的动力学研究.为

此,本文建立拉索损伤下的索Ｇ悬臂梁组合结构面

内自由振动模型,应用变量分离法并建立相应的有

限元模型,详细探究拉索损伤程度、范围和损伤导

致的拉索非对称构型对组合结构固有特性的影响.

２　索Ｇ梁组合结构动力学模型

２􀆰１　基本构型及假设

图１给出受损拉索构型及考虑拉索损伤的索Ｇ
梁组合结构的静态构型.建立图１(b)中坐标系xcＧ
ocＧyc 来描述拉索的运功,坐标系xbＧobＧyb 来描述

梁的运动.vb、ub 和vc、uc 分别为梁和拉索的横



向、纵向运动.θ为拉索的倾角.la、lc 分别表示梁

和拉索的跨长.EcAc 为索的初始轴向刚度,EcAd

为索出现损伤后的轴向刚度.拉索损伤为损伤部

位的整体截面削减,其中Ad 为拉索损伤部位的截

面面积.假设损伤不会引起材料损失[１３],即保持

拉索的单位长度质量不变.损伤拉索在无应力状

态下的构形如图１(a)所示,定义索损伤区域为

[a１,a２],其中a１、a２ 分别为损伤位置起始点和终

点的坐标,L０ 为索无应力状态下的初始索长.引

入如下的参数定义拉索损伤对其初始索力和垂度

的影响.

Hd ＝χ２H,bd ＝κ２b (１)
其中 Hd(H)和bd(b)分别为有损伤(无损)时的拉

索初始索力在水平方向上的分量以及初始垂度.

χ２、κ２ 分别称为水平张力折减系数和垂度增大系

数.由索力和垂度的关系可知χ２ ＝１/κ２.

图１　受损拉索构型和索Ｇ梁组合结构构型

Fig．１　DamagedcableconfigurationandcableＧbeam
compositestructure

使用三个无量纲参数来定义索的损伤程度、范
围和位置[１４]:η为损伤程度,δ为损伤范围,α０ 为损

伤位置.

η＝EcAc－EcAd(s)
EcAc

,δ＝a２－a１

L０
,α０＝a１＋a２

２L０
(２)

用分段函数来描述损伤在索上的分布情况

ζ(xc)＝
η (a１ ＜s＜a２)

０ (其他){ (３)

对于张紧的拉索,损伤位置的变化对张力损失

的影响很小,张力损失仅取决于损伤的程度和范

围[１９].故有

χ２(η,δ)＝ １－η
１－η(１－δ) (４)

为建立约化模型,引入下面的假设:
(１)在索的局部坐标系中,索的垂跨比很小

(b/lc＜１/１０),斜拉索的静态构型可由二次抛物线

表示.

y０(x０)＝４b[xc/lc－(xc/lc)２] (５)
(２)式(５)中拉索初始构型具有对称性.损伤

会导致其初始构型为非对称,此时采用样条曲线拟

合受损悬索的初始构形[１５].得到以下分段函数.

y１(xc)＝b －３􀆰９９８５ xc

lc

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋３􀆰９９９xc

lc

æ

è
ç

ö

ø
÷

　　　　　　　　　 (０≤s≤a１)

y２(xc)＝b －４􀆰０００３ xc

lc

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋４􀆰０００９xc

lc
－０􀆰０００５æ

è
ç

ö

ø
÷

(a１ ≤s≤a２)

y３(xc)＝b －３􀆰９９５ xc

lc

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋３􀆰９９２xc

lc
＋０􀆰００３æ

è
ç

ö

ø
÷

(a２ ≤s≤１)(６)
(３)忽略索的抗弯、抗扭、抗剪刚度和轴向惯性

力的影响;忽略梁的剪切应变、轴向转动、扭转.

２􀆰２　运动方程及边界条件

基于上述假设,应用 Hamilton原理,并引入

以下无量纲变量,即可得到索和梁的面内运动

方程.

x∗
b ＝xb

lb
,x∗

c ＝xc

lc
,v∗

b ＝vb

lb
,v∗

c ＝vb

lc

K＝ EbIb

EcAcl２
b
,β２

c＝ω２
０mcl２

c

χ２H
,y∗

c ＝y
lc

β４
b＝ω２

０mbl４
b

EbIb
,α＝EcAc

H
,d＝b

lc
,α１＝a１

lc

α２＝a２

lc
,ω０＝１􀆰０rad/s,τ＝ω０t (７)

索和梁的运动方程为

β２
c(v􀅰􀅰c＋ccv􀅰

c)－v″c －α
χ２(κ２y″j ＋v″c)e(τ)＝０

(８)

e(τ)＝ １－η
１－η(１－δ)(vb(１,t)sinθcosθ＋kn)

(９)

k０＝∫
１

０

(κ２y′０v′c ＋１
２v′２

c)dxc (１０)
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k１＝１
lc

∫
α１

０
(κ２y′１v′c ＋１

２v′２
c)dxc＋

∫
α２

α１

(κ２y′２v′c ＋１
２v′２

c)dxc＋

∫
１

α２

(κ２y′３v′c ＋１
２v′２

c)dxc

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

(１１)

β２
b(v

􀅰􀅰
b＋cbv􀅰

b)＋v(４)
b ＝０ (１２)

其中j＝０时,n＝０;j＝１、２、３时,n＝１.mc、Ac、cc、

H、Ec、yj 分别为斜拉索的单位长度质量、截面面

积、阻尼系数、初始索力在水平方向上的分量、弹性

模量及拉索的静态构型.mb、cb、Ib、Eb 分别为梁的

单位长度质量、阻尼系数、截面惯性矩、弹性模量.
(∙)、(′)分别表示对时间和坐标的导数.

组合结构应满足的几何边界、连续条件为

uc(０)＝０,u－
c１＝u＋

c１,u－
c２＝u＋

c２

uc(１)＝vb(１)sinθcosθ,vc(０)＝０,v－
c１＝v＋

c１

v－
c２＝v＋

c２,v′_
c１＝v′＋

c１,v′_
c２＝v′＋

c２

vb(０)＝v′b(０)＝v″b(lb)＝０
vc(１)＝vb(１)cos２θ

Kv‴b(１,τ)－χ２

α
v′c(１,τ)cosθ－

e(τ)(sinθ＋cosθ(κ２y′(１)＋v′c(１,τ)))＝０
(１３)

３　面内特征值问题

忽略高阶项以及索的平均动应变e(τ)中积分

号内的平方非线性项,得到无阻尼自由振动方程为

β２
cv

􀅰􀅰
c－v″c －ακ２

χ２y″je(τ)＝０ (１４)

β２
bv

􀅰􀅰
b＋v(４)

b ＝０ (１５)

e(τ)＝ １－η
１－η(１－δ)(vb(１,τ)sinθcosθ＋kn)

(１６)

k０＝∫
１

０

(κ２y′０v′c)dxc (１７)

k１＝１
lc

∫
a１

０
(κ２y′１v′c)dxc＋

∫
a２

a１

(κ２y′２v′c)dxc＋

∫
１

a２

(κ２y′３v′c)dxc

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

(１８)

应用分离变量法,令

vc＝ϕc(xc)ei(ω/ω０)τ,vb＝ϕb(xb)ei(ω/ω０)τ (１９)

其中i表示虚数单位.将式(１９)代入索、梁的线性

振动方程,得

β２
cϕc－ϕ″c ＝ακ２

χ２y″jde (２０)

－β４
bϕb＋ϕ

(４)
b ＝０ (２１)

同理,得到线性平均动应变为

e０＝ １－η
１－η(１－δ)(ϕb(１)sinθcosθ＋k０) (２２)

k０＝∫
１

０

(κ２y′０ϕ′c０)dxc (２３)

e１＝ １－η
１－η(１－δ)(ϕb(１)sinθcosθ＋k１) (２４)

k１＝１
lc

∫
a１

０
(κ２y′１ϕ′c１)dxc＋

∫
a２

a１

(κ２y′２ϕ′c２)dxc＋

∫
１

a２

(κ２y′３ϕ′c３)dxc

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

(２５)

得到相应的边界和连续条件为

ϕc(０)＝ϕb(０)＝ϕb(１)＝ϕ″b(１)＝０

ϕc(１)＝ϕb(１)cos２θ

ϕ－
c (α１)＝ϕ＋

c (α１),ϕ′c－ (α１)＝ϕ′c＋ (α１)

ϕ－
c (α２)＝ϕ＋

c (α２),ϕ′c－ (α２)＝ϕ′c＋ (α２)

Kϕ‴b(１)－χ２

αϕ′c(１)cosθ－

　　e(sinθ＋κ２y′(１)cosθ)＝０ (２６)

易知,方程(２０,２１)的解可表示为

ϕcj(xc)＝d１jsinβcxc＋d２jcosβcxc＋Bj (２７)

B０＝８ακ２de０

β２
cχ２ ,B１＝７􀆰９９７ακ２de１

β２
cχ２

B２＝８􀆰０００６ακ２de１

β２
cχ２ ,B３＝７􀆰９９ακ２de１

β２
cχ２ (２８)

ϕb(xc)＝b１cosβbxb＋b２sinβbxb＋b３coshβbxb＋
b４sinhβbxb (２９)

将式(２７,２９)代入线性平均动应变式(２２,２４),

再联合式(２６)的边界和连续条件.可得到组合结

构的特征方程为

[Tn][Xn]＝０ (３０)

其中,当n分别取０或１时,X 矩阵为

　　X０＝[d１０,d２０,b１ ,b２,b３,b４]

　　X１＝
d１１,d２１,d１２,d２２,d１３

d２３,b１,b２,b３,b４

é

ë
êê

ù

û
úú (３１)

式中T０、T１ 分别为６阶、１０阶的系数矩阵.特征

方程(３０)的系数行列式是关于组合结构面内自振

频率ω的函数,使系数行列式的值为零,可得到在

拉索损伤下组合结构的各阶频率值.
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４　算例分析

４􀆰１　特征值问题

拉索和梁的物理参数如下,斜拉索单位长度质

量mc＝１０􀆰４kg/m,弹性模量Ec ＝２１０Gpa,长度

lc＝１５０m,截面面积Ac ＝６􀆰２７３ １́０－３m２,水平倾

角θ＝３０o,初始索力 H ＝１MN;梁单位长度质量

mb ＝４􀆰４ １́０４kg/m,弹性模量Eb＝３４􀆰５Gpa,截面

面积Ab＝１６􀆰３m２,截面惯性矩Ib ＝９􀆰８m４.为验

证本文理论和方法的正确性,利用有限元软件

ANSYS建立相同参数下的单索Ｇ悬臂梁的组合结

构模型,索使用LINK１单元,梁使用Beam３单元.

表１为拉索具有对称初始构型时,应用本文损伤理

论方法和有限元方法计算得到的组合结构在拉索

无损和有损两种状况下的前１０阶频率值.其中,

损伤程度η＝０􀆰５,损伤范围δ＝０􀆰２.从表１频率

数据可以看出,相对误差最大仅为１􀆰４３０％,两种

方法的结果吻合良好.

表１　单索Ｇ悬臂梁模型的前１０阶频率

Tab．１　First１０frequenciesofthesingleＧcablecantileverbeammodel
前１０阶频率

１st ２nd ３rd ４th ５th ６th ７th ８th ９th １０th

无损

理论值 ０􀆰２０４０ ０􀆰６１１０ １􀆰０４３５ １􀆰６２５１ ２􀆰０６７４ ３􀆰１００９ ３􀆰１６７４ ４􀆰１３４６ ５􀆰１６７６ ５􀆰２２９４

ANSYS ０􀆰２０４５ ０􀆰６１０４ １􀆰０３３０ １􀆰６２０４ ２􀆰０６６１ ３􀆰０９８５ ３􀆰１５４７ ４􀆰１３３１ ５􀆰１６６１ ５􀆰２００６

相对

误差/％
０􀆰４８７８ ０􀆰０９８３ １􀆰００６０ ０􀆰２９０１ ０􀆰０６２９ ０􀆰０７７４ ０􀆰４０２６ ０􀆰１５００ ０􀆰０２９０ ０􀆰５５３８

有损

理论值 ０􀆰１９１４ ０􀆰６０４７ ０􀆰９５６６ １􀆰６２２９ １􀆰８８７４ ２􀆰８３１２ ３􀆰１６５９ ３􀆰７７４４ ４􀆰７１７９ ５􀆰２２８１

ANSYS ０􀆰１９２７ ０􀆰６０４２ ０􀆰９４２９ １􀆰６１８２ １􀆰８８５７ ２􀆰８２８６ ３􀆰１５２９ ３􀆰７７２３ ４􀆰７１６２ ５􀆰１９８２

相对

误差/％
０􀆰６７４６ ０􀆰０８２８ １􀆰４５３０ ０􀆰２９０４ ０􀆰０９０２ ０􀆰０９１９ ０􀆰４１２３ ０􀆰８１０３ ０􀆰０５５７ ０􀆰５７５２

４􀆰２　参数分析

图２和图３给出拉索无损和有损且拉索具有

对称初始构型下组合结构的前５阶频率随拉索垂

度的变化曲线.图４给出考虑损伤导致的拉索非

对称初始构型后的组合结构前５阶频率随拉索垂

度的变化曲线.这里均取损伤程度η＝０􀆰５,损伤

范围δ＝０􀆰２.从图２可以看出,随着拉索垂度的

增加,结构的第１阶和第２阶频率基本不变,结构

的其他各阶频率只是在一定的垂度变化区间内相

应减小,这说明增大拉索的垂度只在特定范围导致

其某一阶频率减小,而对其他各阶频率没影响[３].
同时看到,结构的相邻两阶频率随着拉索垂度的变

化出现相互靠近又分离的现象,即veering现象.
此时结构的两阶频率接近,将导致１:１模态内共

振,振动能量可在两阶模态间传递,动力学行为复

杂,导致振动控制难度增加.图３与图２相比,在
拉索垂度较小的情况下,损伤一般不会使结构频率

产生明显改变,而在垂度较大时对结构频率产生影

响但仍不显著.若垂度不变,拉索损伤使结构的各

阶频率减小,高阶频率(第４阶和第５阶)之间的

veering现象在更小垂度时出现.从图４可以看

到,考虑拉索损伤导致的非对称初始构型,结构频

率随拉索垂度变化明显,在给定的参数区间内,出

图２　拉索的垂度对结构的前５阶频率的影响曲线(无损伤)
Fig．２　EffectofsagＧtoＧspanofcableonfirst５frequencies

ofthestructure(withoutdamage)

图３　拉索的垂度对结构的前５阶频率的影响曲线(损伤)
Fig．３　EffectofsagＧtoＧspanofcableonfirst５

frequenciesofthestructure(withdamage)
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现更多veering现象,如图４所示第２阶和第３阶、
第３阶和第４阶分别出现新的veering现象.

图４　拉索的垂度对结构的前５阶频率的影响曲线
(考虑拉索非对称初始构型)

Fig．４　EffectofsagＧtoＧspanofcableonfirst５frequencies
ofthestructure(withtheasymmetricalinitialconfiguration)

随后,考虑拉索的对称初始构型,图５和图６
给出不同损伤范围和损伤程度对结构的前６阶频

率影响曲线.考虑拉索的非对称初始构型,图７和

图８给出拉索的不同损伤范围和损伤程度对结构

的前７阶频率影响曲线.从图５和图６中看到,结
构各阶频率随着拉索损伤程度的增加而减小,损伤

程度越大,结构频率减小愈显著.损伤范围增大,
如图６所示,结构频率降低愈明显,且第４阶和第

５阶频率出现新的veering现象.图５和图６分别

给出veering前后组合结构的第４阶和第５阶模

态,可以看出,发生veering现象后结构的第４阶和

第５阶模态发生了交换.值得注意的是,第３、５、６
阶频率变化明显而第１、２、４阶频率变化不明显.
这是因为组合结构的第１、２、４阶为混合模态,表现

为索和梁共同参与的振动,拉索的损伤对整个结构

的振动影响较小.第３、５、６阶为局部模态,此时组

合结构只有拉索在振动,损伤对拉索的振动影响

显著.

图５　拉索的损伤程度对结构前６阶频率的影响曲线
(损伤范围δ＝０􀆰１)

Fig．５　Effectofdamagedegreeofcableonfirst６frequencies
ofthestructure(δ＝０􀆰１)

图６　拉索的损伤程度对结构前６阶频率的影响曲线
(损伤范围δ＝０􀆰２５)

Fig．６　Effectofdamagedegreeofcableonfirst６frequenciesof
thestructure(δ＝０􀆰２５)

图７　拉索的损伤程度对结构前７阶频率的影响曲线
(损伤范围δ＝０􀆰１,考虑拉索非对称初始构型)

Fig．７　Effectofdamagedegreeofcableonfirst７frequenciesof
thestructure(δ＝０􀆰１,withtheasymmetricalinitialconfiguration)

图８　拉索的损伤程度对结构前７阶频率的影响曲线
(损伤范围δ＝０􀆰２５,考虑拉索非对称初始构型)

Fig．８　Effectofdamagedegreeofcableonfirst７frequenciesof
thestructure(δ＝０􀆰２５,withtheasymmetricalinitialconfiguration)

从图７和图８看到,考虑损伤导致的拉索非对

称初始构型会使系统的各阶频率增大.这是由于

拉索的非对称初始构型(见公式(６))使运动方程中

的线性平均动应变增大,从而提高了结构的刚度.
同时,随着拉索损伤程度和范围的增大,系统的高

阶频率之间出现更多新的veering现象,如图８所

示.同时观察图７和图８中随着拉索的损伤程度
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和损伤范围的增加,第２、４、５、７阶频率显著减小,
第１、３、６阶频率几乎不变.同样是此时组合结构

的第１、３、６阶模态表现为混合模态,拉索的损伤对

整个结构的振动影响较小;第２、４、５、７阶模态表现

为局部模态,拉索的损伤对整个结构的振动影响较

大.相比于图５和图６,组合结构的第２、３、４、６阶

模态发生转变,即混合模态转变为局部模态,局部

模态转变为混合模态.

５　结　论

为探究拉索损伤对索组合结构动力学特性的

影响,本文建立拉索损伤下的单索Ｇ悬臂梁组合结

构面内振动动力学模型.应用变量分离法,求解单

索Ｇ悬臂梁模型的面内自由振动特征值问题.同

时,建立相应的有限元模型,有限元所得结果与本

文理论吻合良好.然后,在理论模型推导的基础

上,围绕垂度、损伤程度和范围等参数开展系统的

参数分析.探究在参数变化下系统固有特性的变

化规律.研究表明拉索损伤对索组合结构的固有

特性产生显著影响,特定参数下可导致多阶模态共

振,主要结论如下.
(１)拉索损伤一般在拉索垂度或损伤程度、范

围较大的情况下,才会对组合结构频率有明显的影

响.当拉索损伤程度和损伤范围增大到一定值后,
高阶频率之间容易出现veering现象.

(２)考虑损伤导致的拉索非对称初始构型,组
合结构的频率增大,veering区间内存在模态交换

现象.随着拉索垂度、损伤程度和范围的增大,更
多相邻模态之间出现新的veering现象.

综上,拉索损伤初期对索Ｇ悬臂梁组合结构的

动力学特性影响较小,达到一定程度后会显著改变

组合结构的动力特性,组合结构易发生模态共振.
实际工程中需要定期做好大跨桥梁拉索的健康

监测.
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InplanefreevibrationanalysisofcableＧbeam
compositestructurewithcabledamage

WUJunyu１,　CONGYunyue∗１,２,　KANGHoujun１,２,　GUOTieding１,２,　SUXiaoyang１,２

(１．SchoolofCivilEngineering,GuangxiUniversity,Nanning５３０００４,China;

２．EngineeringMechanicsResearchCenter,GuangxiUniversity,Nanning５３０００４,China)

Abstract:InordertoinvestigatetheeffectofcabledamageoninＧplanefreevibrationcharacteristicsof
cableＧbeamcompositestructures,threedimensionlessparametersofcabledamageintensity,extentand
positionareintroducedinthispapertoestablishaninＧplanedynamicmodelofsingleＧcablecantilever
beamcompositestructureswithcabledamage．TheeigenvalueproblemofinＧplanefreevibrationofa
singlecableＧcantileverbeammodelissolvedbythemethodofseparationofvariables．Atthesametime,

thefiniteelementmodelsunderundamagedanddamagedconditionsofthecableareestablishedfor
verification,andtheresultsareingoodagreementwiththetheoreticalresults．Theresultsshowthatthe
frequencyofthecombinedstructurewilldecreaseobviouslyonlywhenthesagordamageintensityand
extentofthecablearelarge．Whenthedamageintensityandextentofthecableincreasetoacertain
value,１:１inＧmoderesonancephenomenatendtoappearforhighorderfrequencies．Theasymmetric
initialconfigurationcausedbydamagecanincreasethefrequencyofthecombinedstructure,andsome
mixedmodesofthecombinedstructurechangetolocalmodes,whilesomelocalmodeschangetomixed
modes．

Keywords:cableＧbeamcompositestructure;cabledamage;structuraldynamics;freevibration;internal
resonance
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