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基于旋转的多阶非对称机械超材料的低频宽带设计
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摘　要:针对弹性波超材料的低频与宽带不可并存的问题,本文通过旋转构造非对称机械超材料实现低频带隙,

并引入多阶进一步拓宽了低频带隙.利用反手性材料的节点旋转和韧带弯曲变形特征,通过韧带折叠逐步调节

反四手性单胞对角线的振动体大小和韧带刚度,实现多阶的非对称单胞设计,并通过对带隙上下边界的共振模态

与传输特性的分析阐明了弹性波带隙的产生和变化机理.研究表明,在非对称模式下,利用手性材料的节点旋转

和韧带弯曲变形特征,可实现质量块的旋转共振并打开带隙,通过交替排列的２对不同质量块之间的共振叠加拓

宽带隙.最后通过实验验证了提出的非对称机械超材料具有更出色的宽带和低频隔振性能.
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１　引 言

低频的机械振动和噪声在工程中很难消减,且
容易与仪器发生共振并影响设备精度和使用寿命.
因此低频减振降噪的设计方法和结构成为科研人员

关注的热点.自从Liu等[１]提出了局域共振结构以

来,人们开发出了许多具有小尺寸控制大波长的机

械超材料[２].这些超材料可以实现低频弹性波衰

减,但基于局域共振型机理产生的低频带隙较窄且

不连续,严重限制了在工程中的应用.
近年来,人们设计出了各种二维和三维拉胀多

孔结构[３],如内凹六边形蜂窝[４]、手性结构、旋转刚

体组件等[５].其中手性/反手性弹性超材料因其独

特的拉胀特性引起低频宽带隙特性而受到广泛关

注,这源于调整连接的韧带弯曲和共振体旋转可以

拓宽低频带隙.研究表明,反手性结构受到拉升或

压缩时韧带两端的质量块会朝相反方向旋转,韧带

相当于弹簧的作用,使得韧带弯曲进而产生负泊松

比效应[６].同理,在阵列的反手性结构施加法向载

荷时,机械振动通过４条韧带传导到中心的质量块

上,产生绕质心的转动力矩.由于相邻的质量块之

间通过一个韧带相连该质量块,该质量块向某一方

向旋转并通过与负载不同方向连接的韧带拉动或

推动相邻的质量块产生旋转共振.手性/反手性结

构 中 的 对 称 性 破 缺 是 许 多 物 理 现 象 的 重 要 机

制[７,８].
最近,具有几何/材料非对称特性的机械超材

料引起了越来越多的关注[９].研究表明,单胞的不

对称程度对提出的弹性波超材料在压缩下的稳定

性和优异的机械性能起着关键作用,并且单胞结构

对称性的破坏有助于拓宽带隙范围[１０].通过构造

几何非对称形成共振非对称,这种具有多种共振模

式的组合共振体是提升拓宽低频共振带隙的主要

原因.
本文针对弹性波带隙低频化研究中低频与宽

带不可并存且分布零散的问题,首先提出了基于多

阶化的非对称机械超材料并通过探究几何非对称

产生带隙的机理,揭示了多阶化对低频带隙的影响

规律.其次,计算多阶非对称机械超材料的色散关

系并深入讨论旋转共振机理对于拓宽带隙的作用.
最后,通过振动测试实验验证仿真计算的准确性以

及本章提出结构的有效性.数值和实验结果表明

非对称结构中引入多阶都会增大带宽并降低带隙

中心频率.



２　多阶非对称机械超材料的构型设计

一阶、二阶、三阶非对称机械超材料的构建过

程如图１所示.
在非对称机械超材料的设计过程中,首先分别

在板材中按照设计的３种基础图案进行旋转割缝

(图１(aＧc)),然后按相互正交的方式周期排列割缝

(图１(dＧf)),最后得到穿孔板型的一阶、二阶、三阶

非对称机械超材料(图１(gＧi)).

图１　多阶非对称机械超材料构造与结构参数

Fig．１　MultiＧorderasymmetricmechanicalmetamaterialsstructureandstructuralparameters
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　　３种非对称机械超材料的基础割缝的长度分

别用l０、l１、l２ 表示,高度用h表示,宽度用b表示.
本文每一种单胞的韧带宽度均相等,用 w 表示.
为了简化提出模型的参数描述,引入一种几何比

率,以更好地探索３种非对称单胞的缝隙参数与韧

带宽度的设计准则.将韧带宽度w 与晶格常数a
的比率ηi (i＝I、II、III)定义为ηi＝w/a.因此,给
出了３种基础缝隙的长(l０、l１、l２)、高(h)、宽(b)的
取值范围和韧带宽度(w)的关系,一阶、二阶、三阶

非对称机械超材料就可以分别通过一个参数来控

制单胞结构变化.

　
w＝(a－h－３b)/２
w＝(h－２l０＋b)/２

ηI＝w/a　　(ηI∈ (０,０􀆰２])

ì

î

í

ïï

ïï
(１)

　

w＝(a－h－３b)/２
w＝(h－２l０＋b)/２
w＝(２l０－２l１－a＋h－b)/２

ηII ＝w/a　　(ηII ∈ (０,０􀆰０７５])

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(２)

　

w＝(a－h－３b)/２
w＝(h－２l０＋b)/２
w＝(２l０－２l１－a＋h－b)/２
w＝(２l０＋２l１－２l２－h－５b)/２

ηIII ＝w/a　　(ηIII ∈ (０,０􀆰０３２５])

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(３)

如图２所示,由ηi＝w/a可知,当ηi＝０时,韧
带宽度w＝０,此时单胞内部各个区域不连续.当

ηⅠ＝０􀆰２时,此时单胞变化为对称结构,不再满足

非对称的要求.当ηⅡ＝０􀆰０７５时,此时二阶单胞变

化为一阶单胞,ηⅠ ＝ηⅡ ＝０􀆰０７５ 意味着当ηⅡ ≥
０􀆰０７５时单胞会变得与一阶相同.当ηⅢ＝０􀆰０３２５
时,此 时 三 阶 单 胞 变 化 为 二 阶 单 胞,ηⅡ ＝ηⅢ ＝

０􀆰０３２５意味着当ηⅢ ≥０􀆰０３２５时单胞会变得与二

阶相同.

３　多阶非对称机械超材料的带隙
特性分析

　　本文只考虑超材料板内部的弹性振动,不考虑

面外振动.单胞尺寸为a×a＝４０mm 的立方晶

格.固体材料为光敏树脂,材料的杨氏模量E＝
２􀆰６５GPa,泊松比v＝０􀆰４１,固体密度ρsolid＝１１００kg/

m３.固体的色散曲线归一化频率为

Ωsolid＝fa/ct (４)
式中f 为频率,a为晶格常数,固体材料的横波波

速ct ＝９２４􀆰２８ m/s,固体材料的纵波波速cl ＝
２３６６􀆰５m/s.

图２　随ηi 变化的一阶、二阶和三阶非对称机械超材料的取值范围

Fig．２　Valuerangesoffirst,secondandthirdorderasymmetric
mechanicalmetamaterialsvaryingwithηi

３􀆰１　多阶非对称机械超材料的最简布里渊区

弹性波在固体中的波动方程为

－ρsolidω２u＝ E
２(１＋v)Ñ２u＋

E
２(１＋v)(１－２v)Ñ(Ñu)

(５)

式中u＝[ux,uy,uz]为位移矢量,ρsolid为材料的密

度,ω为角频率,E 和v 分别为杨氏模量和泊松比.
将FloquetＧBloch周期性边界条件沿x、y 方

向应用于非对称单胞边界.由于超材料的周期性,
单胞的外边界满足

u(r＋a)＝u(r)e－ka (６)
式中u(r)是周期性的位移矢量.a为晶格常数矢

量,波矢量k＝[kx,ky,kz],位置矢量r＝[x,y,z].
将波动方程(５)与边界条件(６)联立求解,得到

非对称单胞的标准特征方程

(K－ω２M)U＝０ (７)
式中K 为等效刚度矩阵,M 为等效质量矩阵,U 为

单胞的位移矩阵,ω为弹性波传播的角频率.通过

扫描最简布里渊区边界上的波矢量k与特征频率

ω,计算得到固体单胞的色散曲线.
本文采用COMSOLMultiphysics软件中的固

体力学模块进行仿真.首先,在固体单胞的x、y
方向的边界上施加 Floquet周期边界条件.然后

选用三角形网格进行剖分,并通过细化网格确定了

网格精度的大小.最后,由特征频率模块求解得到

的色散曲线,如图３(d~f)所示.
由于振动体的交错排列打破了轴向对称,需要
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对不同的区域进行扫描以确定最简布里渊区.本

节选取单胞为a＝４０mm的正方晶格,几何参数为

ηⅠ＝０􀆰０２５、ηⅡ＝０􀆰０２５和ηⅢ＝０􀆰０２５的一阶、二阶

和三阶非对称单胞进行仿真分析.分别扫描非对

称单胞的不可约布里渊区ΓMXY 区域(即绿色阴

影区域(图 ３(a~c))和粉色阴影区域(图 ３(a~
c)))并得到相应的色散曲线(图３(d~f)),通过对

比沿ΓMX 和ΓMY 的色散曲线中出现弹性波带隙

的频率范围确定最简布里渊区.
图３中的全向带隙(BandGap)用BGＧ１~BGＧ

４标示.对比图３(d~f)中绿色阴影和粉色阴影内

的色散关系曲线随波矢的变化规律可以看出,此类

非对称机械超材料色散曲线可以沿着最简布里渊

区边界扫描得到,并且从一阶到三阶,第一带隙

BGＧ１出现的频域变低和带宽变宽.一、二、三阶非

对称机械超材料在０Hz~５０００Hz范围内全向带

隙的频率分布列入表１.

　　从表１可以看出,从一阶到三阶,带隙出现的下

限频率分别为４４３２􀆰２Hz、１４３９􀆰５Hz和１３７８􀆰３Hz,
即带 隙 的 下 限 频 率 逐 渐 降 低 .此 外 ,在０Hz~

图３　多阶非对称机械超材料的不可约布里渊区和对应能带结构

Fig．３　IrreducibleBrillouinzonesandcorrespondingbandstructuresofmultiＧorderasymmetricmechanicalmetamaterials

表１　 一、二、三阶非对称机械超材料的全向带隙

Tab．１　OmnidirectionalbandgapoffirstＧ,secondＧandthirdＧorderasymmetricmechanicalmetamaterials

非对称机械超材料 全向带隙的频率范围
０Hz~５０００Hz范围

内的全向带隙比例

一阶非对称机械超材料 BGＧ１ [４４３２􀆰２Hz~４９６１􀆰６Hz] ５２９􀆰４Hz １０􀆰５８８％

二阶非对称机械超材料

BGＧ１

BGＧ２

BGＧ３

BGＧ４

[１４３９􀆰５Hz~３８９３􀆰７Hz]

[４０９４􀆰７Hz~４２３７􀆰７Hz]

[４４３４􀆰８Hz~４５４７􀆰２Hz]

[４７４０􀆰２Hz~５０００Hz]

２４５４􀆰２Hz

１４３Hz

１１２􀆰４Hz

２５９􀆰８Hz

５９􀆰３８８％

三阶非对称机械超材料

BGＧ１

BGＧ２

BGＧ３

BGＧ４

[１３７８􀆰３Hz~２５０１􀆰９Hz]

[２６５８Hz~３３５３􀆰８Hz]

[３５２５􀆰２Hz~４２７６􀆰１Hz]

[４４８２􀆰６Hz~５０００Hz]

１１２３􀆰６Hz

６９５􀆰８Hz

７５０􀆰９Hz

５１７􀆰４Hz

６１􀆰７５４％
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５０００Hz范围内,全向带隙的比例从一阶到三阶分

别约为１０􀆰５８８％、５９􀆰３８８％和６１􀆰７５４％,即全向带

隙的占比逐渐增大.综上所述,多阶化在带隙低频

化和提高带隙占比方面均具有显著的优势.
这种现象的原因在于,随着阶数的增加,韧带

逐渐变长且刚度降低,更容易产生低频共振,使弹

性波局限在单胞内部.同时,从一阶到三阶,几何不

对称性增大,质量块的非对称分布引起的破坏性干扰

导致非对称振子的共振叠加,从而拓宽了较低频率的

带隙.这些因素共同作用,使得低频范围内带隙的占

比逐渐增加,显著提高了结构整体的隔振性能.
为了进一步分析低频带隙产生的机理,将图３

中第一全向带隙 BGＧ１的上边界和下边界用彩色

圆圈、圆点和星形标示.对应的带隙上下边界振动

模态如图４所示.

图４　一阶、二阶和三阶非对称机械超材料BGＧ１
上下边界振动模态

Fig．４　FirstＧorder,secondＧorder,andthirdＧorderupperandlower
boundaryvibrationmodesofasymmetricmechanical

metamaterialBGＧ１

３􀆰２　多阶非对称机械超材料的带隙产生机理分析

图４为第一全向带隙上下边界的共振模态的

位移场(颜色表示位移大小,箭头的方向和长度分

别表示箭头起点处介质的位移方向和大小).从图

４(a)中第一带隙 BGＧ１下边界红色圆圈标示的共

振模态可以看出,左上角１/４单胞和右下角１/４单

胞均表现出同相位的单极共振与另一对角线的旋

转共振耦合,打开杂化耦合能带,即绿色能带曲线

的斜率从点Γ 到点M 或点X 是负值.因此不同

共振体的耦合共振是形成杂化耦合能带的根本原

因.由第一带隙 BGＧ１上边界绿色圆圈标示的共

振模态可以看出,左上角１/４单胞和右下角１/４单

胞均表现出同相位的四极共振,类似于波传播中的波

峰与波谷,此刻能量沿对角方向向前传播.
对比图３(d,e)中蓝色阴影标记的全向带隙可

以看出,第一带隙 BGＧ１出现频域变低和带宽变

宽.由图４(b)中第一带隙BGＧ１下边界红色圆点

标示的共振模态可以看出,左上角１/４单胞和右下

角１/４单胞均表现出韧带同相位的旋转共振与另

一对角线的质量块同相位旋转共振耦合,这是由于

几何非对称引起的质量非对称分布对弹性波的传

播具有更强的破坏作用,产生丰富的各向异性振动

模态,拓宽了低频带隙.由第一带隙BGＧ１上边界

绿色圆点标示的共振模态可以看出,左上角１/４单

胞和右下角１/４单胞均表现出同相位的四极共振,
类似于波传播中的波峰与波谷,此刻能量沿对角方

向向前传播.
对比图３(e,f)中第一带隙 BGＧ１下边界频率

和带宽发现,随着结构对称性的进一步破坏,几何

非对称形成非对称共振特性时,更容易诱导产生低

频带隙,但同时会减小带隙宽度.由图 ４(c)中第

一带隙BGＧ１上下边界彩色星形标示的共振模态

可以看出,通过局域共振打开的低频段带隙的频率

范围可通过调谐局域共振频率来改变,当局域共振

频率调至足够低时,带隙的起始频率与局域共振频

率非常接近,但也因此很难获得低频宽带.
综上所述,质量块的非对称性丰富了非对称结

构的振动模态和耦合模式,耦合模式的多样性提升

了非对称结构的低频隔振性能.

４　多阶非对称机械超材料的带隙

特性分析

４􀆰１　测试样件制备与振动测试

在二维弹性波超材料的工程应用中,一般限定

韧带/晶格常数≥０􀆰０５,以避免垂直于平面的面外

振动,即韧带过窄导致厚度方向不稳定.因此本节

选取ηⅠ＝０􀆰０５的非对称一阶构型进行实验验证.
单胞为a＝４０mm的正方晶格,如图５(a)所示,进
行振动测试样件由２５个单胞５×５阵列而成,长×
宽×高＝２００mm×２００mm×５mm.测试样件使

用光敏树脂(杨氏模量E＝２􀆰６５GPa,泊松比ν＝
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０􀆰４１,固体密度ρsolid＝１１００kg/m３)通过３D打印制

备.为了方便测试样件与激振器连接以及信号采

集的准确性,在四周分别设置了连接装置和采集装

置,用于采集沿ΓX 方向的振动特性.弹性波透射

谱T 的形式为

T(ω)＝２０log１０
|Aout|
|Ain|

æ

è
ç

ö

ø
÷ (８)

式中Ain为输入加速度信号,Aout为输出加速度信号.

图５　测试试件沿ΓX 方向的振动响应

Fig．５　Vibrationresponseofspecimensinthedirection
ofΓX wasmeasured

在振动测试中,为了避免树脂板的重量造成垂

直于板面振动对测试结果的影响,保持测试样件竖

直放置并在上下两端固定.在测试样件的下端通

过螺杆连接激振器施加垂直于树脂板的激励,并在

下端激励点和上端的测试点安装加速度传感器,拾
取垂直于板面的振动加速度幅值.如图 ５(b)所
示,Brüel & Kjær振 动 测 试 系 统 产 生 ０ Hz~
５０００Hz的白噪声信号,经过 Brüel& KjærType
２７１８功率放大器驱动Brüel& KjærType４８０９激

振器产生相应的振动,并通过螺杆传导到测试样

件.安装在样件板下端和上端的 Brüel& Kjær
Type４５２８加速度传感器分别拾取输入和输出的

加速度信号,并经过Brüel& Kjær测试及分析系

统分析和处理,最终得到测试样件的透射谱.振动

测试的结果如图６所示.

４􀆰２　实验测试结果与分析

图６中红色虚线对应有限元模拟的透射谱,

而蓝色实线表示试件沿ΓX 方向的实验测试透射

谱.首先,从图 ６的频响曲线可以看到绿色阴影

覆盖的频段出现明显的振动衰减,对应于能带图中

的ΓX 方向带隙.其次,在红色阴影覆盖的频段同

样出现了明显的振动衰减,但对应的能带图中并无

带隙,这是由于此频段为盲带,树脂板中沿传播方

向的位移呈反对称分布,导致振动相互抵消而出现

衰减.此外,透射谱在１０３４Hz处出现了较大的衰

减,这种现象对应于能带图特征值为反共振,此刻

外激励对系统不做功,能量无法传输.最后,实验

测试的结果与仿真数据对比发现测试得到的各共

振峰的频率与有限元计算结果吻合良好,但在幅值

上存在一定的差异.出现这种现象主要是因为实

际用于测试的树脂是一种黏弹性材料,具有一定的

阻尼,但在仿真中没有考虑材料中的阻尼.

图６　沿ΓX 方向的振动响应(绿色阴影为方向带隙,
红色阴影为盲带)

Fig．６　VibrationresponsealongthedirectionofΓX
(greenshadowisthedirectionalbandgap,andthered

shadowistheblindband)

图７展示了在５００Hz激励下５×５周期结构

的加速度场分布的仿真结果.从超材料板的加速

度场分布来看,入射的弹性波实际上没有衰减,而
是沿对角线方向传播.然而,模型x 方向右侧的

响应拾取点的加速度值确实低于模型x 方向左侧

的激励点的加速度值,这就是５００Hz附近透射谱

出现较大衰减的主要原因.
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图７　５×５阵列模型在５００Hz激励下的加速度场分布

Fig．７　Displacementaccelerationfielddistributionofa５×５array
modelunder５００Hzexcitation

５　结　论

本文提出非对称机械超材料用于低频弹性波

衰减,并且通过引入多阶进一步提升亚波长隔振性

能.首先,计算多阶非对称机械超材料的色散关

系.其次,通过分析能带图中带隙上下边缘的共振

模态揭示了带隙产生的机理.发现带隙的产生取

决于具有几何非对称的质量块与韧带之间旋转共

振的强弱,而带隙的宽度取决于不同质量块之间的

共振叠加.最后,通过振动测试实验验证了仿真计

算的准确性以及本文提出结构的有效性.
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LowfrequencybroadbanddesignofmultiＧorderasymmetric
mechanicalmetamaterialsbasedonrotation

WANGXiaopeng,　CHEN Wenjiong∗ ,　LISheng
(StateKeyLaboratoryofStructuralAnalysis,OptimizationandCAESoftwareforIndustrialEquipment,

DalianUniversityofTechnology,Dalian１１６０２４,China)

Abstract:Consideringtheissuethatlowfrequencyandbroadbandofelasticwavemetamaterialscannot
coexist,thispaperrealizesalowＧfrequencybandgapbyrotatingasymmetricmechanicalmetamaterials,
andfurtherwidensthelowＧfrequencybandgapbyintroducing multipleorders．Byutilizingthenode
rotationandligamentbendingdeformationcharacteristicsofantiＧchiralmaterials,thevibrationbodysize
andligamentstiffnessoftheantiＧtetrachiralunitcelldiagonalaregraduallyadjustedthroughligament
folding,andthe multiＧorderasymmetric unitcelldesignisrealized．The generation and change
mechanismofelasticwavebandgapareexplainedbyanalyzingtheresonancemodeandtransmission
characteristicsoftheupperandlowerboundsofthebandgap．Thestudyshowsthat:intheasymmetric
mode,thenoderotationandligamentbendingdeformationcharacteristicsofchiralmaterialsareutilized
torealizetherotationresonanceofthemassblockandopenthebandgap,andthebandgapiswidenedby
theresonantsuperpositionbetweentwopairsofdifferentmassblocksarrangedalternately．Finally,the
proposedasymmetric mechanical metamaterialisverified by experimentsto haveto demonstrate
improvedbroadbandandlowＧfrequencyvibrationisolationperformance．

Keywords:mechanicalmetamaterials;asymmetry;multiＧorder;bandgap;auxetic
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