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摘　要:多流体域声传播研究在船海工程中具有重要的应用价值,如气液共存的管道声传播分析、海底掩埋物探

测等.经典有限元法求解此类问题时存在两个难点.一是中高波数下解存在严重的数值色散误差;二是耦合界

面附近必须使用精细网格.这些难点导致有限元法的计算量较庞大,需人工干预以生成高质量网格.与有限元

法相比,弱形式无网格法无需传统意义上的网格划分,其解的色散误差效应更弱,保证了良好的计算精度及效率,

但径向基无网格形函数具有不连续性质,导致质点振速连续条件无法在界面上自然满足.因此,本文提出了多流

体域声传播计算的无网格伽辽金弱形式,运用罚函数法重构了界面上的质点振速连续条件.数值分析表明,无网

格解与参考解相符,且计算精度及效率优于有限元解.
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１　引 言

多流体域声传播问题在船海工程中普遍存在,
如气液共存的管道声传播[１]、海底界面附近的声传

播[２Ｇ５]等.基于局部的单元形函数,有限元法通过

在多流体域耦合界面处布置节点和单元边,可自然

满足界面上的声压与质点振速连续条件.然而有

限元法在中高频计算时存在严重的数值色散误差

问题,导致需庞大的自由度数来获取可靠结果,计
算效率不佳.因此,学者们提出了一系列改进有限

元法[６Ｇ８],但未完全解决该问题.此外,由于界面附

近的声压梯度变化剧烈,使用有限元法时还需对界

面网格进行人工加密和修整,以保证数值解的精

度,导致离散复杂模型时前处理工作比较繁冗.
作为有限元法的演进者,弱形式无网格方法在

网格划分和计算精度方面有着较大的优势.与有

限元法相比,其无需传统意义上的网格划分,对畸

形节点分布的适应度高,可用较少的节点数获取高

精度解.作为一种弱形式无网格方法,径向点插值

法RPIM(Radialpointinterpolationmethod)已应

用于内场声传播分析,展现了比经典有限元法更高

的计算精度和效率[９].之后,国内学者运用不同类

型的弱形式无网格方法分析管道(或消声器)声

场[１０,１１]和水下声场[１２,１３]等,但主要研究单流体域

声传播问题,未考虑更复杂的多流体域声传播

问题.
有别于有限元形函数,径向基无网格形函数是

非局部的,致使形函数在问题域内呈不连续性.这

种不连续性会导致声质点振速连续条件在多介质

耦合界面上无法自然满足,因而需额外的技术手段

施加该连续条件.针对固体力学,为了解决多介质

耦合问题,学者们运用了拉格朗日乘子法代入连续

条件[１４],或者构造了特殊形函数以增强原有形函

数[１５].然而上述手段会引入额外的自由度,或增

加无网格形函数构造的复杂度,不利于降低计算成

本,但为本文提供了重要的参考价值.到目前为

止,多流体域声传播计算的无网格弱形式构造不甚

明确,限制了方法的应用范围.因此,本文运用罚

函数法重构了界面上的质点振速连续条件,提出适

用于无网格法的多流体域声传播计算伽辽金弱形



式.最终的数值结果表明,无网格解与有限元参考

解相符,表明提出的弱形式是可靠的,且使用相同

节点数时无网格解的计算精度优于有限元解.

２　多流体域声传播计算的控制方程

２􀆰１　弱形式及连续条件

如图１所示,考虑声波在两个流体域间传播

(Ω＝Ω１∪Ω２).虽然这里只给出存在两种介质的

情况,但本文推导同样适用于更多介质的情况.考

虑频域下的声学控制方程[１６]
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式中ρ１ 和ρ２ 分别为流体介质１和２的密度(密度

为常数),k１ 和k２ 分别为流体域１和２中的波数.

图１的迪利克雷边界为声压边界条件p＝p－,纽曼

边界条件为质点法向振速条件∂p/∂n＝－iρωv－,其

中n为边界法向单位矢量,ω为圆频率.

图１　声波在多流体域中的传播

Fig．１　AcousticwavepropagationinmultiＧfluids

质点振速与声压梯度之间关系为

Ñp＋iρωv＝０ (２)
式中v为质点振速.

为了实现两种流体介质的耦合,在耦合界面上

声压和质点振速连续条件必须满足

p１ ＝p２,v１ ＝v２ (３,４)
有限元法和弱形式无网格方法都建立在控制

方程伽辽金弱形式的基础上.将式(１)乘上加权函

数w,并进行分部积分,可得到相应的弱形式
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式中nN１和nN２分别为流体域１和２的纽曼边界上

的外法向单位矢量,nF１和nF２分别为流体域１和２
的耦合界面上的外法向单位矢量,且nF１＋nF２＝０.
易知,通过在耦合界面上布置流体域１和２之间的

共享节点,可实现声压传递,即声压连续条件(即式

(３))可得到满足.
假设有限元形函数为N,径向基形函数为Φ,

对式(５)的质点振速连续条件进行单独分析.首先

考虑有限元离散,由于有限元形函数基于单元而构

造(如图２所示),界面上相同位置的节点形函数值

在单元１和２中相等,可得
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　　　∫ΓF
NT(v２－v１)dΓ＝０ (６)

式中p１ 和p２ 分别为流体域１和２中相关节点上

的声压值.由式(６)为零可知,在有限元模型中质

点振速连续条件可自然满足.

图２　声波在多流体域中的传播

Fig．２　AcousticwavepropagationinmultiＧfluids

考虑无网格离散(如图３所示),无网格形函数

基于积分点支撑域内的节点而构造,在问题域内不

连续,因而界面上相同位置的节点形函数值在背景

网格１和２中不相等,可得
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式中 Φ１ 和Φ２ 分别为流体域１和２在界面上的节
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点形函数,在相同节点处并不相等.因此在无网格

模型中,质点振速连续条件无法自然满足.此外,
流体域１中插值节点的选取不能跨越界面去选择

流体域２中的节点,反之亦然.上述规则称为多介

质问题中插值节点选取的非侵入规则[１５].

２􀆰２　罚函数法施加质点振速连续条件

为了使质点振速连续条件能在无网格模型中

得到满足,本文提出运用罚函数法将该条件强制代

入式(５),替代原有质点振速连续条件,可得到调整

后的弱形式 图３　无网格离散示意

Fig．３　Discretizationofmeshfreemethod
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式中δ()为变分算子,α为罚系数.基于式(８),代
入无网格形函数进行离散后,质点振速连续条件能

在耦合界面上得到强制满足.
式(８)可简化为

(K＋Kα－M)p＝F (９)
式中K 为系统刚度矩阵,Kα 为与罚函数法相关的

附加刚度矩阵,M 为系统质量矩阵,F 表示纽曼边

界条件.
相比于拉格朗日乘子法和构造特殊形函数法

等处理手段,使用罚函数法的优势在于无需引入额

外的自由度,在计算成本上具有优势,但罚系数的

值需要合理选取,依赖于数值试验和个人经验.罚

系数值不能过大,以避免出现数值不稳定现象;罚
系数值也不能太小,以保证连续条件能有效施加.
参见文献 [１７],本文罚系数取为α＝１e６×max
(Kij),max(Kij)为系统刚度矩阵中最大的元素.

３　弱形式无网格法的基本构造

３􀆰１　基本概念

无网格法的最大优势即是可避免前处理中繁

冗的网格划分过程,但使用弱形式无网格法并不是

不需要网格[１７].由于使用了控制方程的积分弱形

式,弱形式无网格法需使用一套背景积分网格对式

(８)进行数值积分,如图４所示的虚线围成的网格.
图４中,h为节点平均距离,不同颜色的方框表示

不同积分点的支撑域,支撑域中的节点用于插值生

成形函数,rinf为支撑域的尺度.背景积分网格与

有限元网格的最大区别是节点无须与网格顶点绑

定,选取插值节点也不受网格边线的限制.因此,
弱形式无网格法具有极大的灵活性,其计算精度不

易受畸形网格或节点分布的影响.
如图４所示(叉形符号表示积分点),传统插值

节点选取方案是依据背景网格积分点的支撑域来

选取多套插值节点(圆形符号表示节点),每个积分

点处的插值节点不同,导致假定声压函数在背景网

格内不连续,易产生数值积分误差.因此,本文在

弱形式无网格法的应用中,提出了一种新型的插值

节点选取方案[１８].该方案基于背景网格中心点的

支撑域来选取一套插值节点,单个背景网格中所有

积分点处使用的插值节点相同.这保证了假定声

压函数在背景网格内的连续性,降低了积分误差,
提高了计算精度,并且简化了插值节点选取过程.

图４　背景积分网格和插值节点选取方案

Fig．４　Backgroundintegrationcellandtheinterpolation
nodeselectionscheme

３􀆰２　径向基形函数

本文选用径向基形函数作为插值形函数.之
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前推导得到的弱形式同样适用于其他类型的无网

格形函数,如最小二乘形函数、再生核形函数等.
假设参考点处的假定声压函数可表示为

ph(x)＝R(x)a＋P(x)b＝∑
m

i＝１
Ri(x)ai＋

∑
３

j＝１
Pj(x)bi (１０)

式中 m 为参考点支撑域内的节点数量,Ri(x)＝
[r２＋ (αch)２ ]q 为 径 向 基 形 函 数,其 中 r ＝

(x－xi)２＋(y－yi)２为参考点到第i个节点的距

离,αc＝２和q＝１􀆰０３为可调节的参数[１６];P(x)＝
[１　x　y]T 为补充的线性多项式基函数,以满足

分片测试;ai 和bi 为对应基函数的待定系数.
将支撑域内的所有节点参数代入式(１０),可得

p＝RMa＋PMb (１１)
式中
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为了保证解的唯一性,须额外增加一个约束条

件,其表达式为

PT
Ma＝０ (１４)

联立式(１０,１１,１４),可得

ph(x)＝ R(x) P(x)[ ]
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式中 Φ(x)为径向基形函数,M(x)为多项式基形

函数,不参与系统矩阵构成.从式(１０,１５)可知,本
文使用的径向基形函数可产出任意阶的连续导数,
因此可在中高频下获取更光滑的波动数值解.这

是径向点插值法求解声学问题的一大优势,是其高

精度的来源.

４　数值算例

４􀆰１　气液共存的管道声传播

如图５所示,假设管道内部分充空气、部分充

水,其最左边有初始声压p０ ＝１Pa,其余边为刚性

壁面.管最右端布置了吸收声波的完美匹配层

PML(Perfectlymatchedlayer),用于吸收外传声

波.此处使用的PML厚度为５m,吸收函数为二

次多项式函数,节点层数至少为７层,以保证在考

虑频段内具备合适的声吸收效果[１９].空气的密度

和声速分别为ρ１＝１􀆰２２５kg/m３ 和c１ ＝３４０m/s,

水的密度和声速分别为ρ２ ＝１０００kg/m３ 和c２ ＝
１５００m/s.将问题域离散为１５４３５个均匀分布的

节点,平均节点间距h＝０􀆰１m,分别运用双线性

FEM 和RPIM 无网格法计算管道内的声传播.为

了验证RPIM 计算结果的准确性,使用商业软件

COMSOL的结果作为参考解(使用拉格朗日二次

单元,５９９３４８１个均匀分布的节点).

图５　气液共存的管道尺寸

Fig．５　Geometryofthetubefilledwithairandwater

当计算频率为１００Hz,２５０Hz和４００Hz时,
分析管道内的声传播,将管道纵向中心线上的声压

实部绘制于图６.可知 RPIM 声压解在不同流体

域的耦合界面处(即x＝０m)是连续的,表明弱形

式(８)产出的数值结果能满足声压连续条件.此

外,随着计算频率的增高,双线性 FEM 解在幅值

和相位上逐渐偏离了参考解,而 RPIM 解相对保

持了与参考解的一致性.这表明在较高计算频率

下,RPIM 拥有更高的计算精度.
运用RPIM 获取不同流体介质在耦合界面中

点处(０,１􀆰７)的质点振速.从图７可知,在不同流

体域的耦合界面处,RPIM 质点振速解是连续的,
表明弱形式(８)产出的数值结果能满足质点振速连

续条件,符合声传播的物理规律,验证了相关公式

推导的正确性.
接下来分析 RPIM 和双线性 FEM 在声学计

算中的收敛性质,选用全局L１ 误差算子对声压数

值解的误差进行评判.如图８所示,横坐标为使用

的节点数,纵坐标为声压数值解与参考解之间的相

对误差.可知在使用相同节点数时,RPIM 的数值

误差小于FEM,表明 RPIM 拥有更佳的误差控制

能力.并且随着节点数的增加,RPIM 的数值误差

逐渐减少,收敛于参考解.
最后分析 RPIM 和 FEM 在声学计算中的计

算效率.如图９所示,横轴为运用直接求解器求解
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图６　不同频率下管道纵向中心线上的声压实部

Fig．６　Realpartsofacousticpressurealongthecenter
lineofthetubeunderthedifferentfrequencies

图７　一系列频率下不同流体介质在耦合界面上的质点振速

Fig．７　Acousticparticlevelocitiesupontheinterfaceofairand
waterforaseriesoffrequencies

线性系统方程组消耗的 CPU 计算时间(重复计算

５０次后取平均值),纵轴为声压数值解与参考解之

间的相对误差,所用的多组节点数与上述收敛性质

对比中的多组节点数相同.可知 RPIM 的计算效

率曲线位于FEM 的计算效率曲线之下,表明当计

算时间相同时,RPIM 可求出相对误差更低的数值

解,其计算效率相对FEM 更高.

图８　f＝２５０Hz时 RPIM 和FEM 数值解的收敛性质

Fig．８　ConvergencepropertyofthenumericalsolutionsofRPIM
andFEMatf＝２５０Hz

图９　f＝２５０Hz时 RPIM 和FEM 的计算效率对比

Fig．９　ComparisonofthecomputationalefficiencyofRPIMand
FEMatf＝２５０Hz

４􀆰２　存在气泡的管道声传播

如图１０所示,充水管道内存在许多圆形气泡,

其最左边有初始声压p０ ＝１Pa,其余边假设为刚

性壁面,管最右端布置了吸收声波的完美匹配层.
此处使用的PML厚度为０􀆰１m,吸收函数为二次

多项式函数,节点层数至少为７层,以保证在考虑

频段内具备合适的声吸收效果[１９].空气的密度和

声 速分别为ρ１＝１􀆰２２５kg/m３和c１＝３４０m/s,水

的密度和声速分别为ρ２ ＝１０００kg/m３ 和c２ ＝
１５００m/s.将问题域离散为９２１５个节点,平均节

点 间 距 为h＝０．００５m,分 别 运 用FEM和RPIM

图１０　存在气泡的管道尺寸

Fig．１０　 Tubefilledwithairbubbles
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计算管道内的声传播.为了验证 RPIM 方法的计

算结果,使用９８２８７个节点离散问题域,并将此套

节点的FEM 解作为参考解.
当计算频率为２１５００Hz和３９５００Hz时,将

FEM 和RPIM 计算得到的声压云图绘制于图１１
和图１２上方位置,在下方位置绘制管道纵向中心

线上的声压实部,并与参考解对比.可知随着计算

频率的增高(２１５００Hz和３９５００Hz),FEM 解在幅

值和相位上都偏离了参考解.作为对比,在各个计

算频率下,RPIM 解总体上与参考解相符,表明当

使用相 同 节 点 分 布 时,在 较 高 的 计 算 频 率 下,

RPIM 解的精度远高于FEM 解的精度.因此,相
对于FEM,RPIM 对计算频率变化的敏感度更低.

图１１　f＝２１５００Hz时不同数值方法计算得到的管道内声压分布

Fig．１１　Acousticpressureobtainedbythedifferentnumerical
methodsatf＝２１５００Hz

图１２　f＝３９５００Hz时不同数值方法计算得到的管道内声压分布

Fig．１２　Acousticpressureobtainedbythedifferentnumerical
methodsatf＝３９５００Hz

４􀆰３　平面波入射下海底掩埋物的声散射

如图１３所示,考虑平面波照射下部分掩埋于

海底的刚性圆柱壳声散射.整个问题域的尺寸为

５０m×５０m,海水和泥沙各占一半的区域,外部围

绕着完美匹配层,圆柱壳直径为２m,埋深为１m.
此处使用的PML厚度为２􀆰５m,吸收函数为二次

多项式函数,节点层数至少为７层,以保证在考虑

频段内具备合适的声吸收效果[１９].本文使用了流

体介质假设来模拟海底泥沙,并通过声波衰减系数

模拟泥沙对声波的衰减效应.通常来说,泥沙中的

剪切波速(横波)远小于压缩波速(纵波),其性质类

似于流体介质,所以该假设在很多情况下是合理

的[５].水的密度和声速分别为ρ１ ＝１０００kg/m３ 和
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图１３　部分掩埋于海底的刚性圆柱壳

Fig．１３　Rigidcylindershellpartiallyburiedinsand

图１４　f＝５００Hz时问题域内的混叠声压场

Fig．１４　Absolutevaluesofscatteringpressureandtransmission
pressurefieldsatf＝５００Hz

图１５　f＝８００Hz时问题域内的混叠声压场

Fig．１５　Absolutevaluesofscatteringpressureandtransmission
pressurefieldsatf＝８００Hz

c１ ＝１５００ m/s,泥沙的密度和声速分别为ρ２ ＝
１８００kg/m３和c２ ＝１６００m/s,泥沙对声波的衰减系

数为α＝０􀆰５dB/λ[５,１６].将问题域离散为８０１９２个

节点,平均节点间距h＝０􀆰１９５m,分别运用FEM
和RPIM 计算平面波照射下刚性壳的声散射.

当入射单位平面波的掠射角为６０°时,计算图

１３所示区域内的声压分布,并将总声压场减去入

射背景声压场以得到海底界面和掩埋物造成的混

叠声压场.由图１４和图１５可知,当计算频率为

５００Hz时,FEM 解与 RPIM 解总体相符;但当计

算频率提高至８００Hz,FEM 解表现出明显的数值

色散现象,其根源在于数值波速大于真实波速,导
致计算波数小于真实波数.由于泥沙对声波的衰

减程度应随频率增加而增大,因此泥沙区域中的声

穿透距离应该随频率的增高而逐渐减小.然而由

图可知,上述规律对FEM 解不成立,８００Hz时泥

沙区域中的FEM 声压解反而穿透至更深的位置,
出现了反常的物理现象,这表明实际计算中的计算

波数小于真实波数,符合之前对FEM 解数值色散

现象的解释.

５　结　论

本文运用罚函数法重构了多流体耦合所需的

质点振速连续条件,提出了适用于弱形式无网格方

法的二维多流体域声传播计算伽辽金弱形式,拓展

了无网格方法在多介质耦合声传播计算中的应用

范围.基于提出的弱形式,使用径向点插值无网格

方法(RPIM)计算了一些声学算例.数值结果表

明,RPIM 解与参考解相符,验证了提出弱形式的

可靠性.此外,当使用相同自由度时,RPIM 解的

精度更高,表明 RPIM 可在计算内存和存储消耗

上优于FEM,且RPIM 的计算效率可优于FEM.
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AweakＧformmeshfreemethodfortwoＧdimensional
acousticwavepropagationinmultiＧfluids

YOUXiangyu∗１,２,　 YINJiancheng１,　 YAOYu１,２,　 LIWei３

(１．SchoolofHydraulicandOceanEngineering,ChangshaUniversityofScience& Technology,
Changsha４１０１１４,China;２．KeyLaboratoryofWaterＧSedimentSciencesandWaterDisasterPrevention
ofHunanProvince,Changsha４１０１１４,China;３．SchoolofNavalArchitectureandOceanEngineering,

HuazhongUniversityofScienceandTechnology,Wuhan４３００７４,China)

Abstract:Researchonacousticpropagationinmultiplefluidshasimportantapplicationvaluesinnaval
architectureandoceanengineering,suchassoundpropagationinpipelinesfilledwithwaterandair,and
thedetectionofburiedobjects．Therearetwodifficultiesinsolvingsuchproblemswiththeuseofthe
classicalfiniteelement method:oneistheseriousnumericaldispersionerrorinthefiniteelement
solutionsundermediumandhighwavenumbers;theotheristheneedtouserefined meshgridsto
discretizethefluidsnearthecouplinginterface．Thesedifficultiesleadtoalargecomputationalcostfor
thefiniteelementmethod,andthemanualinterventiontogeneraterefinedgrids．Comparedwiththe
finiteelement method,the weakＧform meshfree methoddoesnotrequiretraditionalgrids,andthe
dispersionerroreffectinitssolutionis much weaker,ensuringgoodcomputationalaccuracyand
efficiency．However,themeshfreeshapefunctionsareusuallydiscontinuousintheproblem domain,
resultingintheinabilityofthecontinuityconditionoftheacousticparticlevelocitytobenaturally
satisfiedontheinterface．Therefore,thispaperusesthepenaltyfunction methodtoreconstructthe
continuityconditionoftheacousticparticlevelocityontheinterface,andproposesaGalerkinweakform
suitableformeshfreemethodsforsoundpropagationinmultiplefluids．Numericalanalysisshowsthat
themeshfreesolutionsisconsistentwiththereferencesolutions,andthecomputationalaccuracyand
efficiencyofthemeshfreemethodcanbehigherthanthefiniteelementsolutions．

Keywords:acousticpropagationin multiＧfluids;finiteelementmethod;weakＧform meshfree method;
penaltyfunctionmethod;computationalacoustics
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Efficientandhighfidelitymodelingmethodforbattery
packcollisionwithequivalentcontact

NIYang,　LIGang∗ ,　ZENGYan
(StateKeyLaboratoryofStructuralAnalysis,OptimizationandCAESoftwareforIndustrialEquipment,

DepartmentofEngineeringMechanics,DalianUniversityofTechnology,Dalian１１６０２４,China)

Abstract:Thepowerbatterypackofanelectricvehicleisacomplexsystem,whoseefficientandhigh
fidelitymodelingisanurgentneedforsolvingcollisionproblems．Thispaperfirstlyproposesahybrid
reducedorderbatterypackmodel,withfinemodelinginthecentralregionandcentralizedmassinother
partsthroughasimpleconnectioncontact．Comparedwiththerefinedfullmodel,themaximumstress
errorisrelativelysmall,andthecomputationalefficiencyisimprovedbyabout３．５times．Then,to
considertheeffectoftheboundaryfurther,acentroidmodulestructuralmodelwithequivalentcontactis
proposed．Comparedwiththehybridreducedordermodel,thecollisiondisplacementandthemaximum
stressofthecentroidmodulestructuremodelaremuchclosertothoseofthefinefullmodel．Finally,an
impactresponseanalysisisconductedonthecentroidmodulestructuralmodelandthefinefullmodel,by
comparingthebehaviorsofthecollisioncenterpointandtheimpactobject．Itisfoundthatbothmodels
havethesimilartrendintheresponsecurveswithsmallerrors,whichverifiesthefeasibilityofthe
proposedmodel．

Keywords:powerbatterypack;hybridreducedordersimplifiedmodel;centroidmodulestructuralmodel;
bottomcollision
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