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摘　要:功能函数的概率分布计算是不确定性量化及可靠度设计中的核心问题,最近提出的等效期望法是解决该

问题的有效途径.本文提出了一种改进的等效期望法.针对既有等效期望法中的辅助变量取值对其概率分布有

重要影响的问题,提出了辅助随机变量标准差系数的合理计算公式,得到了更为精确的辅助函数的概率分布.同

时,针对既有等效期望法中由两个辅助函数的概率分布计算功能函数的概率分布时存在的计算精度问题,本文仅

用一个辅助函数推导了功能函数概率分布的计算公式,提出了一种由辅助函数到功能函数的概率分布精确理论

变换,使得功能函数概率分布的计算更为精确.最后通过三个算例验证了该方法的有效性和准确性.结果表明,

该方法适用于高维非线性或隐式功能函数的概率分布近似计算.
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１　引 言

功能函数或模型输出的概率分布的计算是正向

不确定性量化[１]中的核心问题.如在基于可靠性的

设计优化[２]中,为了降低计算成本,需要计算功能函

数的分位数,即功能函数的累积分布函数(CDF)的
反函数.在敏感性分析[３]中,使用Borgonovo指数

评估敏感性需要模型输出的概率密度函数(PDF).
在实际复杂结构系统的设计中,工程师希望确定对

应于不同失效概率的结构阻力[４].此外,失效概率

仅显示功能函数小于或等于零的统计信息.而概率

分布作为功能函数统计信息的完备表达为结构安全

评估提供了比失效概率更有用的信息.因此,计算

功能函数的概率分布非常重要.
基于概率守恒原理,文献[５,６]开发了概率密

度演化方法(PDEM)来计算功能函数的PDF.在

该方法中,需要使用有限差分法求解广义概率密度

演化方程,计算难度和计算工作量均较大.概率变

换方法(PTM)提供了实现该过程的替代方法.根

据随机变量变换定理,Falsone等[７]提出了概率变

换方法(PTM),以获得线性结构响应的 PDF.经

过众多学者的研究,该方法扩展到解决具有随机参

数和非高斯激励的问题.由于利用了线性系统的

特征函数和PDF之间的关系,PTM 仅适用于线性

和特殊非线性系统.受 PDEM 和 PTM 的启发,

Chen等[８]提出了一种直接概率积分法(DPIM)来
计算功能函数的概率分布,在这种方法中,功能函

数的PDF表示为与Diracdelta函数相关的概率密

度积分,并采用高斯函数对 Diracdelta函数进行

平滑.然而,高斯函数中平滑参数的选择对 DPIM
结果有显著影响[９],但是目前对最优平滑参数的研

究还不够深入.

Cai等[１０]提出了一种计算功能函数概率分布

的等效期望法(EEM).相比于矩方法,等效期望

法无需计算高阶矩,避免了计算高阶矩不准确的问

题;相比于概率密度演化方法,等效期望法无需求

解复杂的广义概率密度演化偏微分方程.在该方

法中,当功能函数关于某一随机变量的单调反函数

(MIF)可以得到时,概率分布可以精确地表示为与

该变量和 MIF的分布有关的期望值.而如果这样

的 MIF不存在或不容易获得时,则通过简单地添

加辅助随机变量构造辅助函数来获得 MIF,并将



功能函数的概率分布表示为与辅助函数分布相关

的期望,最后采用Sobol序列和点估计方法确定期

望值.经研究发现,辅助随机变量标准差的选取对

辅助函数概率分布的准确性有较大影响,但该方法

并没有给出辅助随机变量标准差的合理取值,同
时,该方法构造了两个辅助函数,并把功能函数的

PDF表示为与辅助函数相关的期望,但在计算过

程中采用的变换不是精准的变换,存在较大的计算

误差,这限制该方法的计算精度.
因此,本文的主要目的 就 是 在 等 效 期 望 法

(EEM)的基础上,通过对辅助随机变量的进一步

研究来确定一个合适的辅助变量标准差,使得计算

的辅助函数的概率分布更为精准;同时,仅使用一

个辅助函数进行功能函数 PDF计算公式的推导,
而计算过程采用的变换是一个精确的变换,从而提

高所提方法的计算精度.

２　等效期望估计的基本原理

一般情况下,功能函数Z＝G(X)的CDF可定

义为

FZ(z)＝∫􀆺 ∫
Z＝G(X)≤z

fX(x)dx (１)

其中fX(x)为随机变量构成的向量X＝{X１,X２,
􀆺,Xn}T 的联合概率密度函数.当随机变量Xi 与

其他输入随机变量Xi 相关时,可以首先执行正态

变换,如 Rosenblatt变换[１１]、Nataf变换[１２]或高阶

矩变换[１３,１４].
如果功能函数Z＝G(X)中存在一个随机变量

Xi,使得该随机变量对应的反函数的偏导数∂G－１
i

(X－i,Z)/∂Z＞０,即功能函数中存在单调反函数

(MIF),则功能函数的CDF可表示为一个期望.
然而,工程实际中功能函数通常是复杂的、非

线性的,甚至是隐式的,功能函数中不存在这样的

一个随机变量使其对应的功能函数的反函数单调,
即使存在这样的随机变量,功能函数的单调反函数

的计算通常是很困难的.等效期望法中通过添加

正态的辅助随机变量Θ 构造了两个辅助函数,构
造的辅助函数为

H＝η(X,Θ)＝G(X)＋Θ＝Z＋Θ (２)

K＝κ(X,H)＝G(X)－Θ＝Z－Θ (３)
而辅助函数的 MIF是比较容易获得的,Θ 对应的

反函数分别为Θ＝H－G(X)和Θ＝G(X)－K,其
单调性可以轻松确定:

∂[H－G(X)]/∂H＝１＞０ (４)

∂[G(X)－K]/∂K＝－１＜０ (５)

根据式(４,５),辅助函数 H 和K 的 PDF 和

CDF可确定为

FH(h)＝EX{FΘ[h－G(X)]} (６)

fH(h)＝EX{fΘ[h－G(X)]} (７)

FK(k)＝１－EX{FΘ[G(X)－k]} (８)

fK(k)＝EX{fΘ[G(X)－k]} (９)
其中FΘ(􀅰)和fΘ(􀅰)分别为Θ 的 CDF和PDF,假
设Θ是一个正态分布的随机变量 ,平均值μΘ ＝０,
标准偏差σΘ ＝σz,其中σz 是功能函数的标准差.
以上等式采用Sobol序列来计算期望值,通过计算

发现,简单选取σΘ ＝σz 计算得到的结果并不精准.
根据式(２,３),功能函数Z＝(H＋K)/２,功能

函数Z的PDF和 CDF可表示为一个由辅助函数

H 和K 的联合PDF构造的积分,推导得到的最终

结果为

　
fZ(z)＝２∑

n

i＝１
ωifH(２z－ki)􀅰

c[FH(２z－ki),Φ(ui)] (１０)

其中ui 和ωi 分别是GaussＧHermite积分的横坐标

和权重,c(􀅰,􀅰)是一个由H 和K 的CDF拟合的

二元copula密度函数,ki 由变换FK(ki)＝Φ(ui)计
算得到,Φ为标准正态分布函数.需要特别说明的

是,该变换需要使用式(８)进行计算,但解该方程存

在一定的计算困难;另一种方法是根据矩原理,利
用辅助函数K 的前几阶矩的信息构造一个立方正

态分布后获得ki,但利用矩方法时高阶矩的计算并

不是精确的,且存在一定的范围限制.同时,不管

采用何种方法,FK(ki)的计算本身就不是准确的,
所以,运用变换FK(ki)＝Φ(ui)计算得到的ki 的计

算结果存在比较大的误差.

３　改进的等效期望法

３􀆰１　辅助随机变量标准差系数的确定

利用Sobol序列进行点估计,可以确定 H 的

PDF和CDF为

f̂H(h)＝１
N∑

N

i＝１
fΘ[h－G(xi)] (１１)

F̂H(h)＝１
N∑

N

i＝１
FΘ[h－G(xi)] (１２)

式中 N 是采用 Sobol序列点集的个数,xi 为由

Sobol序列产生的样本点,G(xi)为样本点代入功

能函数后计算所得的功能函数值,如果涉及有限元

分析则为结构响应.
在等效期望估计方法的研究中,为简单起见,

辅助随机变量Θ~N(０,σZ),然而经过对辅助函数
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CDF尾部的计算发现,辅助随机变量标准差的选

取对计算辅助函数概率分布的准确性有较大影响.
根据式(６,７),辅助函数 H 的CDF和PDF的计算

精度与功能函数值的分布范围有关,为提高计算精

度,将辅助随机变量Θ 的标准偏差修正为σΘ ＝
kσZ,选取不同的标准差来计算CDF,并观察其尾部

拟合效果,发现标准差系数k与功能函数的取值范

围及标准差有关,通过大量试算,得到标准差系数

k的经验计算公式.

k＝maxG(xi)－minG(xi)
３􀆰５σZ

(１３)

式中 maxG(xi)为样本点代入功能函数后计算所

得的最大的功能函数值,minG(xi)为最小的功能

函数值.

３􀆰２　功能函数概率分布计算公式的推导

根据式(２),功能函数Z可以表示为

Z＝H－Θ (１４)
值得注意的是,在式(１４)中,辅助函数 H 与辅助变

量Θ 是存在相关性的,根据功能函数Z 的CDF的

定义,可得

FZ(z)＝P(H－Θ≤z)＝

∬
H－Θ≤z

fH,Θ(h,Θ)dhdΘ＝ (１５)

∫
＋∞

－∞∫
z＋Θ

－∞
fH,Θ(h,Θ)dhdΘ

此时,功能函数Z 的CDF实际上为一个变上限积

分,对该变上限函数进行求导即可得到功能函数Z
的PDF.

fZ(z)＝∫
＋∞

－∞
fH,Θ(z＋Θ,Θ)dΘ (１６)

根据Sklar定理,H 和 Θ的联合 PDF可以表

示为

fH,Θ(z＋Θ,Θ)＝fH(z＋Θ)fΘ(Θ)􀅰

c[FH(z＋Θ),FΘ(Θ)](１７)
其中c(􀅰,􀅰)是一个由 H 和Θ 的 CDF拟合的二

元copula密度函数.在这项研究中,高度稳健的

TLL方法用于计算二元copula密度函数.TLL
方法的详细算法参见文献[１５].功能函数Z 的

PDF可重新表示为

fZ(z)＝∫
＋∞

－∞
fH(z＋Θ)fΘ(Θ)􀅰

c[FH(z＋Θ),FΘ(Θ)]dΘ

(１８)

注意fΘ(Θ)是一个均值为０,标准差为kσZ 的正态

分布的PDF,可以轻松地将其转换为一个权重函

数exp(－u２/２),使其满足 GaussＧHermite型积分

公式的使用条件,本研究采用七点 GaussＧHermite

积分计算功能函数Z的PDF:

fZ(z)＝fH(z＋Θi)􀅰
c[FH(z＋Θi),Φ(ui)]ωi (１９)

其中ui 和ωi 分别是 GaussＧHermite积分的横坐标

和权重;FΘ(Θi)＝Φ(ui),式中Φ为标准正态概率分

布函数,FΘ(􀅰)也为一正态分布函数,该变换是一个

精确的变换,对于每一个ui,都有一精确的Θi 与之

对应.相比于等效期望法中的变换FK(ki)＝Φ(ui),
该变换克服了其计算困难且不精确的缺点,使得该

方法能够得到一个更为精确的结果.确定PDF后,
对PDF进行积分即可得到功能函数的CDF:

FZ(z)＝∫
z

－∞
fZ(t)dt (２０)

４　数值算例与研究

４􀆰１　算例１　强非线性功能函数

为了讨论提出方法在计算强非线性功能函数

概率分布时的适用性,本算例研究了一个受白噪声

激励的两自由度系统,如图１所示.

图１　两自由度系统

Fig．１　TwodegreeＧofＧfreedomsystem

表１　算例１随机变量的统计信息

Tab．１　Probabilisticinformationofrandom
variablesforExample１

随机变量 物理意义 概率分布 均值 变异系数

mp 主质量 对数正态 １ ０􀆰１

ms 从质量 对数正态 ０􀆰０１ ０􀆰１

kp 主刚度 对数正态 １ ０􀆰２

ks 次刚度 对数正态 ０􀆰０１ ０􀆰２

ζp 主阻尼比 对数正态 ０􀆰０５ ０􀆰４

ζs 次阻尼比 对数正态 ０􀆰０２ ０􀆰５

Fs 次弹簧承载力 对数正态 ２０ ０􀆰１

S０ 白噪声的强度 对数正态 １００ ０􀆰１

副弹簧失效可靠性的功能函数可表示为

Z＝G(X)＝

Fs－３ks􀅰 πS０

４ζsω３
s

(ζpω３
p ＋ζsω３

s)ωp

４ζaω４
a

[ ] × (２１)

ζaζs

ζpζs(４ζ２
a ＋θ２

sr)＋γζ２
a

其中γ＝ms/mp 为质量比,ωa＝(ωp＋ωs)/２和ζa＝
(ζp ＋ζs)/２分别为平均频率和平均阻尼比,θsr ＝
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(ωp －ωs)/ωa 是一个调谐参数.
根据式(１３)计算所得标准差系数k＝１􀆰９,图２

所示为辅助随机变量的标准差σΘ ＝１􀆰９σZ 时辅助

函数H 的PDF和对数坐标CDF.为了进行比较,
还使用１０７ 样本的 MCS获得了辅助函数的概率分

布.可以看出,采用本文方法得到的辅助函数的

PDF和CDF与 MCS结果非常吻合.

图２　辅助函数的概率分布

Fig．２　Probabilitydistributionoftheauxiliaryfunction

在得到比较精确的辅助函数的概率分布后,即
可计算功能函数的概率分布.同时,功能函数的概

率分布也可以通过使用和不使用功能函数的 MIF
的等效期望方法得到.图３所示为采用１０２４个

Sobol点 获 得 的 功 能 函 数 的 PDF 和 对 数 坐 标

CDF.为了进行比较,还使用了１０２４个Sobol点

的EEM 以及１０７ 样本的 MCS获得了功能函数的

概率分布.可以看出,(１)采用本文方法得到的功

能函数的 PDF 和 CDF 与 MCS 结果基本一致.
(２)与EEM 相比,本文提出的方法能得到更精确

的尾部 CDF,具有更高的计算精度和计算效率.
(３)对于更高维度的非线性问题,由于该方法只需

要得到功能函数的响应值,而与功能函数的维度无

关.即使功能函数的维度继续增长,Sobol序列也

能够生成对应的样本点.

图３　功能函数的概率分布

Fig．３　Probabilitydistributionoftheperformancefunction

４􀆰２　算例２　涉及动态可靠性的隐式功能函数

本算例对非平稳地震动作用下的１０自由度集

中质量非线性框架结构进行研究,如图４所示.结

构的几何尺寸为,高度h１ ＝４m,h２ ＝h３ ＝􀆺＝h１０＝
３m,立柱截面＝５００mm ×５００mm,梁截面的抗弯

刚度为 EbI→ ∞.采用瑞利阻尼,即C＝ζ１M ＋

ζ２K,其中ζ１ ＝０􀆰０１Hz,ζ２ ＝０􀆰００５s,M 和K 分别

为集总质量矩阵和初始刚度矩阵.此外,恢复力采

用BoucＧWen模型,

F(u,z)＝αku＋(１－α)kz (２２)
其中k为初始刚度,u为层间位移,z为滞回位移,
满足

图４　１０层非线性框架结构

Fig．４　１０storynonlinearframestructure
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z􀅰＝Au􀅰－β|u􀅰‖z|r－１z－γu􀅰|z|r (２３)
其中参数设置为α＝０􀆰０１,A ＝１􀆰２,β＝１􀆰４,γ＝

０􀆰２,r＝１.

表２　算例２随机变量的统计信息

Tab．２　Probabilisticinformationofrandom
variablesforExample２

随机变量 分布类型 均值 变异系数

Ec/Pa 对数正态分布 ３×１０１０ ０􀆰１

m１、m２、m３/kg 对数正态分布 １􀆰２×１０５ ０􀆰１

m４/kg 对数正态分布 １􀆰３×１０５ ０􀆰１

m５/kg 对数正态分布 １􀆰１×１０５ ０􀆰１

m６、m７/kg 对数正态分布 １􀆰０×１０５ ０􀆰１

m８、m９/kg 对数正态分布 １􀆰１×１０５ ０􀆰１

m１０/kg 对数正态分布 ０􀆰５×１０５ ０􀆰１

　　在本算例中,施加在目标结构上的非平稳地面

运动加速度由以下谱密度函数建模:

SN(ω,t)＝|g(t)|２S(ω) (２４)
其中S(ω)是平稳情况下的双侧功率谱密度函数,
并且使用CloughＧPenzien谱[１６],g(t)为调制函数:

　g(t)＝

(t/t１)２ (０≤t＜t１)

１ (t１ ≤t＜t２)

exp[－c(t－t２)] (t２ ≤t＜T)

０ (t≥T)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(２５)

其中t１ 和t２ 分别为地震激励的静止部分的开始时

刻和结束时刻,T 为地震激励的持续时间,c为衰

减系数.在该算例中,参数取为t１ ＝０􀆰８s,t２ ＝
７s,T＝１７s和c＝０􀆰３５.

采用四阶龙格Ｇ库塔法对结构进行每时程地震

动加速度的确定性动力响应分析.第一层位移的最

大绝对值认为是评估该结构可靠性的极值.然后,
对该建筑的可靠性进行研究.假设结构破坏定义为

结构位移超过允许极限的极值.因此,功能函数为

G(X)＝Δlim －Δ(X)＝
０􀆰６５－ max

０≤t≤T
|Y(X,t)|

(２６)

计算所得标准差系数k＝１􀆰６５,图５所示为辅

助随机变量的标准差σΘ ＝１􀆰６５σZ 时辅助函数H
的PDF和对数坐标 CDF.为了进行比较,还使用

１０６ 样本的 MCS获得了辅助函数的概率分布.可

以看出,采用本文方法得到的辅助函数的 PDF和

CDF与 MCS结果基本一致.
根据表２中随机变量的概率分布信息,可以使

用Sobol序列产生样本点,对结构进行有限元计算

获 得结构的动力响应.图６所示为采用１０２４个

图５　辅助函数的概率分布

Fig．５　Probabilitydistributionoftheauxiliaryfunction

图６　功能函数的概率分布

Fig．６　Pprobabilitydistributionoftheperformancefunction
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Sobol点 获 得 的 功 能 函 数 的 PDF 和 对 数 坐 标

CDF.为了进行比较,还使用了２０４８个Sobol点

的EEM 以及１０６ 样本的 MCS获得了功能函数的

概率分布.可以看出,(１)采用本文方法得到的功

能函数的 PDF 和 CDF 与 MCS 结果基本一致.
(２)与EEM 相比,本文提出的方法能得到更精确

的尾部CDF,具有更高的计算精度.

５　结　论

本文在等效期望法(EEM)的基础上,针对既

有等效期望法中的辅助变量取值影响其概率分布

计算结果准确性的问题,提出了标准差系数k的经

验计算公式,从而确定了辅助随机变量的标准差,
使得计算的辅助函数的概率分布与 MCS结果非

常吻合,相比于 EEM 中确定的辅助变量更为精

准;同时,仅利用一个辅助函数进行了功能函数概

率分布计算公式的推导,计算过程中利用辅助随机

变量进行了精确的变换,克服了等效期望法中利用

构造的辅助函数进行变换的计算缺点,提高了计算

精度和计算效率,得到如下结论.
(１)与EEM 相比,该方法只需对功能函数进

行较少的计算次数即可获得与 MCS基本一致的

结果,该方法在计算功能函数概率分布时有较好的

精度和效率;
(２)与EEM 相比,通过提出的标准差系数经

验计算公式,得到了更为恰当的辅助随机变量标准

差,同时能够得到比较精确的辅助函数的 PDF和

CDF.
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SPHsimulationofnonＧisothermalcomplexflowwithfluidimpactingobstacles

YU HaiＧyang１,２,　ZHANGLin∗１,　ZHOUYuan３

(１．StateKeyLaboratoryofMesoscienceandEngineering,InstituteofProcessEngineering,

ChineseAcademyofSciences,Beijing１００１９０,China;

２．SchoolofChemicalEngineering,UniversityofChineseAcademyofSciences,Beijing１０００４９,China;

３．ProcessEngineeringDepartment,PetrochinaPetrochemicalResearchInstitute,Beijing１０２２０６,China)

Abstract:ThenonＧisothermalcomplexflowcausedbyfluidimpactingobstaclesisveryimportanttothe
industrialprocessessuchasnuclearenergyutilization．Throughcouplingvariousnumericaltechniques
suchasthedensitydiffusiveterm,artificialviscousterm,particleshiftingtechnique,astableandaccurate
nonＧisothermalsmoothedparticlehydrodynamics(SPH)schemeisestablished,andaccuratesimulationof
nonＧisothermalcomplexflowcausedbyfluidimpactingobstaclesisrealized．Basedonthesimulationfor
thenonＧisothermalflow pastaheatedcylinder,thenonＧisothermaldam breakpastsingle/multiple
obstacles,itisdemonstratedthat:(１)thedevelopednonＧisothermalSPHschemecannotonlycomputea
smoothpressurefieldandavoidthespuriousoscillationofnumericalsolutions,butalsopredictaccurately
thetemperaturefieldandthekeyphysicalquantities;(２)thisSPHschemecanalsoaccuratelyshowthe
interactionbetweentheheatconductionprocessandthecomplexfreeＧsurfaceevolution,andhasthe
capabilitytosimulatenonＧisothermalcomplexflowspastmultipleobstacles．

Keywords:SPH;nonＧisothermalflow;impactingflow;freesurface;particleshiftingtechnique
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Animprovedequivalentexpectationmethodforevaluateprobability
densityofperformancefunctions

ZOUChangxing,　WENGYeyao,　ZHANGXuanyi,　ZHAOYangang∗

(FacultyofArchitecture,CivilEngineering,BeijingUniversityofTechnology,Beijing１００１２４,China)

Abstract:Thecalculationoftheprobabilitydistributionofperformancefunctionsisacoreissuein
uncertaintyquantificationandreliabilitydesign,andtherecentlyproposedequivalentexpectationmethod
(EEM)isaneffectivewaytosolvethisproblem．ThispaperproposesanimprovedEEM．Puttingforward
anempiricalcalculationformulaforthestandarddeviationcoefficientofauxiliaryrandomvariablesand
obtainingamoreaccurateprobabilitydistributionoftheauxiliaryfunction．Meanwhile,aimingatthe
accuracyissueincalculatingtheprobabilitydistributionoftheperformancefunctionisproposed,the
calculationformulaforthePDFoftheperformancefunctionisderivedusingonlyoneauxiliaryfunction．
IntheprocessofcalculatingthePDF,proposinganexacttheoreticaltransformationofprobability
distributionfromauxiliaryfunctionstoperformancefunctionsisproposed,resultinginamoreaccurate
PDFoftheperformancefunction．Finally,theeffectivenessandaccuracyofthe methodareverified
throughthreenumericalexamples．Theresultsindicatethatthismethodissuitableforcomputingthe
probabilitydistributionofhighＧdimensionalnonlinearorimplicitperformancefunctions．

Keywords:structuralsafety;structuralreliability;performancefunction;random variable;probability
density
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