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摘　要:利用分数阶导数修正Zener标准流变固体模型,考虑桩周土的瞬时流变效应构建桩Ｇ土系统竖向耦合振动

模型.采用Laplace变换和势函数分解方法推导系统动力控制方程的频域解析解,再通过 Laplace数值反演得到

桩顶瞬时激励下的时域响应.利用退化模型和有限元模型对本文方法的有效性进行验证,而后通过数值算例分

析流变性黏土地层中端承桩竖向振动的位移、动刚度和动阻尼的频域特征,以及桩顶瞬时激励下的波动响应.研

究发现,土体流变效应使桩顶位移、动刚度和动阻尼在频域中的幅值减小;土体流变效应造成瞬时激励下桩顶响

应幅值减小,反射波信号减弱.
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１　引 言

桩基竖向振动特性是小应变检测的理论基础,
利用桩顶反射波检测桩身完整性在桩基施工和质

量检测方面发挥着至关重要的作用.桩基础作为

一种深基础,利用桩体穿过软弱土层将荷载直接传

至执力层,而桩身将部分或完全埋置于软弱土

层中.
自然界中的土体普遍具有流变性(松弛和蠕

变),在应力作用下土颗粒的重新排列和骨架错动

具有明显的时间效应[１].为描述土体流变行为,

Taylor等[２]最早利用 Kelvin线性流变模型分析了

土体的固结变形,发现流变对土体次固结阶段的变

形产生明显影响.之后,Tan[３]采用 Maxwell模型

考虑黏性土的次时间效应,并提出黏弹性固结理

论.学者们通过与实验结果对比,发现传统整数阶

形式的 Kelvin模型、Maxwell模型及 Zener标准

线性固体模型在模拟黏土流变时不能满足精度要

求,需引入更多拟合参数才能实现有效模拟[４].为

改善传统整数阶流变模型的适用性,文献[５,６]提
出了分数阶导数流变模型.分数阶微分算子为卷

积积分,能够准确描述力学与物理过程中的历史记

忆性和空间全域相关性.最近几年,大量学者引入

Caputo分数阶导数来修正 Kelvin模型、Maxwell
模型及Zener标准线性固体模型,重新研究了饱和

黏土的流变行为,已取得显著成果[７,８].
针对单相弹性土和两相饱和土中桩基的振动

动响应,学者们已开展了大量研究.马文杰等[９]考

虑土体的三相组成研究了非饱和土中桩基的纵向

波动响应;余云燕等[１０]利用 Winkler地基和Euler
梁模型,研究了大直径桩的自振特性;崔春义等[１１]

采用径向多圈层平面应变模型,推导了非均匀土中

桩顶动阻抗的解析解.孟坤等[１２,１３]考虑桩底土的

支撑刚度研究了浮沉桩的纵向振动.上述研究考

虑了桩周土的固Ｇ流多相组成和渗流作用,但并未

考虑土体的流变效应.实际工程中,黏性土具有显

著的流变性,当桩基埋置于黏性土层中时,其竖向

振动特性将受到流变性的影响.
本文针对流变性饱和黏土地层中桩基的小应

变纵向波动特性开展理论研究.利用分数阶导数

修正Zener标准固体流变模型,构建桩Ｇ土系统的

竖向耦合振动模型.利用 Laplace变换和势函数



分解推导桩Ｇ土系统的频域解析解,并通过数值反

演得到时域解.经过频域和时域的算例分析,研究

了流变性黏土地层中端承桩竖向振动响应.

２　分析模型

２􀆰１　分数阶导数流变固体模型

Zener标准固体流变模型由一个 Kelvin单元

和一个 Hooke弹簧串联而成,既能反映松弛也能

反映蠕变.因此,本文利用Zener标准固体流变模

型进行分数阶导数修正.将经典Zener标准固体

流变模型中的 Newton黏壶替换为 Abel黏壶[１４],
则得到分数阶导数流变固体模型,如图１所示.图

中σ和ε为总应力和总应变,ε１ 为单个弹簧元件的

应变,ε２ 为 Kelvin单元的应变;k１ 和k２ 为弹簧元

件的弹性模量,η和a 为 Abel黏壶的黏度和黏性

阶数(分数阶导数的阶数,０≤a≤１).分数阶导数

流变固体模型的应力Ｇ应变关系为

σ＋(τσ)a∂aσ
∂ta＝E０ε＋E０(τε)a∂aε

∂ta (１)

式中τσ＝η/(k１＋k２)为应力松弛的弛豫时间,τε ＝

η/k２ 为蠕变弛豫时间;E０ ＝k１k２/(k１＋k２)为静弛

豫模量(频率为０时的弛豫模量);t为时间变量.
从式(１)可以看出,当a＝０时模型退化为线弹性

固体,a＝１时模型退化为传统整数阶流变模型.

图１　分数阶导数流变模型

Fig．１　Fractionalderivativerheologicalmodel

对任意时域函数f(t)引入如下Lapace变换:

f̂(s)＝∫
∞

０
f(t)e－stdt

f(t)＝ １
２πi∫

ζ＋i∞

ζ－i∞
f̂(s)estds

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(２)

式中 f̂(s)为函数f(t)的Laplace变换,s为时间变

量t的变换参数,上标̂ 表示对应物理量已进入LaＧ

place变换域;ζ为任意实数,i＝ －１为虚数单位.
对式(１)执行Laplace变换,得

σ̂(s)＝E０
１＋(τεs)a

１＋(τσs)aε̂(s) (３)

由式(３)得出复模量Êr 的表达式为

Êr(s)＝σ̂
(s)

ε̂(s)＝E０
１＋(τεs)a

１＋(τσs)a (４)

将式(３)描述的分数阶导数流变本构模型拓展

到三维应力状态,写为张量形式为

σ̂＝λ(s)θ̂I＋２μ(s)ε̂ (５)

式中σ̂,ε̂,θ̂为 Laplace变换域中的应力、应变张量

和体应变;I为三阶单位矩阵;λ,μ为 Laplace变换

域中的Lamé常数,根据其定义有

λ(s)＝ vÊr

(１＋v)(１－２v), μ(s)＝ Êr

２(１＋v) (６)

式中v为泊松比.

２􀆰２　桩Ｇ土竖向耦合振动模型

如图２所示,流变性黏土地层中埋置端承桩,
桩底为固定端,桩顶受竖向瞬时荷载 P(t),桩长

H,桩径r０.采用三维柱坐标系(rＧφＧz)构建桩Ｇ土

纵向耦合振动模型.

图２　桩土竖向耦合振动模型

Fig．２　VerticalcoupledvibrationmodelofpileＧsoil

桩Ｇ土纵向振动为轴对称问题,柱坐标系下流

变性黏土的运动方程张量表达式为

Ñ􀅰σ－ρsu􀅰􀅰＝０ (７)
式中u＝[ur,uz],σ＝[σr,σz,τrz]分别为土体的位

移和应力张量;Ñ＝∂
∂r＋ ∂

(r∂φ)＋
∂
∂z

为 Hamilton算

子;ρs 为土体密度.
将式(５)代入式(７),进行Laplace变换后得到

位移形式的运动方程为

μÑ２û＋(λ＋μ)Ñθ̂－ρss２û＝０ (８)
采用Euler杆模拟桩基,其纵向振动方程为

EpAp
∂２up

∂z２ －ρpAp
∂２up

∂t２ －q＝０ (９)

式中up 为桩基竖向位移,Ep,Ap,ρp 分别为桩基的

弹性模量、截面面积和密度;q为桩周土作用于桩

基的抗力.
地表为自由边界,边界条件为

∂uz

∂z z＝０
＝０ (１０)

土体在径向无穷远处的边界条件为

ur,uz,σz,τrz|r→∞＝０ (１１)
土体底部为固定边界,边界条件为
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uz|z＝H＝０ (１２)
桩Ｇ土界面的接触耦合边界条件为

ur|r＝r０＝０,uz|r＝r０＝up,q＝－２πr０τrz (１３)
桩顶自由端边界条件为

∂up

∂z z＝０
＝－P(t)

EpAp
(１４)

对于端承桩,桩底为固定端:

up|z＝H＝０ (１５)

３　控制方程求解

对土体位移矢量引入如下 Helmholtz分解:

u＝Ñϕ＋Ñ×ψ (１６)
式中ϕ为标量势函数,ψ 为矢量势函数.

将式(１５)代入式(８)得
Ñ(c２

p Ñ２ϕ－s２ϕ)＋Ñ×(c２
s Ñ２ψ－s２ψ)＝０ (１７)

式中cp ＝
(λs＋μs)

ρs
,cs ＝ μs

ρs
为复化压缩波速和

剪切波速.
根据张量运算性质,式(１７)可分解为

c２
p Ñ２ϕ－s２ϕ＝０,c２

p Ñ２ψ－s２ψ＝０ (１８)
将矢量势函数ψ 分解为两个标量势函数为

ψ＝Ñφ＋Ñ×χ (１９)
联合式(１８,１９),可得

c２
p Ñ２ϕ－s２ϕ＝０

c２
s Ñ２φ－s２φ＝０

c２
s Ñ２χ－s２χ＝０

ì

î

í

ï
ï

ïï

(２０)

利用分离变量法分别求解式(２０)得出ϕ,φ和

χ 的通解为

ϕ＝[A１cos(β１z)＋A２sin(β１z)]􀅰
[A３K１(β３r)＋A４I１(β３r)]

φ＝[A５cos(β１z)＋A６sin(β１z)]􀅰
[A７K１(β３r)＋A８I１(β３r)]

χ＝[A９cos(β１z)＋A１０sin(β１z)]􀅰
[A１１K１(β３r)＋A１２I１(β３r)]

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

(２１)

式中I１()、K１()分别为第一类和第二类１阶虚宗

量Bessel函数,A１~A１２为待定系数.
对式(９)进行Laplace变换得

EpAp
∂２ûp

∂z２ －ρpAps２ûp ＝q̂ (２２)

式中ûp 为桩基位移up 的 Laplace变换.式(２２)
的通解为

ûp ＝B５cos(γ２z)＋B６sin(γ２z)＋B７sh(γ２z)
(２３)

式中 γ１ ＝L/ ４(q~r－s２ρp)/Ep ,γ２ ＝ ρp/Eps,

B１—B７ 为待定系数.利用边界条件式(１０—１５)构
建线性方程组确定出待定系数 A１—A１２,则得到

桩Ｇ土系统的频域解.根据桩基动刚度和动阻尼的

定义,取s＝iω(ω 为角频率)得出流变性黏土地层

中桩基的动刚度和动阻尼的频域解为

Kd ＝Re P̂(iω)
ûp(iω)|z＝０
[ ], Nd ＝Im P̂ iω( )

　ûp(iω)|z＝０
[ ]

(２４)
式中 Kd,Nd 分别为桩基动刚度和动阻尼,Re表示

取实部,Im表示取虚部.通过对式(２３)取时间的

一阶导数可进一步得到桩顶速度V̂h,V̂h ＝sûp.定

义桩顶瞬时荷载P(t)为半正弦脉冲激励,其时域

函数和对应的Laplace变换为

P(t)＝P０sin πt
t０

æ

è
ç

ö

ø
÷H(t) (２５)

P̂(s)＝P０
πt０

π２＋t２
０s２(１＋e－st０) (２６)

式中P０ 为荷载幅值,t０ 为脉冲激励的时间宽度,

H(t)为 Heaviside阶跃函数

４　方法验证

４􀆰１　退化模型验证

将本文流变性黏土模型退化为线弹性弹性土,
与文献[１５]的结果进行对比验证.对桩顶位移和

频率进 行 无 量 纲 化 处 理,u∗ ＝u/H,f∗ ＝２r０ω/

Ep/ρp .将桩顶瞬时荷载定义为半正弦脉冲激

励,将桩顶速度的时域响应与文献[１６]的理论结果

和文献[１７]的测试结果进行对比,模型计算参数列

入表１.图３和图４显示,本文退化解与文献结果

吻合,而且与现场实测曲线也非常相似.

表１　计算参数

Tab．１　Calculationparameters
参数 量纲 数值

桩基弹性模量Ep GPa ２５

桩基密度ρp kg􀅰mＧ３ ２５００

桩长 H m ６

桩径r０ m ０􀆰３~０􀆰６

土体静弛豫模量E０ MPa ５􀆰５

土体泊松比v / ０􀆰２

土体密度ρs kg􀅰mＧ３ ２７００

４􀆰２　有限元模型验证

针对本文模型建立相应的有限元模型进行对

比验证,基于COMSOL多物理场分析软件,在固
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体力学模块构建桩周土的有限元模型,采用分数阶

导数标准线性固体模型描述土体应力应变关系,用

Euler梁模拟桩基,并在径向边界处采用无限元

域 ,如图５所示.图６为本文解与有限元解的对

比,显示本文结果与有限元计算结果基本吻合.

图３　桩顶位移频域结果验证

Fig．３　Verificationoffrequencydomainresults

图４　桩顶反射波时域结果验证

Fig．４　Timedomainvalidationofreflectedwaves

图５　有限元模型

Fig．５　Modeloffiniteelement

图６　有限元结果对比(r０＝０􀆰３m,a＝０􀆰４)
Fig．６　Verificationoffiniteelementresults(r０＝０􀆰３m,a＝０􀆰４)

５　算例分析

在表１基础上补充黏滞系数η＝１×１０４Pa􀅰s,
计算流变性黏土地层中桩基纵向振动的频域响应.
图７为不同黏性阶数a取值下桩顶位移的幅频响

应,可见桩顶位移幅值随频率振荡下降,在共振频

率处出现极大值,土体黏性阶数越大,共振频率处

的极值越小.图８和图９为不同黏性阶数a下桩

顶动刚度和动阻尼的频域曲线,显示土体黏性阶数

越大,动刚度和动阻尼的幅值越小.

图７　桩顶位移随频率的变化(r０＝０􀆰３m)
Fig．７　Variationofdisplacementwithfrequency(r０＝０􀆰３m)

图８　桩顶动刚度随频率的变化(r０＝０􀆰３m)
Fig．８　Variationofdynamicstiffnesswithfrequency(r０＝０􀆰３m)

图９　桩顶动阻尼随频率的变化(r０＝０􀆰３m)
Fig．９　Variationofdynamicdampingwithfrequency(r０＝０􀆰３m)

图１０给出了半正弦瞬时激励下桩顶速度的时

域响应,可见土体黏性阶数越大,桩顶反射波的速

度幅值越小.计算发现,当黏性阶数为１时,第一

反射波的速度幅值减小幅度达到２３􀆰７％,这在实

际工程检测中将导致接收到的反射波信号减弱,不
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利于桩基缺陷的辨识.

图１０　不同黏性阶数下的桩顶速度响应(r０＝０􀆰３m)
Fig．１０　Velocityresponseunderdifferentviscosity

orders(r０＝０􀆰３m)

６　结　论

本文利用分数阶导数修正Zener标准流变固

体模型,考虑桩周土的瞬时流变效应构建桩Ｇ土系

统纵向耦合振动模型,研究了流变性饱和黏土地层

中端承桩动刚度、动阻尼的频域特征,以及桩顶瞬

时激励下的竖向波动响应,得出以下几点结论.
(１)土体流变效应造成桩基动刚度和动阻尼在

频域中的波动幅值减小,土体流变性越强,桩基动

刚度和动阻尼沿频率的增长速率越缓慢.
(２)土体流变效应导致桩顶反射波的速度幅值

减小,在实际工程检测中造成接受到的反射波信号

减弱,不利于桩基缺陷辨识.
(３)大直径桩的反射波信号弱于小直径桩,土

体流变效应使得信号进一步减弱.本文结果显示,
桩基长细比小于１５时不宜采用反射波检测.
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VerticalvibrationofendＧbearingpileinfractionalrheologicalsoil

CHENZhenhong∗１,　WANGLian２,　YUYuanyuan１,　MAFei３

(１．GansuProvinceEngineeringResearchCenterforComprehensiveExploration,UtilizationandProtectionof
MineralResources(No．１InstituteofGeologyandMineralResourcesExploration,GansuProvincialBureauofGeology

andMineralResourcesExplorationandDevelopment),Tianshui７４１０２０,China;２．SchoolofRailwayTechnology,

LanzhouJiaotongUniversity,Lanzhou７３００７０,China;３．PengyangCountyNaturalResourcesBureauof
NingxiaHuiAutonomousRegion,Guyuan７５６５００,China)

Abstract:Usingfractionalderivativesto modifythe Zenerstandard rheologicalsolid modeland
consideringtheinstantaneousrheologicaleffectofthesoilaroundthepile,averticalcoupledvibration
modelofthepileＧsoilsystemisconstructed．ThefrequencyＧdomainanalyticalsolutionofthesystem
dynamiccontrolequationisderivedusing Laplacetransform andpotentialfunctiondecomposition
methods．Thetimedomainresponseunderinstantaneousexcitationatthepiletopisobtainedthrough
numericalLaplaceinversion．Then,numericalexamplesareusedtoanalyzethefrequency domain
characteristicsofdisplacementanddynamicstiffness,anddynamicdampingofendＧbearingpilevertical
vibrationinarheologicalclaylayer,aswellasthewaveresponseunderinstantaneousexcitationatthe
piletop．Researchhasfoundthattherheologicaleffectofsoilreducestheamplitudeofpiletop
displacementanddynamicstiffnessandtherheologicaleffectofsoilcausesadecreaseintheamplitudeof
thepiletopresponseandaweakeningofthereflectedwavesignalunderinstantaneousexcitation．

Keywords:rheologicalsoil;fractionalderivative;endＧbearingpile;verticalvibration
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