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波浪模式的变分多尺度方法模拟

刘小刚1，任睿超2，王震1，惠小健1，章培军1

( 1. 西京学院 理学院，陕西 西安 710123；2. 西北大学 数学学院，陕西 西安 710127)

摘要：针对波浪模式问题，将变分多尺度方法与自由面捕捉技术相结合；把波浪模式的各个物理量分

解到“粗” “细”两种尺度上，引入消除数值伪振荡的稳定化结构；最后求解“粗” “细”两种尺度耦合的

整体变分多尺度方程，模拟了水波自由晃动的 1 个周期和波浪的传播过程。模拟结果表明：采用变分

多尺度方法模拟水波晃动和波浪传播不会引起数值伪振荡，得到精确的数值解，能够正确模拟水波自

由晃动的周期性变化现象以及波浪的传播过程。
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1　引言

波浪模式是流体力学中的一个研究热点 [1–5]，水波

自由晃动和波浪传播是典型的波浪模式问题，它的性

质和规律很大程度上反映了自由面问题的性质和规

律，所以对其数值方法进行深入研究具有重大意义。

用标准的有限元方法模拟自由面问题时，当对流项或

反应项占优时，数值结果会伴随着剧烈的数值伪振

荡。这种无任何物理意义的数值伪振荡可以使数值

结果严重失真 [6]。变分多尺度方法通过对“细”尺度解

的近似自动获得稳定化结构的稳定化因子，并把“细”
尺度上的近似解代入原偏微分方程对应的 Galer-
kin 变分弱形式以修正“粗”尺度上的解，使得“粗”尺
度上的解包含“细”尺度上解的特性，从而提高了数值

求解过程的数值稳定性 [7– 8]，并基于变分多尺度方法，

研究波浪模式问题。

2　波浪模式的模型描述

波浪模式的模型方程是一个非定常黏性不可压

Navier-Stokes 方程，即

∇ · v = 0, on Ω, （1）
∂v
∂t
+ (v · ∇)v− 1

ρ
∇ · (µ∇v)+

1
ρ
∇p = f , on Ω, （2）

σ · n= 0, on Γ1, （3）
v · n= 0, on Γ2, （4）

v = (u,v)T p f = ( f1, f2)
T

ρ µ t σ

Ω Γ1 Ω

Γ2 Ω Γ = Γ1∪Γ2

n Γ ρ = 1 000 kg/m3

µ = 1.0×10−2 m2/s f2 = 9.8 m/s2 f1 = 0.0 m/s2

v = (u,v)T σ n

式中， 为流体的速度向量； 为压力；

为体积力； 为密度； 是运动黏度系数； 为时间； 为

应力张量； 为二维求解区域； 为区域 的自由面边

界； 为区域 的固壁边界； 为求解区域的边

界； 是边界 的单位外法向量。公式中 ，

，重力加速度 ， 。

其中，速度 、应力张量 和法向量 为矢量，其

他变量为标量。

3　数值算法

T = {Ωe| ,e = 1,2, · · · ,nel}

Ω nel h =max{hΩe } hΩe

Ωe

空间离散采用正规网格剖分 ，

表示计算区域， 为网格数， ， 是网格

的直径。试验函数空间取为

S = { v ∈ (PK(Ωe))2
∣∣v = vD,on ΓD; e = 1, · · · ,nel}, （5）

相应的检验函数空间取为
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W = {w ∈ (PK(Ωe))2
∣∣w = 0,on ΓD; e = 1, · · · ,nel}, （6）

PK(Ωe) Ωe K式中， 是网格 上的 阶完全多项式。压力空间

的试验函数和检验函数空间取为

Q = {q|q ∈ PK(Ωe),e = 1, · · · ,nel}. （7）

式（1）和式（2）的变分弱形式为

(q,∇ · v) = 0, ∀q ∈ Q. （8）Å
w,
∂v
∂t

ã
+(w, (v · ∇)v)+

1
ρ

(∇w,µ∇v)− 1
ρ

(∇ ·w, p)

=(w, f ), ∀w ∈W, （9）
q式中， 是压力的试验函数和检验函数；w、v 分别为速

度的检验函数和试验函数。

式（2）是一个非线性方程组 [9]，对其进行线性化

可得

∂v
∂t
+ (v0 · ∇)v− 1

ρ
∇ · (µ∇v)+

1
ρ
∇p = f , （10）

v0式中， 为 Picard 循环迭代中的前一步数值解。

下面根据变分多尺度的思想建立求解方程（9）的

“细”尺度模型。首先把检验函数和试验函数分解到

“粗” “细”两种尺度上，即

w(x) = w̄h(x)+w′(x), （11）
v(x, t) = v̄h(x, t)+ v′(x, t), （12）

w̄h(x) v̄h(x, t)

w′(x),v′(x)

式中， , 分别为“粗”尺度上的检验函数和试

验函数； 分别为“细”尺度上的检验函数和试

验函数。

B = {b|b ∈ (HK/PK)(Ωe),b = 0,on ∂Ωe;

e = 1,2, · · · ,nel} w′(x),v′(x) B

取 如 下 的 空 间

，并要求 的每个分量均属于 ，

即用高阶“泡”近似“细”尺度上的解 [10]。

把式（12）代入式（8）可得

[qh,∇ · (v̄h + v′)] = 0. （13）

v′(x, t)

v′(x, t)
∂v
∂t
=
∂v̄h

∂t

式（12）中的细尺度 可用在时间域上间断、

空间域上连续的高阶分段多项式表述。特别地，细尺

度 可用时间域上为常数的分段函数表示。因此

令 ,于是把式（ 11）式（ 12）代入式（ 9），并分

解 [10]，可得Å
w̄h,
∂v̄h

∂t

ã
+ [w̄h, (v0 · ∇)(v̄h + v′)]+

1
ρ

[∇w̄h,µ∇(v̄h + v′)]− 1
ρ

(∇ · w̄h, ph) = (w̄h, f ), （14）Å
w′,
∂vh

∂t

ã
+ [w′, (v0 · ∇)(vh

+ v′)]+

1
ρ

[∇w′,µ∇(vh
+ v′)]− 1

ρ
(∇ ·w′, ph) = (w′, f ). （15）

式（14）和式（15）就是动量方程在“粗” “细”两种

尺度上满足的控制方程。

下面通过 Petrov-Glerkin 方法求解 “ 细 ” 尺度方

程（15）。

be
1,b

e
2 v′ = be

1α w′ = be
2β

be
1 ∈ B,be

2 ∈ B β

为简单起见，“细”尺度上的试验函数和检验函数

均取一个基函数 [10]，分别为 ，则 ， ，

。将其代入式（ 15），由 的任意性可得

“细”尺度上的近似解为

v′ = τε, （16）
τ = be

1(b
e
2,1)[(be

2, (v
0 · ∇)be

1)+ (∇be
2,∇be

1)]
−1
, （17）

ε = f − ∂v̄
h

∂t
− (v0 · ∇)v̄h − 1

ρ
∇ · (µ∇v̄h)− 1

ρ
∇ph. （18）

式（16）至式（18）即为基于原偏微分方程残差的

“细”尺度上的近似解。

再建立总体变分多尺度方程。把式（16）至式

（18）代入式（14）中，由散度定理，可得Å
w̄h,
∂v̄h

∂t

ã
+ [w̄h, (v0 · ∇)v̄h]+

1
ρ

(∇w̄h,µ∇v̄h)− 1
ρ

(∇ · w̄h, ph)−ï
1
ρ
∇ · (µ∇)w̄h + (v0 · ∇)w̄h, τε

ò
= (w̄h, f ).

（19）
将式（16）代入式（13），并运用散度定理，有

(qh,∇ · v̄h)− (∇qh, τε) = 0, （20）

方程（19）和（20）就是要求解的整体变分多尺度

方程。

这里采用修正迭代技术确定自由面的位置。自

由面上具有如下 3 个边界条件：

unx − vny = 0, （21）

γxnx −γyny = S
Å

1
ρ1
+

1
ρ2

ã
, （22）

γynx −γxny = 0, （23）

u,v x y
(

nx,ny

)(
γx,γy

)
S

(ρ1,ρ2) h = h(x, t)

t x

式中， 分别为 轴、 轴上的速度； 为垂直于自

由面的单位法线， 是垂直于自由表面力； 为表

面张力系数； 是曲面的主曲率半径。定义

为 时刻 处的自由面高度函数，则微分形式下的自由

面运动条件为

∂h
∂t
= v−u

∂h
∂x
=G(U(t),h(t)), （24）

U = (u,v)式中， 。选取一阶 Euler 格式

h(x, t+∆t) = h(x, t)+∆tG(U(t),h(x, t)), （25）

作为自由面运动条件式（24）的更新格式。

4　数值模拟

4.1    水波自由晃荡

∆t = 0.01

T

η =
H
2

cos(kx)

计算中采用的时间步长为 ，这里计算了

一个周期 内自由面的变化趋势，计算区域为 1 m×3 m，

网格步长为 0.1 m，上边界为自由面边界，其他边界为

固壁边界，初始波形为 ，从初始波形到恢
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T
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T
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3T
4

T

复初始波形的晃动为 1 个周期 。图 1 至图 5 分别给

出了初始时刻 、 、 和 时刻的速度及压力。

前面在初始时刻指定的初始速度为 0，而图 1a 和

图 1b 却给出了非零的速度，这是由于在保持初始自

由面位置不变的条件下迭代求解了 15 次控制方程，

使之达到稳态。

T
4

T
4

从图 2 可以看出，在水体重力的作用下，微幅波

左侧水面下降，右侧水面在左侧水体的推动和挤压下

上升，并在 时刻达到水平状态。由于动力惯性的作

用，左侧水面继续下降而右侧水面继续上升，经过约

周期的运动后呈现图 3 所示的状态。在这一时刻水

的速度方向发生改变，开始了新一轮半个周期的运

动，如图 4 和图 5 所示，其分析结果同前所述。由图 1

至图 5 可以看出，水的运动速度呈现周期性变化的规

律，压力随着水深的增加而逐渐增大。

4.2    波浪的传播

波浪的传播是海浪模式的一个主要研究内容。

图 6 至图 8 给出了波浪传播的数值模拟结果，其中每

个图分别给出了波浪的水平速度、垂直速度和压

力。在初始时刻，波浪位于计算区域的中间（图 6），
随后波浪向左传播。由图 7 可见，在波浪向左传播的

过程中，波峰向左移动，波峰两边的垂直速度方向相

反。图 8 显示了波峰传播到左边界的模式。这个算

例可以推广到研究海浪与海岸相互作用实际问题中。

5　结论

变分多尺度方法可以有效地处理具有多尺度效
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图 1    初始时刻波浪的水平速度（u）、垂直速度（v）和压力

Fig. 1    The horizontal velocity (u), the vertical velocity (v), and the pressure of the wave at the initial moment
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T/4图 2    时刻波浪的水平速度（u）、垂直速度（v）和压力

Fig. 2     The horizontal velocity (u), the vertical velocity (v), and the pressure of the wave at the T moment
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T/2图 3    时刻波浪的水平速度（u）、垂直速度（v）和压力

Fig. 3    The horizontal velocity (u), the vertical velocity (v), and the pressure of the wave at the T/2 moment
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3T/4图 4    时刻波浪的水平速度（u）、垂直速度（v）和压力

Fig. 4    The horizontal velocity (u), the vertical velocity (v), and the pressure of the wave at the 3T/4 moment
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应的数学物理问题。本文在变分多尺度的理论框架

内将变分多尺度方法与自由面技术相合，提出了模拟

波浪模式的一种新的数值方法，其中自由表面位置的

确定由自由面运动条件控制。作为算例，应用此技术

数值求解了水波自由晃动问题和波浪传播问题，得到

了如下结论：

（1）通过 Petrov-Galerkin 方法，用 “泡 ”函数近似

“细”尺度上的解，变分多尺度方法可以消除由对流项

占优和速度−压力失耦引起的数值伪振荡，并得到满

意的数值结果。

（2）对水波自由晃动问题，结合自由面运动条件

的变分多尺度方法能很好地模拟自由面的周期性变

化趋势，而且速度、压力的分布也呈现周期性变化的

规律。

（3）变分多尺度方法能够有效地模拟波浪传播问

题，可以进一步推广到研究海浪与海岸相互作用的实

际工程问题。
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T图 5    时刻波浪的水平速度（ u ）、垂直速度（ v ）和压力

Fig. 5    The horizontal velocity (u), the vertical velocity (v), and the pressure of the wave at the T moment
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图 6    初始时刻波浪的水平速度（u）、垂直速度（v）和压力

Fig. 6    The horizontal velocity (u), the vertical velocity (v), and the pressure of the wave at the initial moment
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图 7    t=0.8 s 时刻波浪的水平速度（u）、垂直速度（v）和压力

Fig. 7    The horizontal velocity (u), the vertical velocity (v), and the pressure of the wave at t=0.8 s moment
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图 8    t=1.6 s 时刻波浪的水平速度（u）、垂直速度（v）和压力

Fig. 8    The horizontal velocity (u), the vertical velocity (v), and the pressure of the wave at t=1.6 s moment
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Numerical simulation of wave pattern with variational multiscale method

Liu Xiaogang 1，Ren Ruichao 2，Wang Zhen 1，Hui Xiaojian 1，Zhang Peijun 1

(1. School of Science, Xijing University, Xi’an 710123, China; 2. School of Mathematics, Northwest University, Xi’an 710127, China)

Abstract: For the wave model, we combine the variational multiscale method with the free surface captured techno-
logy, and decompose various physical quantities of the wave model into “coarse” scale and “fine” scale following
the variational  multiscale  method,  and introduce the stabilization structure to eliminate numerical  pseudo oscilla-
tion. Finally, the total variational multiscale equation of coupling “coarse” scale and “fine” scale is solved to simu-
late the water wave oscillating freely in a cycle and wave propagation. The numerical results show that the numeric-
al results is accurate, and the method eliminates the spurious oscillations, and simulate correctly the phenomenon of
periodic changes of water waves oscillating freely and wave propagation.

Key words: wave model；variational multiscale；stabilized methods；free surface
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