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摘要：水槽实验通常用于波浪传播变形及防波堤护面块体稳定性等研究，涉及的波要素沿水槽纵向变

化且在垂直于水槽的横向保持不变。然而实验中当波长与水槽宽度满足一定关系时，可能出现明显

的横向波动现象。本文针对对称指数型隆起地形，基于线性长波方程分别推导了其内沿水槽方向的

纵波与垂直于水槽方向的横波的解析表达。水槽内对称指数地形上的纵波可以表示为第一类和第二

类一阶贝塞尔函数的形式，并结合自由水面及速度连续条件最终得到其完整解。对称指数地形上分

别存在偶对称和奇对称模态的横波，可表示为第一类 ν 阶贝塞尔函数的形式。偶对称模态 (n, m) 沿水

槽方向有 n 条波节线，在垂直于水槽方向存在 2m 条波节线；奇对称模态 (n, m) 沿水槽方向存在 n 条波

节线而在垂直方向有 2m − 1 条波节线。
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 1　引言

波浪是近岸最重要的动力因素之一，对于泥沙运

动、岸滩演变及海岸工程安全具有重要影响 [1– 3]。波

浪水槽实验是波浪传播变形及防波堤结构稳定性等

研究的常用手段之一 [4– 5]。通常，水槽实验中波浪要

素沿水槽纵向变化而在其垂直的横向保持不变。然

而，一些实验中发现在某些条件下水槽内会出现明显

的横向波动现象 [6–8]。

针对垂直于水槽的横向波动现象，Lin 和 Howard[6]

开展了水槽实验，发现当入射波的频率是横波频率的

两倍时可以激发显著的横波，并将该现象称之为次谐

横波。Garrett[7] 首次从数学上解释了有限长水槽内次

谐横波的产生机理。Mahony[9] 进一步将其拓展至长

水槽内的次谐横波情况，并指出黏性耗散限制横波的

临界波幅。Barnard 和 Pritchard[10] 开展了物理模型实

验验证了 Mahony[9] 的理论，并进一步分析了横波的

增长、稳定和衰减过程。Bernoff 等 [11] 进一步从理论

上研究了水槽边壁和底部、自由表面及造波机黏性

边界对横波的影响。Ayanle 等 [12] 基于渐进理论研究

了两个模态横波相互作用下波幅的三维演变过程。

Deng[13] 从理论上指出考虑三阶非线性相互作用时，

水槽内可出现与造波机频率相同的横波，称之为同频

横波，并开展了物理模型实验验证了其理论。

以上研究均针对常水深水槽中的横波。实际水

槽物理模型实验还涉及波浪在地形上的传播变形及

破碎情况 [8, 14–15]，这些变水深地形水槽实验中是否存在

横向波动是亟需深入研究的内容。王岗和郑金海 [16]

基于线性浅水方程推导了梯形底床波浪水槽中横波

的解析解，并讨论了水槽宽度及地形等因素对横波的

影响。Wang 等 [17] 提出了波浪水槽中双曲余弦地形上

横波的解析理论。为进一步证明变水深地形上的横
 
收稿日期: 2022−11−11；修订日期: 2023−01−12。

基金项目: 江苏省自然科学基金杰出青年基金（BK20220082）；国家自然科学基金（52071128）。

作者简介: 谢蓉（1998—），女，四川省内江市人，主要从事水动力数值模拟研究。E-mail：395162775@qq.com

* 通信作者: 熊焱（1992—），女，江苏省南京市人，讲师，主要从事极端水灾害数值模拟研究。E-mail：xiongyan@hhu.edu.cn

第 45 卷     第 6 期 海        洋        学        报 Vol. 45    No. 6

2023 年 6 月 Haiyang Xuebao June 2023

 

mailto:395162775@qq.com
mailto:xiongyan@hhu.edu.cn


波是一种较为普遍的波浪现象，并不限于梯形及双曲

余弦型地形，本文针对指数地形的波浪传播变形开展

研究，从理论上揭示其横波的运动特征。

 2　地形及控制方程

如图 1 所示，假设在水深为 h1 的水槽内布置一个

对称指数地形，波浪从左侧产生，向右传播。采用笛

卡尔坐标系，其中沿水槽纵向为 x 轴，横向为 y 轴，

z 轴从静水位垂直向上为正，坐标原点位于指数地形

顶部中心线的静水面上。设水槽宽为–b ≤ y ≤ b，指
数地形长为–L≤ x ≤ L。将水槽分为 4 个区域，其水

深分别为

h =


h1 x < −L
h0 exp(−λx) −L ⩽ x < 0
h0 exp(λx) 0 ⩽ x ⩽ L
h1 x > L

， （1）

式中，h0 是地形顶部的水深，单位：m；λ 为决定隆起地

形变化率的参数，单位：m−1；常水深 h1=h0exp（λL）。
  

区域Ⅰ 区域Ⅱ 区域Ⅲ 区域Ⅳ
z

x

x = −L x = L

0

图 1    波浪水槽示意图

Fig. 1    Definition sketch of the wave flume
 

本文采用线性长波方程描述水槽内的波动现象：

ηtt −g∇ (h∇η) = 0， （2）
∇

∂ ∂ ∂ ∂

式中，η 是自由水面；t 表示时间；g 是重力加速度； =

（ / x, / y）是水平梯度算子。

 3　纵波

 3.1    理论推导

首先假设水槽中只存在纵波，由造波机产生并沿

着水槽纵向传播，因此自由水面表达式可以写为

ηp (x, t) = ζp (x)exp(iωt)， （3）

式中，ω 是入射波的角频率；下标 p 代表纵波；i =（–1）1/2，

为虚数单位。

对于区域 I，指数隆起地形之前存在入射波及反

射波，其波面方程表示为

ζp,I = exp(−ikx)+C · exp(ikx)， （4）

式中，设入射波的入射波幅为单位 1；C 为反射波的反

射系数；下标 I 表示区域 I；k = ω/（gh1） 1/2 是常水深的

波数。

对于区域 II，将自由水面表达式（3）代入线性浅

水方程（2）并考虑地形公式（1），有
d2ζp
dx2
−λdζp

dx
+
ω2

gh0
exp(λx)ζp = 0， （5）

引入两个变换量：

χ =
2ω
λ
√

gh0

exp
(1

2
λx
)
， （6）

ζp =
λ
√

gh0

2ω
χF (χ)， （7）

此时式（5）可化简为一阶贝塞尔方程的形式，即：

χ2Fχχ +χFχ +
(
χ2 −1

)
F = 0， （8）

其对应的通解为

F (χ) = A1J1 (χ)+B1Y1 (χ)， （9）

式中，A1 和 B1 是常数；J1 （χ）和 Y1 （χ）是一阶第一类和

第二类贝塞尔函数 [18]。

最终得区域 II 的波面表达式为

ζp = exp
(1

2
λx
)
·
ß

A1J1

ï
2ω
λ
√

gh0

exp
(1

2
λx
)ò
+

B1Y1

ï
2ω
λ
√

gh0

exp
(1

2
λx
)ò™

. （10）

同理对于区域 III，将自由水面表达式（3）代入线

性长波方程（2）并考虑地形公式（1），得
d2ζp
dx2
+λ

dζp
dx
+
ω2

gh0
exp(−λx)ζp = 0， （11）

引入自变量：

τ =
2ω
λ
√

gh0

exp
(
−1

2
λx
)
， （12）

其对应的因变量为

ζp =
λ
√

gh0

2ω
τQ (τ)， （13）

同样得一阶贝塞尔方程：

τ2Qττ +τQτ +
(
τ2 −1

)
Q = 0， （14）

其通解为

Q (τ) = A2J1 (τ)+B2Y1 (τ)， （15）

最终得到区域Ⅲ的波面方程为

ζp =exp
(
−1

2
λx
)
·
ß

A2Jν

ï
2ω
λ
√

gh0

exp
(
−1

2
λx
)ò
+

B2Yν

ï
2ω
λ
√

gh0

exp
(
−1

2
λx
)ò™

. （16）

6 期    谢蓉等：对称指数地形水槽内纵波和横波解析解研究 45

 



对于区域 IV，隆起地形之后只存在透射波，其自

由水面可表示为

ζp = D · exp(−ikx)， （17）

式中，D 为透射波的透射系数。

由不同区域处自由水面及速度连续有：

ζp = ζp|x = −L, ζp = ζp|x = 0, ζp = ζp|x = L， （18）

dζp
dx
=

dζp
dx

∣∣∣∣
x = −L

,
dζp
dx
=

dζp
dx

∣∣∣∣
x = 0

,
dζp
dx
=

dζp
dx

∣∣∣∣
x = L

， （19）

联合求解式（18）和（19）可得参数 C、A1、B1、A2、

B2 和 D。此外，由于本文的推导过程没有考虑能量损

失，因此反射波和透射波的能量之和应等于入射波能

量，该能量守恒关系可以表示为

|C|2 + |D|2 = 1， （20）

式（20）可用于检验计算结果的正确性。

 3.2    结果分析

图 2 展示了造波机产生的纵波归一化波幅后沿

着水槽的变化。由于反射作用，指数隆起地形之前的

波幅存在明显波动。水深变浅使波幅呈现增大的趋

势，但同样受到反射波的影响，导致最大波幅并非出

现在隆起地形的顶部。由于隆起地形对波浪的反射

作用，其后的透射波小于入射波。
  

−20 −10 0 10 20
0

1

2

ζ p
/A

x/m

图 2    归一化波幅沿波浪水槽的变化
Fig. 2    Variation of normalized amplitudes along the

wave flume

阴影部分标识隆起地形区域，其中 L = 5 m，T = 4.6 s，λ = 0.46 m−1，

h1 = 0.5 m，h0 = 0.05 m
Shaded areas denotes the hump shoal, where L = 5 m, T = 4.6 s, λ = 0.46

m−1, h1 = 0.5 m and h0 = 0.05 m
 

由于水槽中纵波的传播特征与地形顶部水深 h0、

地形参数 λ 以及入射波角频率 ω 密切相关，因此，本

文进一步讨论反射系数及透射系数随纵波传播的变

化。图 3 展现了反射系数及透射系数随隆起地形顶

部水深 h0 的变化。反射系数 C 随着 h0 的增大而逐渐

减小，表明随着隆起地形顶部水深的增加，地形对波

浪的反射作用逐渐减小。而透射系数 D 随着 h0 的增

加而缓慢增加，表明随着隆起地形顶部水深的增加有

更多波浪可透过地形向前传播。

图 4 为固定指数地形时反射系数 C 与透射系数

D 随入射波角频率的变化情况。反射系数 C 随着入

射波角频率 ω 的增加而非周期性的振荡，但总体呈

减小趋势。透射系数 D 随入射波角频率 ω 的增加而

呈现出非周期性总体增大的趋势。这表明隆起地形

对频率较低的波浪有较显著的反射，而频率较高的波

浪则有更多成份透过地形继续向前传播。

地形参数 λ 决定隆起地形变化率。由图 5 可知，

反射系数 C 随 λ 的增加而呈现非周期性增大的趋势，

而透射系数 D 呈现非周期性减小的趋势。这表明随

着地形变陡，有更多的波浪成分被反射回去，透射过
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图 3    反射系数和透射系数随隆起地形顶部水深

h0 的变化

Fig. 3    Reflection and transmission parameters versus the depth

at the top of hump shoal h0

T = 4.6 s，h1 = 0.5 m，L = 5.0 m，λ = ln（h1/h0）/L，ω = 1.37 rad/s

 T = 4.6 s, h1 = 0.5 m, L = 5.0 m, λ = ln (h1/h0)/L and ω =1.37 rad/s
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图 4    反射系数和透射系数随着入射波角频率的变化

Fig. 4    Reflection and transmission parameters versus the angu-

lar frequency ω for the hump shoal

h1 = 0.5 m，h0 = 0.05 m，L = 5.0 m，λ = 0.46 m−1

h1 = 0.5 m, h0 = 0.05 m, L = 5.0 m and λ = 0.46 m−1
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图 5    反射系数和透射系数随着 λ 的变化

Fig. 5    Reflection and transmission parameters versus the topo-

graphy parameter λ for the hump shoal

h1 = 0.5 m，h0 = 0.05 m，L = 5.0 m，ω = 1.37 rad/s，λ = ln（h1/h0）/L

h1 = 0.5 m, h0 = 0.05 m, L = 5.0 m, ω = 1.37 rad/s and λ = ln（h1/h0）/L
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隆起地形继续向前传播的波浪成分则逐渐减小。

 4　横波

 4.1    理论推导

…

已有研究 [6– 13] 表明，横波是由造波机直接产生的

行进波在参数共振下通过自由水面的空间平均运动

产生的，其波长 l 与水槽宽 2b 满足关系 l ≈ 4b/n，其中

n = 1, 2, 3, ，为横波的模态数。当波浪水槽的宽度

与入射波的波长为相同数量级时，可能会产生横波。

假设波浪水槽中仅单独存在横波，其第 n 个模态的波

数为

κn =
nπ
2b

. （21）

横波的自由水面可表示为

ηc (x,y, t) = ζc (x)cos
[
κn (y+b)

]
exp(iωt)， （22）

式中，下标 c 代表横波。

进一步假定横波限于隆起地形上，将式（22）代入

线性长波方程（2）并考虑地形公式（1），有
d2ζc
dx2
∓λdζc

dx
+

ï
ω2

gh0
exp(±λx)−κ2

n

ò
ζc = 0， （23）

引入变量：

γ =
2ω
λ
√

gh0

exp
(
±1

2
λx
)
， （24）

其对应的因变量为

ζc =
λ
√

gh0

2ω
γR (γ)， （25）

式（23）可简化为 ν 阶贝塞尔方程：

γ2Rγγ +γRγ +
(
γ2 − ν2

)
R = 0， （26）

其中，

ν =
»

1+4κ2
n

/
λ2， （27）

式（26）的通解为

R (γ) = A3Jν (γ)+B3Yν (γ)， （28）

式中，A3 和 B3 为待定常数。

x→±∞ γ→ 0当 时 ，此时 ν 阶贝塞尔函数有近似关系：

Jν (γ) ≈
(1

2
γ

)ν/
Γ (ν+1)， （29）

Yν (γ) ≈ −
( 1
π

)
·Γ (ν) ·

(1
2
γ

)−ν
. （30）

由于 ν > 1 且当 γ→0 时，Yν （γ）  → ∞，这与横波被

限制在指数地形上其波幅在隆起地形较远区域趋于

0 相悖，故应舍去第二类贝塞尔函数，即令其系数 B3 =
0。因此，对称指数隆起地形上的横波应表示为

ζc = A3 exp
(
∓1

2
λx
)

Jν

ï
2ω
λ
√

gh0

exp
(
∓1

2
λx
)ò

. （31）

对于沿对称地形传播的波浪，其存在为偶对称与

奇对称两种模态 [17, 19]。

偶对称模态的横波其自由水面需满 x = 0 处导数

为 0，即：

dζc
dx

∣∣∣∣
x=0

= 0. （32）

由式（31）可得：

γ0Jν−1 (γ0)+2Jν (γ0)−γ0Jν+1 (γ0) = 0， （33）

其中，

γ0 =
2ω
λ
√

gh0

. （34）

式（33）确定横波波数 κn 与角频率 ω 的关系，即对

称指数隆起地形上偶对称模态横波的频散关系。

奇对称模态的横波需满足自由水面在 x=0 处为

0，即：

ζc|x=0 = 0. （35）

由式（31）可得

Jν (γ0) = 0， （36）

式（36）给出了对称指数地形上奇对称模态横波的频

散关系。

…

…

偶对称模态和奇对称模态的频散关系（33）与（36）

是隐式的，需要数值求解。对于给定的指数隆起地形

和波数 κn，频散关系（33）和（36）通常可得多个对应的

频率 ω。参考边缘波及海脊俘获波研究 [19–20] ，对于给

定的波数 κn，偶模态横波频率最小的解称为模态 m =
0，频率第二小的解称为模态 m = 1， ，以此类推；奇

模态横波频率最小的解称为模态 m = 1，频率第二小

的解称为模态 m = 2， ，以此类推。也即偶模态横波

的最小模态为模态 0，奇模态横波的最小模态为模态

1。因此，对于给定的横向波数 κn 和纵向模态 m，指数

隆起地形上横波模态是（n, m）。

 4.2    频散关系

横波是波峰线与造波机垂直的驻波，沿水槽宽度

方向传播，波数与水槽宽度间关系由式（21）确定。横

波奇偶模态的频散关系（33）和（36）表明波数 κn 不仅

与角频率 ω 及模态 m 有关，还与隆起地形顶部水深

h0 及地形参数 λ 有关。图 6 展示了宽 2b = 1 m 水槽模

态 n = 1, 2 和 3 模态对应的偶对称及奇对称模态角频

率变化情况。对于给定的指数型隆起地形在相同的

波数情况下，角频率随着模数 m 的增加而增加。对

于同一模态，奇对称模态对应的频率小于偶对称模态

对应的频率。

图 7 展示了 λ = 0.46 m−1，κ1 = π m−1 时角频率 ω 随

指数型隆起顶部水深 h0 的变化情况。角频率 ω 随着

h0 的增加而增加，模态 m 越高，增加速率越快。对于

确定的 h0，奇对称模态及偶对称模态对应的角频率皆
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随着模数 m 的增加而增加。图 8 展示了当指数型隆

起顶部水深 h0 和波数 κ 确定时，角频率 ω 随着地形

参数 λ 的变化情况。角频率 ω 随着 λ 增加而增加，模

态 m 越高，增加速率越快。对于确定的地形参数 λ，
角频率随着模数 m 的增加而增加，且相同模态时奇

对称模态对应的频率小于偶对称模态对应的频率。

 4.3    空间分布

图 9 展示了不同波数时前 4 个偶对称模态和前

3 个奇对称模态的波幅沿水槽分布情况。偶对称模

态的波幅关于隆起地形的中心线对称分布，两侧的节

点个数分别与模数 m 相等，即当 m = 0 时没有节点

数，当 m = 1 时，两侧各有节点数为 1。奇对称模态的

波幅在地形两侧呈现 π 的相位差，即一侧的波幅为正

时另一侧相应的波幅为负。除隆起地形顶部始终为

波节点，地形两侧各有（m − 1）个波节点对称分布。

横波主要分布于隆起地形顶部附近并向两侧呈波幅

总体减小的趋势，且模态 m 越大减小越缓慢。对于

相同的模态，波数越大横波波幅减小的越快。

图 10 和图 11 分别展示偶对称与奇对称模态的

前 3 个模态的波幅空间分布。横波在指数地形的纵

向和横向上都是驻波。偶对称模态（n, m）沿水槽方

向有 n 条波节线，在垂直于水槽方向存在 2m 条波节

线；奇对称模态（n, m）沿水槽方向存在 n 条波节线，而

在垂直方向有 2m − 1 条波节线。对于波数 κ2 = 2π m−1

的横波分别在水槽宽 1/4 和 3/4 处有两条沿水槽方向

的波节线。偶对称模态横波波幅沿水槽方向关于隆

起地形的中心线对称，且在中心线处达到最大值。对

于模态m = 0，其在垂直于水槽方向上没有波节线（图 10a）；

对于模态 m = 1，在隆起地形的两侧各有一条相互对

称的波节线（图 10b）；对于模态 m = 2，在隆起地形的

两侧各有两条相互对称的波节线（图 10c）。奇对称模

态横波波幅沿水槽方向关于隆起地形的中心线反对

称分布，即在地形的一侧波幅取得最大值，在地形的

另一侧则为负的最大值。对于模态 m = 1，其垂直于

水槽方向的波节线与指数地形中心线重合（图 11a）；

对于模态 m = 2，除在地形中心线处的一条波节线外，

在地形的两侧分别还存在一条相互对称的波节线

（图 11b）；对于模态 m = 3，除在地形中心线处的一条

波节线外，在地形的两侧分别还存在两条相互对称的

波节线（图 11c）。

 5　结论

本文针对水槽内布置的对称指数型隆起地形，基

于线性长波方程分别推导了沿水槽方向的纵波与垂

直于水槽方向的横波的解析表达。指数型隆起地形

前的入射波和反射波及其后的透射波都可以表示为

指数函数的形式，而隆起地形上的波动则可表示为第

一类和第二类一阶贝塞尔函数的形式，结合自由水面
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及速度在隆起地形前后边界处的连续条件，最终得到

水槽内纵波的完整解。基于所推导的纵波解析理论，

进一步讨论了隆起地形顶部水深 h0、角频率 ω 以及

地形参数 λ 对透射系数及反射系数的影响。反射系
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Fig. 10    Spatial structure of the cross-wave amplitudes for symmetrical patterns over the exponential symmetric shoal

宽 2b = 1 m，长 L = 5.0 m，顶部水深 h0 = 0.05 m，地形参数 λ = 0.46 m−1，隆起地形上波数 κ2 = 2π m−1，m = 0（a），m = 1（b），m = 2（c）

2b = 1 m, L = 5.0 m, h0 = 0.05 m, h1 = 0.5 m and λ = 0.46 m−1 corresponding κ2 = 2π m−1, where m = 0(a）, m = 1(b), m = 2(c)
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数 C 随着 h0 的增大而减小，而透射系数 D 随着 h0 的

增加而增加；反射系数 C 随角频率 ω 的增加出现非

周期性的振荡，但总体呈减小趋势，而透射系数 D 则

相反，总体呈上升趋势。由于地形变陡后有更多能量

被反射回去，因此反射系数 C 随 λ 的增加会出现非周

期性的振荡，但总体呈现增加趋势，透射系数 D 相

反，随着 λ 的增加呈现减小趋势。考虑到当入射波波

长与水槽宽度接近时，可能会出现横波现象，本文还

进一步从理论上给出了指数型隆起地形上的横波现

象。指数型隆起地形上的横波可以表示为第一类

ν 阶贝塞尔函数的形式，结果表明对称隆起地形上的

横波存在偶对称及奇对称模态。偶对称模态（n, m）

沿水槽方向有 n 条波节线，在垂直于水槽方向存在

2m 条波节线；奇对称模态（n, m）沿水槽方向存在 n 条

波节线而在垂直方向有 2m − 1 条波节线。

对于实际水槽物理模型实验，传统认为波浪的反

射随周期的增加而增加，本文理论表明隆起地形上波

浪反射并不单调随周期增加，而是振荡变化的。此

外，在类似指数地形波浪传播实验设计中，为避免横

波的影响可基于本文理论评估横波周期。需要说明

的是，由于本文所提出的对称指数地形水槽内纵波和

横波解析理论是基于浅水波假定，因此适用于波长大

于 20 倍水深的情况。在实际波浪水槽实验中并不

完全满足浅水假定的情况，理论与实验必将存在一定

误差，但本文理论所揭示的运动规律和现象应是合

理的。
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Analytic solutions of longitudinal and cross waves in the wave flume with an
exponential symmetric shoal

Xie Rong1, 2，Xiong Yan1, 2，Tong Chaofeng1, 2，Wang Gang1, 2

(1. Key Laboratory of Coastal Disaster and Defence, Ministry of Education, Hohai University, Nanjing 210098, China; 2. College of Har-
bour, Coastal and Offshore Engineering, Hohai University, Nanjing 210098, China)

Abstract: The flume experiment is commonly used to investigate the wave propagation deformation and the stabil-
ity of the breakwater armor block, with the wave elements changing along the longitudinal direction of the flume
while remaining unchanged in the cross direction perpendicular to the flume. However, when the wavelength has a
certain relationship with the flume width, visible cross fluctuations may occur. In this paper, the analytical expres-
sions of longitudinal wave along the flume direction and cross wave perpendicular to the flume direction on an ex-
ponential symmetric shoal are derived respectively based on the linear long wave equation. The longitudinal waves
on  symmetric  exponential  topography  in  the  flume  can  be  expressed  as  the  first  and  second  kinds  of  first  order
Bessel function, and the complete solution can be obtained by combining with the conditions of free surface and ve-
locity  continuity.  Cross  waves  with  even  symmetric  and  odd  symmetric  modes  in  the  flume  with  an  exponential
symmetric shoal can be expressed as the first kind of ν order Bessel function. The even symmetric (n, m) mode has
n nodal lines along the direction of the flume and 2m nodal lines perpendicular to the direction of the flume; odd
symmetric (n, m) mode has n nodal lines along the direction of the flume and 2m−1 nodal lines in the cross direc-
tion.

Key words: cross waves；analytical theory；wave flume；exponential terrain
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