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摘 要：聚焦分数阶衍射下两维表面带隙孤子的传输问题，采用数值计算方法，系统分析了自散焦 Kerr非
线性介质中位于大块介质与光学格子分界面处基本孤子和同相位偶极孤子的存在性、稳定性及传输特

性。研究结果表明：表面带隙孤子可稳定存在于布洛赫第一带隙，且分界面处孤子呈现不对称形态。传

输模拟和线性稳定分析的联合验证表明：除非分界面处的同相位偶极孤子在临近第一能带下边界的小区

域内呈现不稳定外，其余表面带隙孤子在其整个存在区间保持稳定传输特性。当为表面带隙孤子引入相

位倾斜因子时，较小的相位倾斜会引发孤子中心位置发生微小周期性震荡，但孤子的整体形态几乎无畸

变；而较大的相位倾斜则会导致孤子中心位置产生无规律震荡，且其在传输过程中孤子逐渐失真。
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0 引言

沿两种不同介质分界面传输的表面光波，因其在光传感、光转换及表面表征领域的潜在应用［1］，近年来

已成为研究热点并引起广泛关注。理论研究已证实，一维表面孤子可存在于非线性波导晶格的边缘［2］；实验

方面，研究者在 AlGaAs 波导阵列边缘成功观测到表面孤子，其结果与理论预测相吻合［3］。此后，一系列新

型表面孤子相继报道，包括均匀介质与光学晶格分界面的表面带隙孤子［4］、两种不同光学晶格分界面的表面

涡旋孤子［5］、非局域表面孤子［6］、一维啁啾光学格子中的表面缺陷孤子［7］以及空间调制非线性系统中的表面

孤子［8］等。实验中亦观测到两维表面孤子的存在［9-10］。除此之外，含有增益损耗的光学格子与大块介质分界

面也可以支持表面涡旋孤子的稳定传输［11］。然而，这些研究均基于标准薛定谔方程展开。

在量子力学领域，LASKIN N 通过将费曼路径积分中的布朗轨迹替换为莱维轨迹以描述粒子演化行

为，提出了广义的分数阶理论模型--分数阶薛定谔方程［12-14］。2015 年，LONGHI S 基于光束在非球面光学

谐振器中的动力学特性，设计出可有效实现分数阶衍射效应的光学方案，构建了分数阶量子谐振腔的光学

系统［15］，由此开辟了“分数阶光场动力学”这一新兴研究方向。在光学领域，通过在傅里叶平面引入含有透

射函数的相位掩模器可实现分数阶拉普拉斯算子。此后，光束在光学系统中的传输动力学特性逐步被揭

示，包括“Z”形轨迹或漏斗状结构［16］、无衍射与锥形衍射现象［17］及周期性震荡行为［18-19］等。当分数阶衍射（色

散）效应与非线性效应达到平衡时，分数阶薛定谔方程中可支撑多种形态孤子的存在，包括非局域孤子［20］、

矢量孤子［21］、带隙孤子［22］、一维表面带隙孤子［23］、涡旋孤子［24-27］、基本孤子［28-31］、非对称孤子［32］与多峰孤子［33-34］

等。同时，分数阶衍射调控下的对称破缺［35］、鬼态［36-37］、耦合孤子［38-39］也等特殊动力学现象也相继被揭示。

近年来，学者们围绕分数阶非线性薛定谔方程展开了多维度研究，非均匀光纤中孤子的动力学行为［40］、变系
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数模型的解析解构造与调制不稳定性分析［41］、莫尔晶格中两维孤子的特性［42］、分数阶衍射对 PT 对称系统非

线性相变的调控效应［43］以及对偶莱维指数条件下基本孤子与涡旋孤子的形成与传输［44］进一步完善了分数

阶非线性薛定方程的理论体系，为光孤子在光通信、非线性光学器件等领域的应用奠定了基础。但目前关

于分数阶衍射下两维表面带隙孤子的传输研究仍较匮乏，影响其传输的关键因素尚不明确。为此，本文重

点研究布洛赫第一带隙中两维表面基本孤子与同相位偶极孤子的存在性和稳定性，并分析传播常数、莱维

指数及相位倾斜等因素对孤子传输特性的调控作用。

1 理论模型

在傍轴近似下，光束在含分数阶衍射效应的大块介质与光学格子分界面处的传输行为，可由如下分数

阶非线性薛定谔方程来描述：

i ∂ψ
∂z

- ( - ∂2

∂x2 - ∂2

∂y 2 ) α/2

ψ + V ( x，y ) ψ - | ψ | 2 ψ = 0 （1）

式中，ψ ( x，y，z ) 为无量纲化的光场振幅包络，( x，y ) 和 z 分别是归一化的横向坐标与纵向坐标。( - ∂2

∂x2 -

∂2

∂y 2 ) α/2

表示分数阶导数的拉普拉斯算符，该算符可通过傅里叶变换定义为［33］

( - ∂2

∂x2 - ∂2

∂y 2 ) α/2

ψ ( x，y )= F-1{(k 2
x + k 2

y ) α/2
F [ ψ ( x，y )] } （2）

式中，F 和 F-1 分别为傅里叶变换与傅里叶逆变换算子。α 为莱维指数，满足 1 < α ≤ 2，用于表征分数阶衍射

效应的强弱；当 α = 2 时，对应传统衍射效应，此时方程（1）退化为标准非线性薛定谔方程。在实验上，可以设

计一个光学 4f 系统（由两个透镜组成，两个透镜的焦距均为 f，两者之间的距离为 2f），在 4f 系统的频谱面（两个

透镜中间）放置传输函数为 t ( x )= exp [-i( β | x | α ) /2 ]的相位掩模器，实现分数阶拉普拉斯算子的作用［15］。

V ( x，y )是光学格子，可以表示为

V ( x，y )=
ì
í
î

ïï

ïïïï

V 0{ }cos2[ ]( x + y ) / 2 + cos2[ ]( x - y ) / 2 x ≥ 0

0 x < 0
（3）

式中，V 0 为光学格子的势深。本文中固定 V 0 = 7，对应的光学格子分布如图 1（a）所示。

首先分析光学格子的能带结构。对于不含非线性项的方程（1），其解可表示为

U = f ( x，y ) exp ( ikx x + iky y ) exp ( iμz ) （4）

式中，f ( x，y ) 是与光学格子周期一致的周期函数，kx 和 ky 分别为 x 和 y 方向的布洛赫波，μ 为传播常数。采用

平面波展开法可求解得到光学格子的能带结构，其随莱维指数 α 的演化规律如图 1（b）所示。由图 1（b）可

知，第一带隙与半无穷带隙随莱维指数的增大逐渐拓宽，而其它带隙则随莱维指数的增大逐渐收窄，与一维

光学格子带隙随莱维指数的变化趋势［23］一致。

图 1　光学格子和光学格子能带结构。  （a）光学格子；（b）能带结构

Fig. 1　The optical lattice and band structure of the optical lattice. （a） The optical lattice； （b） Band structure of the optical lattice 
versus the Lévy index （blue regions represent bands， while white regions correspond to bandgaps）
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其次，假设式（1）的解具有如下形式

ψ ( x，y，z )= U ( x，y ) exp ( iμz ) （5）

将式（5）带入式（1）可得

-μU - ( - ∂2

∂x2 - ∂2

∂y 2 ) α/2

U + VU - |U | 2U = 0 （6）

采 用 改 进 的 平 方 算 子 法［45］可 解 得 式（6）的 数 值 解 ，其 中 P = ∫
-∞

+∞∫
-∞

+∞

||U
2

dxdy 表 示 表 面 带 隙 孤 子 的

功 率 。

为分析表面带隙孤子的线性稳定性，在形式解（式（5））中引入微扰，表达式为

ψ ( x，y，z )= exp ( iμz ) { U ( x，y )+[ p ( x，y )- q ( x，y ) ] exp ( λz )+[ p ( x，y )+ q ( x，y ) ]* exp ( λ* z ) } （7）

式中，| p |≪ |U |，| q |≪ |U |为扰动函数；“*”表示复共轭，λ 为扰动增长率。将式（7）带入式（1），可得

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

iλp = -μq - ( )- ∂2

∂x2 - ∂2

∂y 2

α/2

q + Vq + γ || φ 2
q

iλq = -μp - ( )- ∂2

∂x2 - ∂2

∂y 2

α/2

p + Vp + 3γ || φ 2
p

（8）

式（8）的数值解可以通过傅里叶配点法［46］得到。如果本征值的实部 Re ( λ )> 0，则表面带隙孤子是线性不稳

定的；否则，表面带隙孤子线性稳定。

2 表面带隙孤子的强度分布

首先，分别对分界面与非分界面处的基本孤子及同相位偶极孤子展开研究，发现这些孤子均存在于第

一带隙中。图 2 展示了这些表面带隙孤子的强度分布特征。由图 2（a）~2（c）中分界面处基本孤子的强度

分布及图 2（e）、2（h）中分界面处同相位偶极孤子的强度分布可见：受分界面两侧介质不对称性的影响，孤

子 呈 现 不 对 称 形 态 ，且 强 度 分 布 主 要 集 中 在 光 学 格 子 一 侧 。 这 主 要 是 因 为 在 均 匀 介 质 中 ，单 纯 依 靠 介 质

的 非 线 性 效 应 平 衡 分 数 阶 衍 射 效 应 ，对 光 的 束 缚 能 力 较 弱 。 在 光 学 格 子 中 ，束 缚 光 孤 子 依 靠 的 是 非 线 性

效 应 和 光 学 格 子 共 同 平 衡 分 数 阶 衍 射 效 应 ，光 学 格 子 本 身 就 提 供 了 一 个 周 期 性 的 束 缚 结 构 ，这 个 势 场 能

够有效捕获和局域化光波，对光的束缚能力更强。在分界面，均匀介质一侧束缚能力弱，光学格子一侧束

缚 能 力 强 ，系 统 为 了 达 到 最 终 的 稳 定 状 态 ，会 自 发 地 将 大 部 分 光 能 量 重 新 分 布 到 束 缚 能 力 更 强 的 光 学 格

子 一 侧 ，从 而 在 强 度 分 布 上 呈 现 出 明 显 的 不 对 称 性 。 此 外 ，分 界 面 处 的 同 相 位 偶 极 孤 子 存 在 对 称 破 缺 现

象，随着传播常数的增大，该偶极孤子逐渐退化为基本孤子，其强度分布与非分界面处基本孤子的形态一

致。图 2（b）及 2（g），2（h），2（i）中的结果表明，孤子振幅随莱维指数的增大而减小，与一维系统中，孤子振

幅 随 莱 维 指 数 的 变 化 一 致［23］；同 时 ，孤 子 振 幅 也 随 传 播 常 数 的 增 大 而 减 小（如 图 2（c）所 示）。 在 第 二 能 带

的上边界附近（如 μ = 7）表面带隙孤子的右侧衍生出明显的强度尾巴，呈现出显著的非对称特征，具体分

布如图 2（c）所示。
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3 表面带隙孤子的传输

3.1　孤子的稳定性分析

选取 α = 1.5，V 0 = 7 进行分析。图 3 的结果显示：表面带隙孤子的功率随传播常数的增大呈单调递减

趋势。其中，分界面处的基本孤子、同相位偶极孤子以及非分界面处的基本孤子可以在其整个存在区间内

保持稳定，这与一维表面带隙孤子的特性一致［23］；不同的是，本研究所观测到的分界面处的基本孤子其存在

不需要功率阈值，而一维系统中基本孤子的存在需要一个非零的功率阈值［23］。非分界面处的同相位偶极孤

子则除在第一能带下边界附近的小区域内不稳定外，在其余存在区间内均能稳定传输。

图 2　表面带隙孤子的强度分布。（a）分界面处基本孤子；（b）分界面处基本孤子；（c）分界面处基本孤子；（d）非分界面处基本孤

子；（e）分界面处同相位偶极孤子；（f）非分界面处同相位偶极孤子；（g）非分界面处基本孤子；（h）分界面处同相位偶极孤

子；（i）非分界面处同相位偶极孤子

Fig. 2　Intensity profiles of surface gap solitons. （a） Fundamental solitons at the interface； （b） Fundamental solitons at the 
interface； （c） Fundamental solitons at the interface； （d） Fundamental solitons away from the interface； （e） In-phase 
dipole solitons at the interface； （f） In-phase dipole solitons away from the interface； （g） Fundamental solitons away from 
the interface； （h） In-phase dipole solitons at the interface； （i） In-phase dipole solitons away from the interface

图 3　表面带隙孤子功率随传播常数的变化。蓝色区域为布洛赫能带，红线表示孤子不稳定

Fig. 3　Power of surface solitons as a function of propagation constant. Blue shaded regions correspond to Bloch bands， and red 
line indicates the solitons are unstable
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此外，还分析了 α = 1.2 和 α = 1.8 时表面带隙孤子的传输特性，发现其稳定规律与 α = 1.5 时的情形完

全一致。

为进一步验证表面带隙孤子的稳定性，在孤子中引入随机噪声（孤子振幅的 5%），并采用分步傅里叶法模

拟孤子的传输。选取 α = 1.5，μ = 8.0，其演化结果如图 4 所示。由图 4（a），4（e），4（i），4（m）和 4（b），4（f），4（j），

4（n）可知，这些表面带隙孤子在传输过程中能够保持形态稳定；图 4（c），4（g），4（k），4（o）输入输出的对比结果则

清晰显示，孤子的输出强度与输入强度分布完全一致。此外，图 4（d），4（h），4（l），4（p）的线性稳定谱表明，所有

微扰特征值的实部均为零。这些结果共同证实了这些表面带隙孤子的稳定传输特性。

选取 α = 1.5，μ = 9.8，图 5（a）和 5（b）显示，非分界面的同相位偶极孤子传输至 z=300 左右时，强度逐渐集

中于单峰并呈现类呼吸子形态；孤子输入与输出的剖面图（图 5（c））进一步证实，其最终强度孤子的强度主要汇

聚与单个峰。同时，对应的线性稳定谱（图 5（d））显示存在实部非零的微扰特征值，表明该孤子线性不稳定。

图 4　α = 1.5，μ = 8.0 时表面带隙孤子的传输。第一行、第二行、第三行和第四行分别对应分界面处基本孤子、非分界面处基

本孤子、分界面处同相位偶极孤子和非分界面同相位偶极孤子。  （a）， （e）， （i）， （m）传输剖面图；（b），（f），（j），（n） 3D
传输剖面图；（c），（g），（k），（o）输入和输出强度剖面图；（d），（h），（l），（p）线性稳定谱

Fig.4　Propagation of surface gap solitons with α = 1.5，μ = 8.0. The first row， second row， third row and last row correspond to 
fundamental solitons at the interface， fundamental solitons away from the interface， in-phase dipole solitons at the interface 
and in-phase dipole solitons away from the interface. （a）， （e）， （i） and （m） propagation profiles； （b）， （f）， （j） and （n） 3D 
propagation cross-profile； （c）， （g）， （k） and （o） Input and output cross profiles； （d）， （h）， （l） and （p） Linear stability 
spectrums
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图 5　不稳定区间内非分界面处同相位偶极孤子的传输（α = 1.5，μ = 9.8）。  （a）传输剖面图；（b）3D 传输剖面图；（c）输入（蓝

色线）和输出（绿色线）强度剖面图；（d）线性稳定谱

Fig. 5　Propagation of unstable in-phase dipole soliton away from the interface （α = 1.5，μ = 9.8）. （a） Propagation profiles； （b） 3D 
propagation cross-profile； （c） Input （blue line） and output （green line） cross profiles； （d） Linear stability spectrums

图 6　相位倾斜对表面带隙孤子传输的影响。第一行（c = 0.1）和第二行（c = 1）对应分界面处基本孤子，第三行（c = 0.1）和第

四行（c = 1）对应非分界面处基本孤子。（a）， （e）， （i）， （m）传输剖面图；（b），（f），（j），（n）质心随传输距离的变化；

（c），（g），（k），（o）3D 传输剖面图；（d），（h），（l），（p）输入和输出强度剖面图

Fig.6　Influence of phase tilt on the the propagation characteristics of surface gap solitons. First row （c = 0.1） and second row 
（c = 1） correspond to fundamental solitons at the interface； third row （c = 0.1） and last row （c = 1） rows correspond to 
fundamental solitons away from the interface. （a）， （e）， （i） and （m） propagation profiles； （b）， （f）， （j） and （n） Mass 
center versus propagation distance； （c）， （g）， （k） and （o） 3D propagation cross-profile； （d）， （h）， （l） and （p） Input 
（blue lines） and output （green lines） cross profiles
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3.2　相位倾斜对孤子传输的影响

以基本孤子为研究对象，进一步分析了相位倾斜对表面带隙孤子传输特性的影响。选取 α = 1.5，μ =
8.0，通过在基本孤子中引入相位倾斜因子 exp ( icx + icy )，并改变 c 的数值来探究其对孤子传输的调控规律。

图 6（a）~6（d）（分界面处基本孤子）与 6（i）~6（l）（非分界面处基本孤子）的结果显示：在较小的相位倾斜（如

c = 0.1）条件下，表面带隙孤子在传输过程中保持形态不变，但是中心位置会产生小振幅的周期性震荡。这

里中心位置定义为 ( x 0，y0 )= 1
P ∫

-∞

+∞∫
-∞

+∞

( x，y ) |U | 2 dxdy，P ≠ 0. 图 6（e）~6（h）（分界面处基本孤子）与 6（m）~

6（p）（非分界面处基本孤子）则表明：当相位倾斜较大时，表面带隙孤子的中心位置出现无规律震荡，且形态

在传输过程中逐渐失真。从三维传输剖面图（图 6（c），6（g），6（k）和 6（0））及输入输出强度剖面图（图 6（d），

6（h），6（l）和 6（p））的对比可见：相位倾斜较小时，孤子形态传输过程中几乎不发生变化；而相位倾斜较大时，

孤子形态发生显著畸变，这一现象在非分界面处的孤子中变现尤为明显。

此外，为了进一步分析相位倾斜对孤子传输的影响，以分界面处基本孤子为例，研究了相位倾斜因子为

exp ( ic1 x + ic2 y )时 c1 ≠ c2 孤子的传输。鉴于 c1 ≠ c2 时孤子的传输剖面图和三维传输剖面图与 c1 = c2 时的相

似，这里只讨论孤子的中心变化以及输入与输出强度剖面图。c1 = 0，c2 = 0.1 和 c1 = 0，c2 = 1 时，孤子的中心

变化如图 7（a）和 7（b）所示。易知，c1 = 0，c2 = 0.1 时，即仅沿 y 方向增加一个较小的相位倾斜时，孤子的中心位

置仅沿 y 方向发生振幅较小的周期震荡，而沿 x 方向几乎保持不变。当沿 y 分量增加的相位倾斜较大时，孤子的

中心位置不仅沿 y 方向发生振幅较大的无规则震荡，而且沿 x 方向也会发生无规则变化。图 7（c）和 7（g）表明，

仅沿 x 方向增加相位倾斜时，不管是较小的相位倾斜还是较大的相位倾斜，孤子的中心位置沿 y 方向都是几乎

保持不变，这与仅沿 y 方向增加相位倾斜是不同的。当沿 x 方向增加一个较小的相位倾斜，沿 y 方向增加一个较

大的相位倾斜时，孤子的中心变化与 c1 = 0，c2 = 0.1 时的一致。图 7（h）和 7（i）表明当沿 y 方向增加一个较小的

相位倾斜，沿 x 方向增加一个较大的相位倾斜时，孤子的中心位置沿 x 方向发生增幅较大的无规则震荡，而沿

y 方向发生振幅较小的周期性震荡。图 7（d）和 7（f）表明较小的相位倾斜几乎不改变孤子的形态。图 7（e）， 
7（g），7（k）和 7（l）则表明，只要有一个方向的相位倾斜较大，都会引起孤子形态的改变，使其在传输中失真。
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3.3　莱维指数对孤子存在性与稳定性的影响

为进一步分析莱维指数对表面带隙孤子存在性与稳定性的调控作用，选择分界面处及非分界面处基本

孤子为研究对象，探究了孤子存在区域与稳定区域随莱维指数的演化规律。图 8 的结果表明：表面带隙孤子

的存在区间与稳定区间均随莱维指数的增大而逐渐拓宽。其中，分界面处的基本孤子（图 8（a））在整个存在

区间稳定，而非分界面处的基本孤子（图 8（b））仅在小范围内不稳定，在大部分存在区域中均可稳定传输。

4 结论

本文系统研究了分数阶衍射下位于大块介质与光学格子分界面处的表面基本带隙孤子及同相位偶极

带隙孤子的传输特性，并对比分析了分界面与非分界面处孤子的传输行为。研究结果表明：受分界面两侧

介质不对称性的影响，分界面处的表面带隙孤子强度分布呈现显著不对称性。这些表面带隙孤子具有良好

的传输稳定性——除非分界面处的同相位偶极孤子在小范围区间内不稳定外，其余孤子在传输过程中均能

保持形态、强度不变。此外，随着莱维指数的增大，表面带隙孤子的存在区间与稳定区间均逐渐拓宽。
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Abstract： Surface waves propagating along the interface of two distinct media have garnered significant 
attention in recent years， owing to their promising applications in fields such as optical sensing， optical 
switching， and surface characterization. Extensive research has been conducted on surface solitons based on 
the standard Schrödinger equation， and many novel characteristics have been found.

Recently， an extended version of the standard Schrödinger equation has been introduced into the 
system， where the diffraction term is described by a fractional-order derivative rather than the second-order 
derivative in the conventional form. This extended equation is referred to as the fractional Schrödinger 
equation. Promptly thereafter， an optical realization of the equation was proposed based on the transverse 
light dynamics in an aspherical optical resonator， alongside a scheme for generating dual-Airy states. 
Notably， this marked the first introduction of the fractional Schrödinger equation into the field of optics， 
which opened up a novel research direction in optics. Since then， numerous studies on solitons with 
fractional diffraction have been reported. However， relevant research on surface solitons supported by the 
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fractional nonlinear Schrödinger equation remains relatively scarce. Focusing on the propagation of two-
dimensional surface gap solitons under fractional diffraction， this study investigates the existence， stability， 
and propagation properties of fundamental and in-phase dipole solitons at the interface between bulk media 
and an optical lattice in self-defocusing Kerr nonlinear media via numerical methods.

The band structure of the optical lattice was calculated via the plane-wave expansion method. 
Subsequently， the existence region of surface gap solitons was obtained by modified squared operator 
iteration method， while their stability was analyzed through the Fourier collocation method and further 
verified via the split-step Fourier method.

The results show that　 the first bandgap and the semi-infinite bandgap gradually broaden with an 
increase in the Lévy index， while the other bandgaps progressively narrow as the Lévy index increases. 
Both fundamental and in-phase dipole solitons can exist within the first gap of the Bloch bands， and both 
fundamental and in-phase dipole solitons at the interface exhibit an asymmetric morphology. As the Lévy 
index increases， the peak intensity of the soliton decreases. Similarly， the peak intensity also declines with 
an increase in the propagation constant. Combined verification through propagation simulations and linear 
stability analysis reveals that： except for the in-phase dipole solitons away from the interface， which exhibit 
instability in a small region near the lower edge of the first Bloch band， all other surface gap solitons 
maintain stability throughout their entire existence range. Additionally， it also indicates that as the Lévy 
index increases， both the existence interval and stability interval of surface gap solitons gradually broaden. 
When a phase tilt factor is introduced to the surface gap solitons， applying the phase tilt in a single direction 
yields distinct behaviors： a small phase tilt causes the soliton center to oscillate periodically only along the 
direction of the applied phase tilt. A large phase tilt in the y-direction not only induces irregular oscillations 
of the soliton center along the y-direction but also elicits such oscillations along the x-direction. However， 
a large phase tilt in the x-direction solely results in irregular oscillations of the soliton center along the x-
direction. If the same phase tilt is introduced in both directions， a small phase tilt causes the soliton center 
to undergo periodic oscillations in both directions， while a large phase tilt leads the soliton center to exhibit 
irregular oscillations in both directions. The results indicate that a small phase tilt induces slight periodic 
oscillations in the soliton's mass center， while the soliton shape remains nearly unchanged. In contrast， a 
large phase tilt leads to irregular oscillations in the mass center， accompanied by gradual distortion of the 
soliton.
Key words： Surface gap solitons； Fractional diffraction； Propagation characteristics； Nonlinear fractional 
Schrödinger equation； Phase tilt
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