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基于椭圆拟合校正的三帧随机相移解调算法
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摘 要：针对随机相移算法在较少帧条纹图应用中存在误差大、求解不稳定及精度提升受限等问题，提

出了一种结合相移分解法和椭圆拟合校正的三帧随机相移条纹图相位解调算法。该方法首先使用相

移分解法根据采集的三帧随机相移条纹图得到两个正交分量，然后利用椭圆拟合技术求取两个正交分

量空间分布椭圆的系数，进而通过理想圆校正实现了精确的相位解调。结果表明，该方法相比相移分

解法精度更高，仿真下精度提高了约 10 倍，且在不同的条纹类型、信噪比水平、条纹数目等条件下均表

现出了优越的解调性能。该方法应用简单、数据采集快、精度高，为三帧随机相移解调技术的应用推广

提供了一种高效、稳健的解决方案，具有良好的应用前景。
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0 引言

相移干涉术（Phase-Shifting Interferometry， PSI）是一种常用的相移干涉图相位恢复技术［1-3］，被广泛应

用于科学研究的各个领域［4-9］。经典的相移干涉术至少需三帧相移干涉图序列提取相位，且要求干涉图之间

具有恒定且已知的相移增量。然而产生相移的装置［10-12］其精度常受限于硬件性能以及外部环境因素，严重

影响了相位重建精度。为了放松相移要求，WANG Zhaoyang 等［13-14］提出了基于最小二乘的先进迭代算法

（Advanced Iterative Algorithm， AIA），克服了预先标定相移的要求。AIA 是一种随机相移提取技术，可以抑

制随机相移误差，但其要求条纹图具有恒定的背景光强且计算量大，需较多帧数以保证测量精度。近年来，

基于深度学习［15］的条纹图解调技术为单帧干涉图的解调提供了可行途径。然而该类方法的性能高度依赖

大量样本的训练过程且对目标相位分布的复杂性极为敏感。当测量相位分布非常复杂或剧烈变化时，其网

络的泛化能力不足，导致解调精度急剧下降。

ESCOBAR M A 等［16］提出的相移分解法（VU）为随机相移解调提供了新途径。该方法是当前主流应用

的随机相移技术，且与 AIA 算法相比具有速度快、计算简单等优点，通常采集的条纹图帧数大于或等于 3 时，

都可以稳定地获得相位结果。须说明，VU 方法在实际应用中，使用三帧以上条纹图进行相位重建时数据采

集耗时多，而使用两帧条纹图重建的相位精度低，相比使用三帧条纹图进行相位重建时非常理想：数据采集

的帧数适中，同时兼顾测量的精度与效率，因此三帧随机相移解调算法相对多帧方法是一种快速、高效的测

量方案。然而实验发现直接使用三帧 VU 方法重建的相位残差较大，此时产生了如何进一步提高三帧 VU
方法的相位提取精度的问题。

近 年 来 ，椭 圆 拟 合 方 法（The Ellipse Fitting method，LEF）因 其 强 大 的 相 位 校 正 能 力 得 到 了 进 一 步 研
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究［17-18］。该方法最早始于 FARRELL C T 等［19］提出的李萨如图相位解调技术。其技术基于真值相位的两个

正交分量理论上具有理想圆分布的特点，然后利用最小二乘拟合技术将求解的、实际上具有椭圆分布的两

个正交分量校正为理想圆分布，从而减小了相位误差。考虑到该技术无需迭代，仅依赖最小二乘优化，便可

高 精 度 地 实 现 相 位 重 建 ，本 文 提 出 了 一 种 基 于 椭 圆 拟 合 的 VU 相 移 提 取 算 法（Ellipse-Fitting-Based VU 
Phase-Shift Extraction Algorithm，VU&LEF）。该方法首先通过 VU 方法对三帧随机相移条纹图进行处理，

获得相位的两个正交分量，然后采用椭圆拟合法对两个分量进行误差校正。该方法不要求条纹图的相移是

已知的、等间距的，是一种随机的相移技术，并继承了 VU 方法无需事先标定相移量的优点，大大降低了三帧

VU 方法的相位残差，为实现快速、高精度的三维测量提供了新途径。

1 基本原理

1.1　VU方法原理

设具有随机相移的三帧干涉条纹图可以表示为

In ( x，y )= a ( x，y )+ b ( x，y ) cos [ ϕ ( x，y )+ δn ] ( n = 1，2，3 ) （1）

式中，a ( x，y ) 为背景强度，b ( x，y ) 为调制项，ϕ ( x，y ) 为调制相位，δn 为相移。利用三角运算关系，式（1）可以

重新表述为［16］

In = a + b cos ϕ cos δn - b sin ϕ sin δn （2）

取 c = b cos ϕ，s = b sin ϕ，u = cos δn，v = sin δn，可得

I= ( )a c- s ( )1Τ

uΤ

vΤ

= VU Τ （3）

式中，I的大小为 M × N，1Τ ∈ RN 为单位向量，[ ⋅ ] Τ
表示转置算子。式（3）将相移干涉图表达为V和U两个矩

阵的相乘：V的大小为 M × 3，描述了和调制相位相关的分量；U的大小为 3 × N，描述了和相移有关的分量。

显然，根据相移干涉图的矩阵 I，可以分别求解矩阵U和V。

为了求解矩阵U和V，假设已知矩阵U，那么，矩阵V的求解公式为

V= IUB-1，其中 B= U ΤU （4）

同样，利用求解的矩阵V，可求解矩阵U为

U Τ = A-1V Τ I，其中A= V ΤV （5）

该过程可以迭代进行，设迭代收敛的标准为 ξ = 1
M × N ∑

m = 1

M × N

(ϕm，k - ϕm，k - 1) 2
≤ 10-3，其中 k 为迭代次数。

当满足收敛标准时，最终将得到

V：，2 = cos ϕ' （6）

V：，3 = -sin ϕ' （7）

式中，符号V：，i 表示矩阵V的第 i 列，相位 ϕ'的计算公式为

ϕ'= arctan (-V：，3

V：，2 ) （8）

应当说明，由于噪音的影响，式（8）所求相位 ϕ'与真实相位 ϕ 之间有偏差。使用的条纹图帧数越少，误差

越大，当使用三帧干涉条纹图时，误差最大，会严重影响其测量精度，然而使用三帧干涉条纹图的 VU 方法是

最实用的。为了对其改进，本文提出使用椭圆拟合方法校正误差。

1.2　椭圆拟合原理

理论上，式（6）、式（7）得到的两个正交分量应具有理想的单位圆分布。然而，由于计算误差、数据噪音

等，其实际分布为椭圆分布，设在二维空间中，该椭圆方程以 x 和 y 为变量可表示为

α1 x2 + 2α2 xy + α3 y 2 + 2β ( α4 x + α5 y )+ β 2 α6 = 0 （9）

式中，x 和 y 分别代表式（6）、（7）求解的两个与相位有关的正交分量，α1，α2，α3，α4，α5，α6 是椭圆系数，β 是缩放

因子，用于将椭圆系数控制在-1 到 1 之间，避免计算误差导致的精度损失。将式（9）重新写为
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αΤ χ= 0 （10）

式中，α和 χ表示两个 6 维向量，定义为

α=[ α1，α2，α3，α4，α5，α6 ]Τ （11）

χ=[ x2，2xy，y 2，2βx，2βy，β 2 ]Τ （12）

应当指出，尽管求解的正交分量 x、y 理论上满足式（10），但由于误差的存在，其分布可能不满足式（10）。

因此利用最小二乘法根据求解得到的一套数据点 ( xn，yn ) 进行椭圆方程拟合，可得 α的最佳估计。具体拟合

公式为

e = 1
N ∑

n = 1

N

( αΤ χn )2 （13）

式中，χn =[ xn
2，2xn yn，yn

2，2βxn，2βyn，β 2 ]Τ。考虑到直接使用式（13）会出现 α= 0 的情况，因此施加系数向

量的单位范数约束，进而，椭圆拟合公式可以转化为

α⋆ ∈ arg min
α

1
N ∑

n = 1

N

( αΤ χn )2    s.t. α 2 = 1 （14）

式（14）也可写成 Rayleigh 形式，即

α⋆ ∈ arg min
α

αΤXα
αΤα

（15）

式中，αΤα= α 2
，X是一个 6×6 对称矩阵，定义为

X= 1
N ∑

n = 1

N

χn χ Τ
n （16）

式（16）可以从式（17）求解。

1
N ∑

n = 1

N

( αΤ χn )2 = 1
N ∑

n = 1

N

αΤ χn χΤα= αΤé

ë
ê
êê
ê 1

N ∑
n = 1

N

χn χ Τ
n
ù

û
úúúú α （17）

将式（13）~（17）可转化为求解特征值，其解可以依据求解最小特征值的特征向量得到，表示为

Xα= λα （18）

式中，λ 为特征值。最终，再将式（18）得到的椭圆校正为理想圆，因此利用校正后的 x、y 分布求解出真实的相

位 ϕ 为［20］

ϕ = A rg [ α1 + α3 + κ ( y͂ + τx͂ )+ ι α1 + α3 - κ ( x͂ - τy͂ ) ] （19）

式中，x͂、y͂、κ、τ 可以表示为

x͂ = x - β ( α3 α4 - α2 α5 ) / ( α2
2 - α1 α3 ) （20）

y͂ = y - β ( α1 α5 - α2 α4 ) / ( α2
2 - α1 α3 ) （21）

κ = 4α2
2 + ( )α1 - α3

2 （22）

τ = ( α1 - α3 + κ ) / ( 2α2 ) （23）

2 仿真实验

为了验证所提方法，首先进行了仿真分析，比较 VU 方法和本文提出的 VU&LEF 方法的性能。仿真环

境基于 2.60 GHz 的 Intel Core TM i7-9750H 计算机，使用 MATLAB R2023 a 软件。

在模拟中，本文生成的三帧干涉条纹图大小为 400 × 400 像素，相移量分布在区间 [0，2π]内，相位分布

函 数 分 别 为 球 冠 函 数 5π ×( 2x2 + 3y 2 ) 及 MATLAB 中 的 peak 函 数 ，背 景 强 度 为 a = 1.5 × 10-5 ×( 2 + 3 ×
exp (-8 ×(( x - 5 )2 +( y - 10 )2 ) /5 × 10-4 ) )，振 幅 为 b = exp (-3 ×(( x - 5 )2 +( y - 10 )2 ) ) /5 × 10-4 )。 考

虑到现有文献通常在信噪比（SNR）为 45 dB 下测试新算法的性能，本次仿真的信噪比设置为 45 dB。

2.1　闭型条纹分析

图 1 显 示 了 由 球 冠 函 数 生 成 的 三 帧 随 机 相 移 条 纹 图 ，其 相 移 值 分 别 为 Δ 1 = 0、Δ 2 = 1.6 rad、

Δ 3 = 2.2 rad。
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图 2 给出了本文方法与 VU 方法的仿真结果。图 2（a）~（c）分别为包裹的参考相位图、所提方法提取的

包裹相位图和 VU 方法提取的包裹相位图。可知两种方法均实现了相位重建。图 3（a）~（c）为与图 2 对应

的展开相位。相比参考相位，由图 3（c）可见，VU 方法得到的展开相位在边缘明显出现了相位跳变现象，其

表明了 VU 方法的结果产生了相位畸变。相比之下，由于引入了椭圆拟合技术对相位数据进行误差补偿与

校正，本文方法得到的展开相位，如图 3（b），在边缘区域未出现相位波动问题。可见校正后的相位分布更接

近参考相位，其表明了本文方法显著提升了相位重建的稳定性与准确性。

图 4 展示了本次仿真结果的椭圆拟合校正过程。图 4（a）为通过 VU 方法的结果拟合得到的两个正交分量在

平面上的分布。该结果表明利用最小二乘法成功拟合了两个正交分量的空间分布，由于 VU 方法的解调误差，两

个正交分量没有呈现理想圆分布。图 4（b）则展示了将椭圆校正为理想圆的结果，其过程实现了相位误差校正。

图 5 展示了本文方法与 VU 方法相位解调结果与参考相位的残差图。可以看出，VU 方法所获得的相位结

果存在着较大的误差，特别是在被测曲面曲率较大处失调误差严重，而且在其它区域也有明显的误差波动，相比

本文方法很好地抑制了曲率较大处的失调误差且整个区域误差分布非常均匀。本次仿真 VU 方法的均方根误

差为 0.326 rad，而引入椭圆拟合校正后的测量相位均方根误差为 0.012 rad，表明其精度显著提升了一个数量级。

本次仿真结果证明了本文方法取得了良好的效果，并充分验证了所提方法在相位恢复中的有效性与正确性。

为 了 评 估 两 种 方 法 在 不 同 信 噪 比（SNR）条 件 下 的 性 能 ，图 6 系 统 地 比 较 了 两 种 方 法 在 信 噪 比 范 围 为

30 dB 至 80 dB 时的相位解调性能。图 6 展示了两种方法对应的解调残差分布，可见随着信噪比的变化，本

图 1　模拟的闭型干涉条纹图。（a）第一个干涉图；（b）第二个干涉图；（c）第三个干涉图

Fig.1　Simulated interferograms of closed-fringe patterns. （a） The first interferogram； （b） The second interferogram； （c） The 
third interferogram

图 2　包裹相位图。（a）参考相位；（b）本文方法； （c） VU 方法

Fig.2　The wrapped phase image. （a）The reference phase； （b）Proposed method； （c）VU method

图 3　展开相位图。（a）参考相位；（b）本文方法； （c） VU 方法

Fig.3　The unwrapped phase image. （a）The reference phase； （b）Proposed method； （c）VU method
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图 4　闭型条纹的椭圆拟合校正过程。（a）校正前； （b）校正后

Fig.4　Ellipse-fitting correction process of closed-fringe patterns. （a）Before correction； （b）After correction

图 5　闭型条纹的相位误差分布。（a）本文方法； （b）VU 方法

Fig.5　The phase error distribution of closed-fringe patterns. （a）Proposed method； （b）VU method

图 6　不同信噪比下的相位误差分布

Fig. 6　The phase error distribution under different SNR
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文方法很好地抑制了 VU 方法的残差。图 7（a）绘制了两种方法均方根误差与信噪比的变化曲线，表明本文

方法校正效果良好，工作可靠。

图 7 评价了两种方法在条纹数目、相移和帧数变化下的解调性能。本次仿真相移的表达式为

δ = Δi + n × 0.157 （24）

式中，n = 1，2，…，20，Δ 1 = 1.6 rad，Δ 2 = 2.2 rad。控制条纹数目（指条纹图上出现的整周期条纹的数目）的

表达式为

m × π (2x2 + 3y 2) （25）

式 中 ，m 为 条 纹 数 目 ，本 文 m 的 取 值 为 1 至 20。 图 7（b）表 明 ，随 着 闭 型 条 纹 的 数 目 增 加 ，VU 方 法 表 现 出

较 大 的 波 动 和 不 稳 定 性 ，而 本 文 方 法 解 调 精 度 几 乎 不 受 条 纹 数 目 增 加 的 影 响 ，性 能 稳 定 且 误 差 保 持 在 较

低 水 平 ，说 明 该 方 法 在 处 理 复 杂 条 纹 图 方 面 具 有 更 强 的 适 应 能 力 。 图 7（c）表 明 ，随 着 相 移 的 增 大 ，本 文

方 法 的 相 位 误 差 依 旧 明 显 低 于 VU 方 法 ，充 分 验 证 了 本 文 方 法 良 好 的 误 差 校 正 能 力 ，而 相 移 的 变 化 对 本

文 方 法 的 解 调 结 果 影 响 不 大 。 图 7（d）表 明 ，随 着 帧 数 的 增 加 ，VU 方 法 的 精 度 逐 渐 提 高 ，其 中 使 用 三 帧

相 移 干 涉 条 纹 图 时 误 差 最 大 ，表 明 了 非 常 有 必 要 进 行 误 差 校 正 ，而 椭 圆 拟 合 技 术 总 能 将 误 差 降 至 最 小 ，

表 明 了 误 差 校 正 可 以 减 少 使 用 条 纹 图 的 帧 数 ，因 此 本 文 方 法 可 以 采 用 较 少 帧 数 的 条 纹 图 得 到 高 精 度 的

测 量 结 果 。

2.2　复杂条纹分析

为了进一步测试本文所提方法的鲁棒性，在第二次仿真中，采用复杂条纹图如图 8 所示，再次比较了本

文方法与 VU 方法的解调性能，本次仿真其它参数与第一次仿真的参数一致。

图 9 展示了复杂条纹的校正过程，图 9（a）展示了由 VU 得到的两个正交分量拟合得到的椭圆曲线，图 9（b）为

经过理想圆校正后的结果，可以看出，椭圆拟合技术在复杂 peak 函数相位分布下依旧能很好地完成拟合任

务，表明了本文方法很好地实现了正交分量的校正。

图 7　两种方法的演化误差。（a）不同信噪比；（b）不同条纹数目；（c）增加随机相移；（d）改变帧数

Fig. 7　Evolution of errors for two methods. （a）Under different SNR； （b）Different number of fringes； （c）Adding random phase 
shifts； （d）Changing number of frames
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图 10 展 示 了 本 文 提 出 方 法 与 传 统 VU 方 法 的 相 位 重 建 结 果 。 从 图 10（c）中 可 以 观 察 到 ，VU 方 法

在 处 理 复 杂 条 纹 图 曲 率 变 化 较 大 处 ，如 图 10（f），存 在 较 明 显 的 相 位 畸 变 ，其 均 方 根 误 差 为 0.513 rad，

说 明 其 对 复 杂 条 纹 的 适 应 能 力 较 弱 。 而 本 文 引 入 的 椭 圆 拟 合 校 正 方 法 ，均 方 根 误 差 为 0.011 rad 左

右 ，其 表 明 本 文 方 法 有 效 校 正 了 相 位 误 差 。 图 10（g）、图 10（h）两 种 方 法 的 误 差 分 布 图 表 明 本 文 方 法

将 相 位 误 差 降 至 最 低 ，相 比 VU 方 法 精 度 约 提 升 了 10 倍 。 因 此 本 文 方 法 在 此 类 复 杂 情 况 下 仍 能 保 持

较 高 的 重 建 精 度 。

图 8　模拟的复杂干涉条纹图。（a）第一个干涉图；（b）第二个干涉图；（c）第三个干涉图

Fig. 8　Simulated interferograms of complex fringe patterns. （a） The first interferogram； （b） The second interferogram； （c） The 
third interferogram

图 9　复杂条纹的椭圆拟合校正过程。（a）校正前； （b）校正后

Fig. 9　Ellipse fitting correction process of complex fringe patterns. （a）Before correction； （b）After correction
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3 实验验证

为了测试本文方法处理实际条纹图的性能，使用典型的开型、闭型以及复杂条纹图对 VU 方法和本文方

法进行了对比分析。由于 AIA［13］方法被广泛接受为该领域中测试新提出方法的标准，使用六帧干涉条纹

图，采用 AIA 算法分别获得了开型、闭型及复杂条纹图的相位，并将其作为参考相位。需要指出的是，尽管

AIA 算法在空域背景变化较大的情况下可能产生较大误差，但在本文实验条件下，条纹图在空域上背景变

化很小，可忽略不计。此外，六帧干涉条纹图由于含有更多的测量信息，相比三帧干涉条纹图，其能得到更

高精度的测量结果。因此，将 AIA 算法提取的相位结果作为参考相位是合理的。

图 11（a）~（c）为三帧开型条纹图，图 11（d）~（f）为分别为参考相位图、本文方法的相位图、VU 方法的相位

图 10　复杂条纹的仿真实验。（a）参考相位；（b）本文方法的重建相位；（c） VU 方法的重建相位；（d）参考相位（放大）；（e）本文

方法（放大）；（f）VU 方法（放大）；（g）本文方法的相位误差；（h） VU 方法的相位误差

Fig.10　Simulation experiment of complex fringe patterns. （a）The reference phase； （b）The reconstructed phase of the proposed 
method； （c）The reconstructed phase of the VU method； （d）Reference phase （zoomed-in）； （e）Proposed method 
（zoomed-in）； （f）VU method （zoomed-in）； （g）Phase error of the proposed method； （h）Phase error of the VU method
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图，图 11（g）~（h）为相位误差图。本文方法的均方根误差为 0.221 rad，VU 方法的均方根误差为 0.598 rad。由

于实际条纹图包含了多种误差源，例如，相移器非线性误差、高次谐波等，因此相移算法处理实际条纹图的结

果相比仿真结果的精度有所下降，但本文方法的精度仍高于传统 VU 方法的精度。图 11（i）~（j）为校正过程，

可以看出，所提方法在实验条件下明显地将椭圆分布进行了有效的理想圆校正，其过程减小了测量误差。

图 12（a）~（c）给出闭型条纹图的测试结果，图 12（d）~（f）为获得参考相位图、本文方法的相位图、VU 方法

的相位图，图 12（g）~（h）为相位误差图，图 12（i）~（j）为校正过程。本文方法的均方根误差为 0.140 rad，VU 方

图 11　开型条纹的实验结果。（a）第一个干涉图；（b）第二个干涉图；（c）第三个干涉图；（d）参考相位；（e）本文方法的重建相位；

（f） VU 方法的重建相位；（g）本文方法的相位误差；（h） VU 方法的相位误差；（i）校正前；（j）校正后

Fig.11　The reconstructed results of open fringe patterns. （a）The first interferogram； （b）The second interferogram； （c）The 
third interferogram； （d）The reference phase； （e）The reconstructed phase of the proposed method； （f）The reconstructed 
phase of the VU method； （g）Phase error of the proposed method； （h）Phase error of the VU method； （i）Before 
correction； （j）After correction
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法的均方根误差为 0.804 rad，均方根误差提升了约 5.7 倍。从展开相位图可以看出，VU 方法的重建结果发生了

明显的畸变，而本文方法获得了良好的结果，更接近参考相位。从误差分布图 12（g）~（h）可以看出，VU 方法的

结果存在着较大的周期性波动，而本文方法明显地减小了周期性波动的振幅。因此证明了本文方法的有效性。

为了说明本文方法的效率，比较了提出的 VU&LEF 方法、VU 方法以及 AIA 算法对闭型条纹图的处理

时间。实验采用的三帧干涉条纹图的大小为 500 × 500。记录了三种方法的运行时间，，具体见表 1 所示。

相比原算法，本文方法由于引入了椭圆校正环节增加了计算量，因此处理速度相对于 VU 方法较长。但

与 AIA 算法相比，本文方法在提高相位精度的同时具有更高的计算效率。

为了进一步对比两种方法解调复杂条纹图的性能，对图 13（a）~（c）存在着背景波动较大的复杂条纹图

进行解调实验。图 13（d）~（f）分别为参考相位图、本文方法的相位图、VU 方法的相位图。图 13（g）~（h）为

两种方法的相位误差。本文方法的均方根误差为 0.260 rad，VU 方法的均方根误差为 0.826 rad；另外从误差

图可以看出，VU 方法的结果误差波动严重，且在右下角存在着严重的相位失真，而本文方法由于使用了椭

表 1　不同方法下的处理时间

Table 1　The processing time of different methods

Method
Time/s

Proposed method
3.632 9

VU method
0.177 9

AIA algorithm
4.435 3

图 12　闭型条纹的实验结果。（a）第一个干涉图；（b）第二个干涉图；（c）第三个干涉图；（d）参考相位；（e）本文方法的重建相位；

（f） VU 方法的重建相位；（g）本文方法的相位误差；（h） VU 方法的相位误差；（i）校正前；（j）校正后

Fig.12　The reconstructed results of closed-fringe patterns . （a）The first interferogram； （b）The second interferogram； （c）The 
third interferogram； （d）The reference phase； （e）The reconstructed phase of the proposed method； （f）The 
reconstructed phase of the VU method； （g）Phase error of the proposed method； （h）Phase error of the VU method； 
（i）Before correction； （j）After correction
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圆校正，很好地减小了 VU 方法的误差且明显优于 VU 方法。

最后，本文给出了两种方法对开型、闭型及复杂条纹图在不同帧数下的处理结果。相关结果如图 14 所

示。实验结果表明，随着所用条纹图帧数的增加，VU 方法解调结果的均方根误差随帧数变化结果不稳定，

而本文方法的结果随帧数的增加，精度有所提高。需指出，使用更多帧数的条纹图进行相位重建时增加了

测量时间，其不利于工程应用。而且 VU 方法中，虽然增加条纹图帧数能提高解调精度，但其效果明显不如

本文误差校正方法的效果。因此从应用角度看，本文提出的使用三帧随机相移条纹图进行相位解调再进行

误差校正是合理的，为快速高精度测量提供了途径。

图 14　两种方法的多帧实验。（a）开型条纹图案；（b）闭型条纹图案；（c）复杂条纹图案

Fig.14　A multi-frame experimental comparison of the two methods. （a）Open fringe patterns； （b）Closed-fringe patterns； 
（c）Complex fringe patterns

图 13　复杂条纹的实验结果。（a）第一个干涉图；（b）第二个干涉图；（c）第三个干涉图；（d）参考相位；（e）本文方法的重建相位；

（f） VU 方法的重建相位；（g）本文方法的相位误差；（h） VU 方法的相位误差

Fig.13　The reconstructed results of complex fringe patterns . （a）The first interferogram； （b）The second interferogram； （c）The 
third interferogram； （d）The reference phase； （e）The reconstructed phase of the proposed method； （f）The reconstructed 
phase of the VU method； （g）Phase error of the proposed method； （h）Phase error of the VU method
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4 结论

本文将 VU 方法和椭圆拟合校正结合，提出了一种三帧随机相移条纹图相位解调算法，该方法首先通过对条

纹图序列进行 VU 矩阵分解，迭代地获得相位的两个正交分量，随后使用椭圆拟合技术对该结果进行非线性误差

补偿与几何校正。实验结果表明，相比传统方法，本文方法是一种随机相移技术，降低了相移器的苛刻要求。而

相比传统 VU 方法，本文方法即使在复杂噪音背景下仍能保持良好的稳定性与精度，明显地提高了 VU 方法的精

度，为快速精密测量提供了新途径。未来的研究将主要集中在进一步消除本文方法的周期性残差问题上。
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Three-frame Random Phase-shift Demodulation Algorithm Based 
on Ellipse Fitting Correction
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Abstract： The objective of this study is to develop a high-precision optical interferometric phase 
demodulation method that does not require preset phase shifts and can accurately recover phase information 
from only three interferograms. The proposed method is designed to overcome the inherent limitations of 
conventional random phase-shifting algorithms， which typically suffer from large errors， instability， and 
restricted accuracy improvements， particularly when the number of interference fringes is limited. At the 
same time， the method ensures robustness under varying fringe types， Signal-to-Noise Ratios （SNR）， 
and fringe numbers. In this work， a novel three-frame random phase-shifting phase demodulation 
algorithm is proposed， referred to as the VU&LEF method， which integrates the VU algorithm with 
ellipse-fitting correction. First， the VU algorithm is applied to three randomly phase-shifted interferograms 
to extract two orthogonal components of the interferometric signal. In practice， due to noise interference 
and the limited number of frames， these components are not perfectly orthogonal， and their distribution 
often forms an ellipse rather than an ideal circle. To correct this deviation， ellipse-fitting is introduced to 
estimate the ellipse coefficients. A subsequent normalization procedure maps the ellipse into a circle， 
thereby restoring strict orthogonality between the two components and significantly reducing systematic 
errors in the subsequent phase calculation. This optimization enables high-precision phase recovery even 
with only three interferograms， effectively overcoming the main drawbacks of the conventional VU 
method. To evaluate the performance of the proposed approach， extensive numerical simulations and 
experimental validations were conducted under diverse conditions. The results demonstrate that the 
VU&LEF method consistently outperforms the conventional VU algorithm， achieving significantly 
improved phase accuracy. Even under low-SNR conditions， the proposed method maintains stable phase 
recovery， whereas the traditional approach exhibits severe degradation. To further assess computational 
efficiency， the processing time of the VU&LEF method was compared with that of the conventional VU 
method and the AIA algorithm. Although the ellipse-fitting step introduces a slight additional 
computational cost， the proposed method remains more efficient than the AIA algorithm while 
simultaneously offering superior phase accuracy. Furthermore， the robustness of the proposed method was 
verified using representative open， closed， and complex fringe patterns with significant background 
fluctuations. The results clearly indicate that the method effectively corrected elliptical distributions into 
ideal circular forms， thereby reducing measurement errors. In contrast， the conventional VU method 
exhibited large phase errors and severe distortions in regions with strong background interference， whereas 
the VU&LEF method substantially mitigated these errors through ellipse correction. Additional tests under 
varying frame numbers confirmed that the proposed method yields stable and reliable phase recovery with 
significantly reduced error fluctuations. These findings further indicate that phase correction is indispensable 
when performing demodulation with only three interferograms， highlighting the wide applicability of the 
method in practical interferometric measurements. From an application perspective， requiring only three 
interferograms greatly reduces data acquisition time compared with conventional multi-frame methods. The 
additional computational cost introduced by ellipse-fitting correction is negligible compared with the 
measurement time saved. This combination of high efficiency and accuracy makes the method particularly 
suitable for real-time and high-speed measurement scenarios， such as dynamic surface profiling， 
deformation monitoring， in-situ industrial inspection， and other precision optical metrology tasks. In 
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conclusion， the proposed three-frame random phase-shifting phase demodulation method with ellipse-
fitting correction does not require the phase shifts of interferograms to be predefined or equally spaced， and 
thus constitutes a true random phase-shifting technique. It inherits the advantage of the VU method in not 
requiring prior calibration of phase steps， while enabling high-precision phase recovery from minimal data. 
Moreover， it demonstrates strong robustness against noise， fringe variability， and complex background 
interference. Both simulation and experimental results verify that the proposed method outperforms 
conventional approaches in terms of accuracy， stability， and computational efficiency.
Key words： Optical engineering； Phase correction； Phase-shifting factorization； Random phase-shifting 
interferograms； Ellipse fitting
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