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基于网格整体重分的中心型 ALE 方法
∗

刘　妍，申卫东，田保林
（北京应用物理与计算数学研究所计算物理重点实验室，北京　100094）

　　摘要：给出了一种基于网格整体重分的中心型 ALE 方法，用于求解多介质大变形的可压

缩流动问题。方法可在分区重分和整体重分之间切换，具有较强的适应性。通过静态和动态

数值算例显示网格整体重分的效果，并将数值结果与分区重分的结果进行比较分析，对非常复

杂的计算区域体现了整体重分的优越性。
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1　引　言

　　可压缩多介质流动问题在许多科学和实际工程问题中有着重要的理论和实际应用背景。这类问题

一般含有强激波、界面的大变形和滑移、界面不稳定性等复杂现象。采用拉氏或欧氏方法进行计算都遇

到了较大困难，这两类方法各有优缺点[1-5]。为了克服它们的缺点，结合其优点，ALE（Arbitrary
Lagrangian-Eulerian）方法[6]应运而生，即在拉氏步计算后对物质区内部的网格重分，以提高拉氏方法

的抗变形能力，抑制网格扭曲变形，然后将拉氏网格上的物理量映射到重分后的网格上，大部分 ALE
方法都分为这样的三步计算。ALE 方法一般可分为两种类型：一种是交错型网格方法，即速度定义在

角点上而其它热力学量定义在网格中心[7-8]；另一种是中心型方法，即速度和所有热力学量都定义在网

格中心[9-1 1]，这样不但可以避开交错型网格方法中需要处理的复杂的滑移线问题，而且能够保证质量、
动量和能量之间的相容性，对交错型网格法而言这点很难保证。本研究的中心型 ALE 方法就是基于

这一思想发展的，并且也是分为如上所述的三步计算。
由于网格重分是为了解决拉氏步网格因扭曲变形而计算不下去的困难，因此是 ALE 方法中一个

非常关键的步骤。生成网格时比较常见的一种做法是分区重分网格，即将整个物理区域根据间断面分

为几部分，然后对每一部分采用不同的适应于单区重分的方法生成网格。目前适应于单区网格重分的

方法有很多[12]，主要有代数方法、求解偏微分方程（双曲型、抛物型和椭圆型）和变分方法等，各有优缺

点。分区重分方法在非常复杂的、有多个物质区的计算区域实现比较困难，数据结构复杂，如采用非结

构分区或非结构网格等，程序繁琐。另外，Hyman[1 3]指出，在可压缩多介质流动问题的数值模拟中，通
常很大一部分误差是由间断引起的。而数值方法的精度与网格的光滑性密切相关，如果生成网格时让

网格沿间断或物质界面（如气-液或固-液界面）自动排列，则得到的光滑网格将会大大减少误差。但是

对适应于单区重分的方法而言，目前这方面的研究还比较少。有些方法也只是局部的沿物质界面和解

中大梯度的地方排列网格[14-1 5]，有的方法即使能够生成沿内部间断排列的网格，但是网格的光滑性和正

规性比较差[1 5]。目前，关于能够自动生成沿间断或物质界面排列且光滑的网格方面的研究，比较早的

是文献[13]中的 IACs（Internal Alignment Curves）方法。该方法是将整个计算区域作为一个区来生成
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能够自动沿内部界面（间断）排列的光滑的网格。这也是目前对多物质区网格整体重分研究比较早的方

法。这一方法最主要的特点是，将内部含有一条（或多条）间断线的逻辑上是四边形的区域作为一个区，
生成逻辑上是结构四边形的网格，并且保证间断处网格的光滑性。由此可减少由间断引起的误差，并克

服分区生成网格所带来的数据结构实现的复杂性。
由于 IACs 中的 SIACs（Spanned Internal Alignment Curves）方法处理的是内部间断，由可扩展的

间断曲线进行描述，比较适合于分层计算区域的数值模拟，例如分层物质的动力学过程或者模拟两种流

体之间的物质界面等，因此本研究将其推广应用于 ALE 方法中，使网格重分可在分区重分和整体重分

之间相互转换，由此建立基于网格分区或整体重分的中心型 ALE 方法，并通过静态和动态数值算例进

行研究，分析比较了整体重分和分区重分的数值模拟效果。

2　数值方法

2.1　控制方程和 ALE 离散方法

　　积分形式的二维非定常流体力学方程组为

d
dt∫Ω（t）

ρdΩ＋∮∂Ω（t）ρ（U －U g）■nds ＝ 0

d
dt∫Ω（t）

ρU dΩ＋∮∂Ω（t）ρU（U －U g）■nds ＝－∫∂Ω（t）grad p dΩ
d
dt∫Ω（t）

ρE dΩ＋∮∂Ω（t）ρE（U －U g）■nds ＝－∫∂Ω（t）pU■nds，
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式中：ρ、p 和E 分别是密度、压力和总能，U＝（u，v）T 是流体的速度，Ω是积分控制体，∂Ω是Ω 的边界，n

图 1　结构化中心型计算网格

Fig.1　The cell-centered structure mesh

和 ds 分别是边界∂Ω 的外法向和长度。U g 为任意

指定的网格移动速度。显然当 U ＝U g 时（1）式为

Lagrange 形式的方程，当U g＝0 时为 Euler 形式的

方程。求解方程组（1）还必须附加状态方程 p ＝
p（ρ，e），其中 e 为单位质量的内能，则方程组（1）就
可封闭求解。

本研究 ALE 方法的计算网格采用如图 1 所示

的结构化四边型网格，所有物理量都定义在网格中

心，且分为如前所述的三步计算，其优点是便于各部

分采用适合自己的计算格式。

2.1.1　拉氏步离散

　　拉氏步计算相当于求解方程（1）中去掉左端输运项的方程（2）
d
dt∫Ω（t）

ρdΩ＝ 0

d
dt∫Ω（t）

ρU dΩ＝－∫∂Ω（t）grad p dΩ
d
dt∫Ω（t）

ρE dΩ＝－∫∂Ω（t）pU■nds
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考虑到物理量都定义在网格中心，取Ω（t）为图 1 中四边形ABCD 所定义的网格单元，并对方程（2）中动

量方程的压力梯度项应用 Green 公式，则方程可以离散为

MU L－U n

Δt ＝－∮∂Ω（t）p■nds ＝∑
4

i＝ 1
p iS in i

ME
L－En
Δt ＝－∮∂Ω（t）pU■nds ＝∑

4

i＝ 1
p iS iU i■n i

（3）

式中：S i 为网格单元的四条边，n i 为边界外法向量，p i、U■n 分别表示网格边界上的压力和外法向速
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度，可以通过求解文献[9，1 6]中的一维 Riemann 问题求出。M 为网格的质量。总之，求解方程（3）就可

以得到 Lagrange 步网格中心速度U L 和总能 E L。另外，在上述拉氏步计算中网格内部节点与边界节点

的计算形式都是一样的。
在拉氏步计算中，还需要计算网格节点的移动位置，因此需要计算网格节点速度。采用如

CAVEAT程序[9]中的加权最小二乘方法求解角点速度，本研究采用密度加权方式，由此可进一步求得

网格节点移动的位置 X L＝（x L，y L）。由新的节点位置可计算出拉氏步的网格单元的体积V L，进而由方

程（3）可确定出网格单元的密度ρL，内能可由总能计算出，压力可由状态方程得到，由此，整个拉氏步计

算结束。

2.1.2　重映计算

　　经过上一步的拉氏计算后，网格可能会扭曲变形，因此需要将网格重分，以改进网格质量。具体的

网格重分方法将在第 3 部分中详细介绍，这是本研究的重点内容。
网格重分后，需要将由拉氏步得到的物理量映射到新的网格上，其实这只是将拉氏方程（2）中丢掉

的输运项找回来而已，相当于求解如下形式的输运方程

d
dt∫Ω
q dΩ＝∮∂ΩqU R■nds （4）

式中：q 可以是ρ、ρU 或ρE，U R 是流体相对于网格的速度。求解方程（4）有多种计算方法，一般分为全局

重映和局部重映两大类。全局重映方法要求不受新、旧网格拓扑结构的限制，但这类方法计算量大、效
率低，抹平物理量比较严重。而局部重映方法精度高、计算量小，但是受新旧网格拓扑结构的限制，要求

不能跨网格，特别是重映前后不同区的网格数要一致，如 MUSCL 的局部连续对流重映方法。采用基

于MUSCL 格式的重映方法[7]，由此求出 n＋1 时刻的所有物理量，一个时间步内的整个 ALE 运算就完

成了。
关于边界条件的处理，可统一在计算区域的各种边界周围设置一层虚网格，其内根据不同的边界条

件设置不同的虚网格物理量。

2.2　网格重分方法

　　网格重分是 ALE 方法中一个非常关键的步骤，是为了解决因拉氏步网格扭曲变形而计算不下去

的困难，从而使得网格变得规整。

2.2.1　分区重分方法

　　对分区重分的情况本研究主要集成了文献[12]中的几种比较有名的适应于单区重分的方法，如代

数方法中的双线性插值法和椭圆型微分方程方法中的 Laplace 方法、Adaptive 自适应方法和广义

Winslow方法等。

2.2.2　整体重分方法———SIACs 方法在 ALE 方法中的推广应用

　　将文献[13]中的 SIACs 方法应用于 ALE 方法时，对拉氏步的网格采用 SIACs 方法重分后，会使得

同一个物质区的网格数在重分前后不同（在以下的描述中会看到），并且不能保证界面的拉氏性质。鉴

于如前所述的重映方法的限制，我们做了如下处理，使重分前后同一物质区的网格数保持一致，同时保

证界面的拉氏性质，并推广应用于 ALE 方法中。
以图 2（a）中的图形为例，内部水平和垂直方向各有一条 SIAC，M为二者交点。假设水平（或垂直）的

SIACs没有与其它的水平（或垂直）SIACs 相交。水平和垂直的 SIACs 上的点分别记为（xh（i），yh（i）），
（i＝1，...，m）和（xv（j），yv（j）），（j ＝1，...，n），二者交点的逻辑位置记为（I，J）。SIACs 方法主要由

以下几步来实现。
第 1 步，首先采用如前所述的几种单区重分方法，对整个计算区域生成初始标准的正规网格，作为

参考网格，网格点的坐标记为（x（i，j），y（i，j）），（i＝1，m；j＝1，n），如图 2（b）所示。
第 2 步，分别从两个方向逐条确定每一条水平（或垂直）的 SIAC 在逻辑空间中的位置。本研究中

采用不同于文献[13]中的方法。已知两条 SIACs 交点M 的逻辑位置为（I，J），则水平方向的 SIAC 在
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垂直方向的逻辑位置直接取为 J，垂直方向的 SIAC 在水平方向的逻辑位置则直接取为 I，即此时 J
－
＝

J，I
－
＝I。这样处理就能保证被 SIACs 所分割成的每段线段上的点的个数保持不变，点的分布也不变，

同时每个小区域中的网格点的个数保持不变。
同样对水平和垂直方向含有多条 SIACs 的情况，可分别从两个方向逐条采用以上方法进行处理。

如果只是在一个方向有 SIACs，则 SIACs 的逻辑位置可根据问题的需要取为事先规定的逻辑位置。

第 3 步，将参考网格中水平方向的第 J
－

条网格线换为水平方向的 SIAC

x（i，J
－）＝ xh（i），y（i，J

－）＝ yh（i），　i ＝ 1，...，m

而参考网格中垂直方向的第 I
－

条网格线换为垂直方向的 SIAC

x（I
－，j）＝ xv（j），y（I

－，j）＝ yv（j），　j ＝ 1，...，n
结果如图 2（e）所示。

文献[13]中对应的第 2 和第 3 步的处理方法是，首先分别将参考网格中离水平或垂直的 SIAC 最

近的第 J
－
或第 I

－
条网格线换为相应的 SIAC，这样处理后 SIACs 上被交点分割成的每段线段上点的个数

可能会与以前不同，即会有 J
－
≠ J，I

－
≠ I 的情形出现，则不能保证同一个物质区的网格数在重分前后相

同。需要将 SIAC 上新的点基于原来的分布采用反插值方法重新确定（如图 2（c）所示），以此尽可能保

证原来的分布，但此时 SIAC 上新的点的位置并不能完全保证原来的分布，因此用于 ALE 方法时很难

保证界面的拉氏性质。而我们的处理方法却能保证这一点，并能保证同一个物质区的网格数在重分前

后相同。

图 2　网格重分法计算结果

（（a），（b），（c），（d）为文献[1]中方法的结果；（e），（f）为本研究推广后的方法计算的结果）

Fig.2　The calculation results of grid generation technology
（（a），（b），（c），（d）The results of the method in Ref.[1]；（e），（f）The results of the method in this study）

第 4 步，区域边界点重新调整。由于水平或垂直方向的 SIACs 的逻辑位置重新做了调整，则边界

上被 SIACs 所分割成的每段线段上点的个数会发生变化，因此边界上点的分布需要重新确定，且保证
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SIACs 与边界的交点保持不变。采用边界上原始的点作为导向以及 SIACs 与边界的交点用反插值方

法来重新确定边界上的点，以此尽可能保证边界上点的原始分布，如图 2（e）所示。反插值方法是通过

假设原始点之间的距离是均匀的并在逻辑空间中进行。对水平和垂直方向含有多条 SIACs 的情况，可
分别从两个方向逐条采用以上的方法进行处理。

第 5 步，网格光滑迭代。由于第 3、第 4 步的处理，使得 SIACs 附近和区域边界处的网格出现折叠

的情形，如图 2（e）和图 2（c）是采用文献[13]中的方法得到的结果。对 SIAC 上的点和边界点冻结后采

用如前所述的椭圆型微分方程网格生成方法对内部的点光滑迭代，得到光滑的网格，如图 2（f）所示，该
结果明显优于文献[1]中的结果，如图 2（d）所示。

图 2（d）中有一个网格的面积比较大，导致网格均匀性变差。这是因为由于文献[13]中第 2、第 3 步

的处理方式使得被角点 所分割的每段线段上的分点数前后不一致导致的结果。

3　数值算例

3.1　静态算例

　　算例 1（图 3）。图 3（a）中的图形在水平和垂直方向各有两条 SIACs，采用本研究中的方法生成的网

格如图 3（b）、图 3（c）所示，其中蓝线是间断线。如果采用分区重分则会比较复杂，实现过程繁琐。

图 3　静态算例 1（（a）内部有多个物质区的矩形区域；
（b）用反插值方法重新确定 SIACs 上的点；（c）迭代得到重分后的网格）

Fig.3　The static numerical example 1 （（a）Rectangle domain containing multiple subdomains；
（b）The nodes of SIACs determined by inverse interpolation；（c）The mesh generated by the method in this work ）

算例 2（图 4）。图 4（a）是一个 1/4 圆形区域，在两个方向上各有一条 SIACs，将两个方向分别作为

水平和垂直方向，采用本研究中的方法生成网格，如图 4（b）和图 4（c）所示，其中蓝线是间断线。同样如

果采用分区重分则会比较复杂，实现过程繁琐。

图 4　静态算例 2（（a）内部有多个物质区的扇形区域；
（b）用反插值方法重新确定 SIACs 上的点；（c）迭代得到重分后的网格）

Fig.4　The static numerical example 2 （（a）Fan-shaped domain containing multiple subdomains；
（b）The nodes of SIACs determined by inverse interpolation；（c）The mesh generated by the method in this work ）
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算例 3（图 5）。如图 5（a）所示的四边形区域，在区域的下方嵌入一半圆形区域，半圆形圆弧是内部

间断（界面）。要生成分别平行于 4 条外边界的结构化四边形网格，直接根据物质界面采用分区重分是

无法实现的。我们采用整体重分方法生成结构化四边形网格，将四边形区域的底边和顶边取为水平方

向，另两条边定为垂直方向。将半圆形圆弧分为 3 段，中间一段作为水平方向的 SIAC，其余两段作为垂

直方向的 SIACs，并分别将它们扩展到对边，如图 5（b）、图 5（c）中的蓝线所示。采用本研究中整体重分

方法生成网格，如图 5（b）、图 5（c）所示。

图 5　静态算例 3（（a）内部具有复杂界面的矩形区域；
（b）用反插值方法重新确定 SIACs 上的点；（c）迭代得到重分后的网格）

Fig.5　The static numerical example 3
（（a）The domain containing complex interface；（b）The nodes of SIACs determined by inverse interpolation；

（c）The mesh generated by the method in this work）

3.2　用于 ALE 方法动态计算中

　　算例 1：Dukowicz 激波界面相互作用问题[2]。左边界活塞驱动速度恒定为 1.48，活塞右边为理想

气体，比热比为 1.4，初始压力为 1，速度为零。界面与 x 方向有 30°倾角，界面两侧密度分别为 1 和

1.5，如图 6 所示。左、右区域的网格数分别为 3 6×30 和 40×30。图 6（b）~图 6（e）是 t＝1.3 时刻的计

算结果，其中图 6（b）和（c）分别是用本研究方法和分区重分方法计算的结果图，图 6（d）和图 6（e）分别

是密度和压力等值线图，其中蓝线和红线分别是本研究和分区重分结果。表 1 是界面在下边界位置，本
研究计算结果与其它几种情况的比较，表明本文方法的计算结果处于其它几种计算结果的范围内。

表 1　本研究结果与文献[1]结果比较

Table 1　The results of the method in this study and the method in Ref.[1]

Computational
condition

Method of
this study

Remesh by
subdomain

CAVEAT code[6]
CAVEAT code modified
by vorticity errors[7]

Interface location 2.079 2.08 2.05 2.25

算例 2：Richtmyer-Meshkov 界面不稳定性问题（图 7）。R-M 不稳定性是激波加速两种不同密度

的分层流体所导致的界面失稳现象。对于这一问题，由于界面扰动不断发展而导致网格扭曲，纯拉氏计

算只能维持开始的一段时间，因此需要引入网格重分，以改进网格质量。初始分布如图 7（a）所示，左侧

由活塞驱动产生一马赫数为 2 的右行激波，界面两侧密度比为 5。左、右两侧流体的速度为零，压力为

1，左侧流体的密度和比热比分别为 1.0 和 1.4，右侧流体的密度和比热比分别为 0.2 和 2.4。
计算网格数为 1 60×32。图 7（b）~图 7（e）是 t＝1.2 时刻的结果，其中图 7（b）和图 7（c）分别是分

区重分和本研究的网格图。由图可知，本计算的网格更规整一些，特别是界面处的网格没有出现纽结变

形，界面扰动发展的更好些。图 7（d）和图 7（e）分别是密度和压力等值线图，其中蓝线和红线分别是本

研究和分区重分的结果。
由图 7 可知，二者的压力等值线图基本接近，而密度等值线图稍有差别，可能主要是因为分区重分

计算的结果出现不太对称的现象所导致的，除了不太对称地方的等值线不太一致外，其余地方的等值线

二者还是基本一致的。但由于界面大变形，即使引入网格重分也只能维持一段时间，本算例只是为了说

明网格整体重分的效果优于分区重分。
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图 6　动态算例 1（（a）初始时刻分布；（b）整体重分的网格；（c）分区重分的网格；
（d），（e）分别为密度和压力等值线图）
Fig.6　The dynamic numerical example 1

（（a）The initial states；（b）The mesh generated by the method in this study；
（c）The mesh generated by the subdomain technology；（d），（e）The density and pressure contour

图 7　动态算例 2（（a）初始时刻的分布；（b）整体重分的网格；（c）分区重分的网格；
（d），（e）分别为密度和压力等值线图）
Fig.7　The dynamic numerical example 2

（（a）The initial states；（b）The mesh generated by the method in this study；
（c）The mesh generated by the subdomain technology；（d），（e）are the density and pressure contour）
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4　结　论

　　Mikhail Shashkov 等人的 SIACs 方法能够自动生成沿内部间断排列的且光滑的网格，减少数值方

法在间断处产生的数值误差，该方法是将多物质区作为一个整区进行体网格重分，得到结构化四边形网

格，对非常复杂的计算区域克服了分区重分数据结构的复杂性。本研究将 SIACs 方法推广应用于 ALE
方法中，建立了基于网格分区或整体重分的中心型 ALE 方法，使网格重分可在分区重分和整体重分之

间相互转换，通过静态和动态数值算例，研究分析了整体重分和分区重分的数值模拟效果，对于非常复

杂的计算区域体现了整体重分的优越性。
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Cell-Centered Arbitrary Lagrangian-Eulerian Method
Based on a Global Grid Generation Technology

LIU Yan，SHEN Wei-Dong，TIAN Bao-Lin

（Institute of App lied Phy sic s and Computational Mathematic s，Beij ing 1 00094，China）

Abstract：A cell-centered arbitrary Lagrangian-Eulerian method based on a global grid generation technology
was developed to simulate compressible multimaterial flows with large deformation.The method
adapts well to subdomain grid generation and global grid generation.The static and dynamic numerical
examples demonstrated the efficiency of the global grid generation.For the examples with complex
regions，the calculated results show the efficiency of the global grid generation.
Key words：arbitrary Lagrangian-Eulerian method（ALE）；grid generation method；remap method；IACs
method；SIACs method
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