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基于附加 Runge-Kutta 方法的高精度
气相爆轰数值模拟

∗
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　　摘要：多组分反应欧拉方程是气相爆轰的控制方程，其源项存在刚性。应用显式格式求

解，由于格式稳定性条件的限制，时间步长远小于 CFL（Courant-Friedrichs-Lewy）条件得出的

时间步长，给求解带来很大困难。引入一种 IMEX（Implicit-Explicit）型附加 Runge-Kutta 算

法，对非刚性对流项进行显式处理，源项用半隐式格式处理，整体具有高精度和 L-稳定性，并
进行算例考核。在此基础上，利用基元反应模型对气相爆轰问题进行了数值研究。结果表明，
该算法能够很好地处理源项引起的刚性问题，准确地捕捉和描述爆轰波的复杂结构和典型特

征，同时也能够很好地模拟爆轰波在楔面上的马赫反射问题。

　　关键词：源项；附加 Runge-Kutta 方法；刚性；气相爆轰

　　中图分类号：O381　　　 文献标识码：A

1　引　言

　　气相爆轰是化学反应和流体动力学的强耦合过程，近百年来一直是一个重要且活跃的研究领域，直
到今日，仍然有很多问题没有得到很好的解决。气相爆轰是一个超音速燃烧过程，依靠波阵面后反应区

能量的快速释放来自维持。相对于理论和实验研究，随着计算技术和计算能力的大幅度提高，气相爆轰

的数值模拟研究成为一个高效的研究手段。气相爆轰数值模拟的最大困难在于，多组分欧拉方程的化

学反应源项存在很强的刚性。这种刚性一方面体现在流动和化学反应的时间尺度不同，另一方面基元

反应模型各个子反应的时间尺度也存在巨大的差异[1]。如果用显式方法对刚性方程组进行数值积分，
格式精度所要求的时间步长将远小于由 CFL（Courant-Friedrichs-Lewy）条件决定的时间步长，会严重

影响计算效率。由于显式方法在处理刚性问题中存在不足，使隐式方法或者半隐式方法得到了很大的

应用，但全隐式方法占用大量计算时间和内存，因此实践中广泛应用的隐式方法主要有两种：分步法（时
间分裂方法）和附加半隐式方法。

时间分裂方法[2-5]解决下述形式的反应欧拉方程，U＝ L（U）＋S（U），其中 L（U）、S（U）分别表示对

流项和反应源项。首先对对流项离散得到中间值U
~ n＋1，然后加上源项的贡献得到这一步最终的结果

U n＋1 [3，6]。附加半隐式方法把代数常微分方程的右端项分为刚性项和非刚性项，前者隐式处理，后者显

式积分。Zhong[1]对附加半隐式方法进行了详细研究，并构造了至多 3 阶精度的数值格式，并对刚性非

平衡反应流进行了计算。Kennedy 和 Carpenter[7]构造了 L-稳定的、能够处理刚性问题的附加 Runge-
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Kutta 方法，应用于对流-扩散-反应方程的数值研究。Xia 等[8]使用间断 Galerkin 格式，并结合上述方

法，应用到偏微分方程的研究中。
本工作应用 5 阶精度的 WENO 格式和附加 Runge-Kutta 方法，对一维、二维气相爆轰波以及爆轰

波在楔面上的马赫反射进行数值研究。气相爆轰采用基元化学反应模型，包括 9 种组分、19 个基元反

应，并用 70%的 Ar 稀释。

2　控制方程和数值方法

2.1　控制方程

　　计算的爆轰气体为按照化学当量比混合的氢气和氧气，添加 70%氩气进行稀释。假设气体为热理

想气体（比热是温度的函数），无黏性，忽略热传导和扩散效应。本研究采用的控制方程为二维多组分反

应欧拉方程
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式中：U、F、G、S 分别表示守恒变量、x 方向的通量、y 方向的通量和反应源项，ωi 为第 i 种组分的质量生

成率；p、ρ、T 分别表示压力、密度和温度，且满足 p ＝ρRT，其中 R 为通用气体常数；u、v、E、h 分别为 x
方向速度、y 方向速度、单位体积的总能和单位质量的焓，并且有 E ＝ρh－p ＋ρu 2/2；e 表示内能，且有

h＝e＋p/ρ；N 是所有组分的数量，Y i 是第 i 组分的质量分数，并且有∑
N

i＝1
Y i＝1。

2.2　基元反应模型

　　对于氢氧预混气体的爆轰反应过程，采用 9 种组分、19 个基元反应的模型描述其化学反应机理[9]，
相关组分为 H 2、O2、O、H、OH、HO2、H 2O2、H 2O，另外还加入了 70% 的 Ar 作为稀释气体，加入稀释气

体可以放缓波后能量释放的速率，使爆轰波更加规则。化学反应式可以统一写为

∑
9

i＝ 1
ν′ikx i

K f，k

K b，k
⇌  ═══ ∑

9

i＝ 1
ν″ikx i　　k ＝ 1，2，3，…，19 （3）

式中：ν′ik 和ν″ik 分别为第 k 个反应中反应物和产物的第 i 种组分的化学计量系数；x i 表示第 i 种组分的摩

尔分数；K f，k和K b，k分别为第 k 个反应的正向和逆向反应速率常数，两者均通过阿伦尼乌斯定律得出，
并满足下面的关系式
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式中：R i ＝R/W i，R 是通用气体常数；p atm 是标准大气压；s 0i 是标准熵；A k、nk、E ak 分别表示阿伦尼乌斯

公式中的指前系数、温度指数和活化能。第 i 种组分的生成率ωi 通过下述公式得出

ωi ＝W i∑
1 9

k＝ 1
ν″ik －ν′ik( ) ∑

9

i＝ 1
αikC xi( ) K f，k∏

9
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9
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式中：W i 和C xi 分别表示第 i 种组分的的摩尔质量和摩尔分数，并且满足公式 Cxi ＝ρi/W i；αik 表示第 k
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个反应中第 i 种组分的三体效应系数。在本研究所使用的模型中，α1k ＝ 2.5（H 2），α8k ＝ 1 6（H 2O）。

2.3　数值计算方法

　　考虑到多组分反应欧拉方程源项的刚性问题，采用附加 Runge-Kutta 方法耦合方程中非刚性对流

项和刚性反应源项。根据 Araúj o 等人的工作[10]，附加 Runge-Kutta 方法能够求解下述形式的常微分

方程

dU/dt ＝ F（U）＝∑
N

ν＝ 1
F[ν]（U） （6）

其中，F（U）可以分为N 项，对于反应欧拉方程，N ＝ 2，即对流项和反应源项。附加 Runge-Kutta 方法

的具体使用过程如下
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其中，N 项中的每一项被属于该项的 s 步 Runge-Kutta 法积分。Butcher 系数，a[ν]ij 和 b [ν]i ，由精度条件

和稳定性条件得出，具体见文献[7]。多组分反应欧拉方程可以写成下面的形式

U t ＝ F ns ＋F s （8）
式中：F ns 和 F s 分别表示非刚性项和刚性项。附加 Runge-Kutta 方法是一种隐-显式方法，由显式

Runge-Kutta （ERK）方法和对角隐式 Runge-Kutta （ESDIRK）方法组合在一起使用，ERK 方法积分

非刚性项，ESDIRK 方法积分刚性项。本研究使用的 3 种附加 Runge-Kutta 方法，ARK3（2）4L[2]SA、

ARK4（3）6L[2]SA 和 ARK5（4）8L[2]SA[5]，分别为 3 阶、4 阶和 5 阶精度。同时，非刚性对流项的空

间离散通过 5 阶精度的 WENO 格式[1 1-1 3]完成。

3　程序测试

3.1　对流-反应方程

　　对流-反应方程用于测试上述 3 种附加 Runge-Kutta 方法的时间精度，包括 ARK3（2）4L[2]SA、

ARK4（3）6L[2]SA和 ARK5（4）8L[2]SA[5]，并与已有的格式进行比较。测试方程采用如下带参数的

对流反应方程

u t ＋ux ＝εu，　0 ≤ x ≤ 1，u（0，x）＝ sin（2πx），周期边界条件 （9）
式中：ε为刚性系数。方程（9）的刚性随着ε的增大而增大，反应项εu 隐式处理，对流项 ux 显式处理。
方程（9）为初边值问题，其精确解为

u（t，x）＝ eεt sin[2π（x －t）] （10）
时间精度通过下面的公式得出

e h ＝ u 0 －uh ，R P ＝ 2P ＝ e h/e h/2 （11）
式中：P 为时间精度，eh 和 eh/2分别为时间步长为h 和h/2 时的数值误差，u0 和uh 分别为精确解和时间步长为

h 时的数值解。计算结果如表 1 所示，ARK5（4）8L[2]SA[5]、ARK4（3）6L[2]SA和 ARK3（2）4L[2]SA 方法分

别达到了 3 阶、4 阶和 5 阶精度。图 1 比较了 ARK3（2）4L[2]SA 方法、TVD Runge-Kutta 格式（Shu）、3 步

SSPRK格式（Ruuth）和 8 步 SSPRK格式 （Ruuth）4 种 3 阶精度格式的数值误差。可以看出，当ε＜10 时，4 种
格式的数值误差相差不大；当ε＞10 时，随着方程的刚性不断增强，ARK3（2）4L[2]SA比其它 3 种方法的误差

都要小，能够很好地处理刚性问题。同时比较了 4 种格式的收敛性，ARK3（2）4L[2]SA比其它 3 种方法的收

敛性要好很多，如图 2 所示。

3.2　等容爆炸模型

　　ZND 模型既包括化学反应，同时也包含流体动力学。等容爆炸模型是一组常微分方程组，是 ZND
模型一个受限的特例，可以描述一定体积的反应气体的等压快速爆炸过程。该模型的代数物理方程为
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式中：Y i、e i、ωi分别是第 i 种组分的摩尔分数、内能和质量生成速率，cV 表示等容比热。

表 1　3 种方法的时间精度测试表（x＝ 0.5，t ＝ 0.2，h＝0.04）

Table 1　Temporal accuracy test of three schemes （x＝ 0.5，t＝ 0.2，h＝0.04）

Δt Err 1 RP Order Err 2 RP Order Err 3 RP Order

h 1.82×10-3 7.2 2.85 3.21×10-4 1 3.0 3.70 5.57×10-5 2 6.0 4.70

h/2 2.53×10-4 7.7 2.94 2.47×10-5 1 5.1 3.92 2.14×10-6 28.8 4.85

h/4 3.29×10-5 7.9 2.98 1.63×10-6 1 5.9 3.99 7.43×10-8 2 9.9 4.90

h/8 4.1 6×10-6 8.0 3.00 1.03×10-7 1 6.1 4.01 2.49×10-9 32.7 5.03

h/16 5.21×10-7 8.2 3.04 6.37×10-9 1 6.6 4.05 7.62×10-1 1 3 3.1 5.05

h/32 6.43×10-8 － － 3.85×10-10 － － 2.30×10-12 － －

图 1　4 种 3 阶精度格式的误差随ε的变化曲线

Fig.1　Error versus stiffness parametersε for
four third-order schemes

图 2　4 种 3 阶精度的格式收敛性曲线（ε＝0.1）

Fig.2　Grid convergence study for four third-order
schemes with stiffness parametersε＝0.1

在本算例中，比较了 ARK4（3）6L[2]SA 和 ARK3（2）4L[2]SA 与已有的各种处理刚性问题的显-
隐式格式，包括 Ascher 等人的（2，3，3）、（3，4，3）和（4，4，3）方法[14]，Calvo 等人的 LIRK3 和 LIRK4 方

法[1 5]，Fritzen 等人的 FW53 方法[1 6]。定义“Work”为隐式迭代的数目，在图 3 的曲线中，Ascher 等人

的（4，4，3）格式和 Fritzen 等人的 FW53 格式是效率最低的，LIRK3 是剩下的 4 种方法效率最低的，其
次是 Ascher 等人的（3，4，3）格式，效率最高的方法是 ARK3（2）4L[2]SA 和 Ascher 等人的（2，3，3）格
式。图 4 对两种 4 阶精度格式，ARK4（3）6L[2]SA 和 LIRK4 格式，进行了误差比较，可以看出前者的

效率更高。

图 3　6 种 3 阶精度格式的误差比较曲线

Fig.3　Error versus work for six third-order
IMEX Runge-Kutta methods

图 4　2 种 4 阶精度格式的误差比较曲线

Fig.4　Error versus work for two
fourth-order accuracy
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4　结果和讨论

4.1　一维气相爆轰

图 5　一维气相爆轰波形成过程曲线

Fig.5　Formation of 1-D gaseous detonation wave

　　预混气体为化学当量比的 H 2 和 O2，用 70%的

Ar 进行稀释，初始压力和温度分别为 6 6 70 Pa 和

2 98 K。在左侧封闭端的一段高温高压区域点火，迅
速引爆混合气体，达到稳定爆轰并以恒定的爆速传

播。点火区密度为初始压力的 5 倍，温度为初始温

度的 1 0 倍。图 5 给出了在上述条件下，稳定爆轰波

形成过程的压力分布图，每条曲线间隔时间相同。
从图 5 中可以看出，初始条件产生一个冲击波和波

后的高温高压区，高温高压区迅速点燃混合气体，形
成更高的压力，克服壁面稀疏作用，并逐渐形成稳定

爆轰波。
为了研究网格尺寸对数值模拟结果的影响，分

别计算了网格尺寸为 2.00、1.00、0.50、0.20、0.10
和 0.05 mm 6 种情况下的直接起爆过程，结果见表 2。从表 2 可以看出，一些爆轰特征参数，包括爆速、

C-J 压力和壁面压力都对网格尺寸不敏感，当网格小于 2.00 mm 时，基本稳定在某一数值。但是 von-
Neumann 压力、反应区宽度和诱导区宽度随网格尺寸的变化很明显，最终反应区宽度稳定在 1 0 mm，诱
导区宽度稳定在 1.2 mm。根据表 2 中的数据，拟合得到了压力比 p/p CJ、反应区宽度 L rea随网格尺寸

Δx 的变化曲线

p/p CJ ＝ 0.5 9 1 5 8e
－Δx
1.7 3 2 6 0 ＋ 1.254 6 3

L rea ＝ 282.632e
－Δx
3 2.1 1 5 9 － 2 72.603{ （13）

当Δx→0 时，p/p CJ和 L rea分别收敛于 1.85 和 1 0 mm。

表 2　不同网格尺寸下的爆轰参数计算结果

Table 2　Calculated detonation parameters with different grid sizes

Grid size
/（mm）

Detonation velocity
/（m/s）

p CJ
/（kPa）

p wall
/（kPa）

p v-N
/（kPa）

L rea
/（mm）

Induction zone
length/（mm）

2.00 1 620 9 3.60 3 5.83 1 3 5 28 －

1.00 1 620 9 3.60 3 5.83 149 1 8 －

0.50 1 620 9 3.60 3 5.83 1 5 9 1 5 －

0.20 1 620 9 3.60 3 5.83 1 6 6 1 2 1.6

0.10 1 620 9 3.60 3 5.83 1 6 9 1 0 1.1

0.05 1 620 9 3.60 3 5.83 1 78 1 0 1.0

4.2　二维气相爆轰

　　爆轰波波阵面附近复杂的三波点波系结构如图 6 和图 7 所示。典型的三波点波系结构包括马赫

杆、入射激波和横波，三者交汇于一点，即三波点。从图 6 和图 7 可以看出，三波点附近出现压力和密度

峰值，入射激波比马赫杆平整得多，然而强度却低于马赫杆，其后的密度梯度和温度梯度也比马赫杆后

小很多，说明入射激波后的化学反应比马赫杆后的延迟，反应阵面滞后。同时根据马赫杆阵面的压力分

布可以发现，马赫杆中心的压力最低，在两侧方向的压力逐渐升高，并在三波点附近达到峰值。相对而

言，入射激波阵面的压力分布要均匀很多。
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图 6　爆轰波波阵面和三波波系结构（压力）

Fig.6　Profiles of mach stem and incident
along detonation front （Pressure）

图 7　爆轰波波阵面和三波波系结构 （密度）

Fig.7　Profiles of mach stem and incident
along detonation front （Density）

图 8　典型的双马赫反射波系结构图

Fig.8　Peak pressure and reaction zone length
versus grid size

　　典型的三波结构本质上属于马赫反射的范畴，
运用马赫反射经典理论，有助于理解爆轰波的三波

结构。马赫反射中，马赫杆后的压力和密度均高于

入射激波后的压力和密度；马赫杆后的压力是连续

的，但是存在接触间断，即密度存在间断；马赫反射

中的横波随着马赫反射种类的不同，如单马赫反射

和双马赫反射（见图 8），其强度和形状也不同。在

双马赫反射中，横波与三波点接触段强度很高，曲率

较小；越往后发展横波强度越低，曲率越大。上述马

赫反射现象与爆轰波三波结构的分析是吻合的，从
图 8 中也可以看出马赫杆后的密度间断（滑移线）。滑移线附近存在复杂的涡系结构，但是在网格尺寸

足够小的情况下才能够准确捕捉到。
烟迹技术广泛应用于记录爆轰波的胞格结构。用烟熏玻璃板或者金属板做成烟熏片，在烟熏片上

均匀覆盖一层烟迹，然后将烟熏片放入管道内壁，用于记录爆轰波在管道中三波点的运动轨迹，所得到

的运动轨迹呈鱼鳞状，即爆轰胞格。在数值计算中，通过记录整个计算时间内爆轰波的最大压力历史从

而得到数值胞格，计算得到的规则的胞格结构如图 9 所示。结果表明：用本方法计算的爆轰波以规则的

胞格结构传播，数值胞格图案和通过实验得到的胞格图案（图 1 0）十分相似。图 1 1 给出了胞格结构的

若干特征参数的几何关系，包括出射角α、胞格宽长比λ/l、入射角β和横波轨迹角ω。将计算得到的胞

格结构的几何参数与前人的实验结果进行了比较，见表 3，两者结果吻合得比较好。

图 9　数值胞格结构

Fig.9　Cellular pattern produced of
numerical simulations

图 1 0　实验胞格结构 （Shepherd）

Fig.10　Experimental cellular pattern
（Shepherd）
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图 1 1　爆轰胞格特征参数的几何关系

Fig.1 1　Some characteristic parameters of
the cellular pattern

表 3　实验与数值计算胞格参数对比

Table 3　Parameters comparison of the computed
cells solution with experimental ones

Cell structure

parameters
Computation
results

Experimental

results[1 7-1 8]

λ/l 0.6 0.5-0.6

α 1 0 5-10

β 3 5-42 32-40

ω ≈32 ≈30

4.3　爆轰波马赫反射

　　在过去 1 0 年中，由于在超音速推进系统及爆轰波与结构相互作用研究中的应用，爆轰波在楔面上

的反射引起了广泛的重视和更多的研究。在本节中，模拟了爆轰波与 1 9.3°楔面的相互作用过程，如
图 1 2所示，并与前人的计算结果进行了对比。

本研究采用基元化学反应模型，分别采用 3 阶精度的 TVD Runge-Kutta 方法和 ARK 数值方法；
文献[19]采用与本研究相同的反应模型，数值方法采用 CE/SE 方法。从图 1 2 中可以看出，在楔上区

域，存在一条明显的分界线，分界线下面的胞格尺寸、强度和数量均与分界线上面的有明显差距，具体

为：胞格尺寸更小、数量更多，强大更大，这是因为马赫杆后的压力和密度比入射激波后的更大。图 1 2
中的分界线就是三波点的运动轨迹。如果直楔面换成曲面，如图 1 3 所示的 30°弯管，在下边界处也会发

生马赫反射现象，上边界则为衍射。图 1 4 给出了本研究的计算结果与实验结果[20]、数值计算结果[1 9]的

比较。从图 1 4 中可以看出，本研究的计算结果与实验吻合得很好，也与文献[19]的计算结果类似，但是

相比较而言，应用 3 阶 ARK 方法得到的分界线两侧的胞格更为清晰，且规则性更好。

图 1 2　不同时刻楔面爆轰波波阵面

Fig.12　Detonation front on a wedge at different time

图 1 3　爆轰波在 30°弯管中传播的胞格图

Fig.1 3　Cellular pattern on 30°smooth pipe bend

（a）Experiment[19]；（b）Detailed chemical reaction model and 3 order TVD Runge-Kutta scheme；
（c）Detailed chemical reaction model and CE/SE scheme[20]；（d）Detailed chemical reaction model and 3 order ARK scheme

图 1 4　爆轰波胞格结构比较

Fig.14　Cellular pattern produced in numerical simulations
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5　结　论

　　采用附加 Runge-Kutta 方法，数值求解带刚性源项多组分反应欧拉方程，非刚性项采用显式方法积

分，刚性源项采用半隐式方法积分，然后将其应用到气相爆轰问题的数值模拟中，包括一维、二维和楔面

马赫反射。结果表明：方程刚性不大时，附加 Runge-Kutta 方法与显式 Runge-Kutta 方法相比较，计算

精度相差不大；但当方程刚性大幅增加时，附加 Runge-Kutta 方法处理刚性的能力更好。在气相爆轰数

值模拟中使用附加 Runge-Kutta 方法，能够准确地捕捉和描述爆轰波的复杂结构和典型特征，同时也

能够很好地模拟爆轰波在楔面上的马赫反射问题。
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Additive Runge-Kutta Methods for Accurate
H2-O2-Ar Detonation Simulation

LI Jian1，HAO Li2，NING Jian-Guo 1

（1.State Key Laboratory of Exp losion Science and Technology，

Beij ing Institute of Technology，Beij ing 1 0008 1，China；

2.Science School，Beij ing University of Civil Engineering
and Architecture，Beij ing 1 00044，China）

Abstract：We report here the additive Runge-Kutta methods for computing reactive Euler equations
with a stiff source term，and in particular，their applications in gaseous detonation simulations.The
source term in gaseous detonation is stiff due to the presence of wide range of time scales during ther-
mal-chemical non-equilibrium reactive processes and some of these time scales are much smaller than
that of hydrodynamic flow.The high order，L-stable，additive Runge-Kutta methods proposed in this
paper resolved the stiff source term into the stiff part and non-stiff part，in which the stiff part was
solved implicitly while the non-stiff part was handled explicitly.The proposed method was successfully
applied to simulate the gaseous detonation in a stoichiometric H 2-O2-Ar mixture based on a detailed el-
ementary chemical reaction model comprised of 9 species and 1 9 elementary reactions.The results
showed that the stiffly-accurate additive Runge-Kutta methods can well capture the discontinuity，and
accurately describe the detonation complex wave configurations such as the triple wave structure and
cellular pattern.
Key words：source term；additive Runge-Kutta methods；stiffness；gaseous detonation
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