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固氖高压物态方程的量子理论计算
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　　摘要：运用 Hartree-Fock 计算方法和原子团簇理论，研究了高压下面心立方晶体氖中的

二体相互作用、三体相互作用对中心原子势能及冷能的贡献。结合零点振动能，计算得到了固

氖在 4~208 GPa 压强范围内的等温物态方程。结果表明，在较高压强区域内，等温压缩线与

高压实验数据符合得非常好；在压强超过 1 00 GPa 的区域内，计算得到的等温压缩线较目前已

有的理论研究结果系统地改善并提高了 3%~5%，精确地解释了固氖的高压实验数据。
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1　引　言

　　氖具有相对简单的满壳层电子结构，这使它成为检验量子多体理论的理想体系之一[1-3]。固氖除了

适于研究固体的键合理论及压力引发的相变[4]外，还具有多种实际应用[5]，如在高压实验中用作传压介

质[1，6-7]。因此在对物质高压性质的理论和实验研究中，固氖一直备受关注[8]。固氖的等温压缩线能够

很好地反映它在高压下的性质。实验上人们利用金刚石对顶砧技术，已经在室温下将氖压缩到

208 GPa，且在所测量的压力范围内氖保持面心立方（fcc）晶体结构[9]；理论上，人们已对固氖的等温压

缩实验现象提出了多种解释，但在高于 1 00 GPa 的压强区间还缺乏准确的理论解释。

　　在固氖的多体问题中，研究最多的是两体、三体问题。1980 年，Aziz 等人[10]提出了半经验的 Har-
tree-Fock Dispersion （HFD）C2 势，运用该势函数能够较准确地描述固氖的两体相互作用，模拟出氖气

的多组实验数据及固氖的零温零压性质[1 1]，并将两个氖原子间的相互作用能分为从头算 Hartree-Fock
部分和拟合常压实验数据的半经验长程关联能（Dispersion）部分。

　　随着压缩度的增大，仅用两体势已不能很好地描述固氖在高压下的性质，此时需要考虑三体相互作

用的影响。三体势也可以用两部分来描述，即由 Pauli 排斥效应引起的交换相互作用（即 Exchange 项）
及色散相互作用（通常指 Axilrod-Teller 项，简称 AT 项），其中短程区交换作用项对三体势的贡献较

大，且该项符号与 AT 项相反[12]。一般地，三体解析式中 AT 项可通过求解三阶瑞利-薛定谔微扰方程

得到，交换作用项则根据计算结果拟合得出。Loubeyre[12]曾对固态稀有气体的三体相互作用做出较系

统的研究，给出了三体势的解析公式和各部分的参数值，但在拟合交换相互作用时仅选用了部分三原子

构型，没有考虑全部的等腰三角形结构，即不同顶角、不同边长的等腰三角形。最近 Schwerdtfeger 等
人[2]对 3 个氖原子组成的团簇进行了超分子单双迭代（包括非迭代三重激发）耦合簇理论 CCSD（T）方
法计算，拟合出了解析公式，利用该解析式对固氖的冷能和压缩性进行了研究，由于在拟合解析式时仅
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选用了某些特殊构型的从头计算结果，导致固氖压缩性的研究结果出现一定的偏差。

　　高压下决定物质性质的主要是短程排斥作用，采用 Hartree-Fock Self-Consistent-Field （SCF）方法

可以计算出短程排斥作用的大小。本研究运用 SCF 方法，计算固氖中任意一个原子与周围一个、两个

原子的两体、三体相互作用能以及与多个近邻原子间的短程排斥作用能，即中心原子势能，采用原子团

簇方法和多体势展开理论，将该中心原子势能展开为两体、三体相互作用能分量的求和形式。运用多体

分量来展开中心原子势能的优点是能够讨论多体展式的收敛性和截断精度，从而判断出三体分量的合

理截断位置。对于不能由 SCF 方法计算得出的长程关联能，采用 HFD C2 势[10]的色散项来考虑。室

温下固氖晶体的等温压缩性除受上述能量的影响外，还会受到晶格零点振动和温度的影响，因此本研究

综合考虑了这 3 种因素的影响，研究固氖在 4~208 GPa 压强范围内的等温压缩性，以期在 1 00 GPa 以
上的压强区间内能准确地解释目前出现的实验现象。

2　理论模型和计算方法

2.1　多体势的定义

　　对于处在 r o、r i 位置上的两个氖原子 Neo 和 Nei，它们所构成团簇的相互作用能可以用两体势来描

述，即

u 2（o，i）＝ E（r o，r i）－ 2E 0 （1）
式中：u 2（o，i）为两个氖原子 Neo、Nei 间的两体相互作用，E（r o，r i）为两个氖原子分别位于 r o、r i 位置时

它们所构成原子团簇 Ne2 的基态能量，E 0 为一个孤立氖原子的基态能量。当第 3 个氖原子 Nej 靠近

Neo、Nei 这两个氖原子时，它们之间的电子云分布会发生变化，使得 3 个氖原子间存在三体相互作用，
即三体势

u 3（o，i，j）＝ E（r o，r i，r j）－ 3E 0 －u 2（o，i）－u 2（o，j）－u 2（i，j） （2）
式中：E（r o，r i，r j）为 3 个氖原子分别位于 r o、r i、r j 位置时 3 个氖原子所构成团簇 Ne3 的基态能量。

2.2　中心原子势能及其多体展开

　　高压条件下，固氖晶体中任意一个原子 Neo 与周围n－1 个近邻原子都存在相互作用。以这个原子

团簇 Nen 作为研究对象，中心原子 Neo 与其n－1 个近邻原子的相互作用能V n 就等于将原子 Neo 从无

穷远处移到当前位置 r o 处该原子团簇 Nen 的基态能量变化，即

V n ＝ E（r o，r 1，r 2，…，rn－1）－[E（r 1，r 2，…，rn－1）＋E 0] （3）
式中：E（r o，r 1，r 2，…，rn－1）为中心原子 Neo 与其 n－1 个近邻原子在 r o，r 1，r 2，…，rn－1 位置时团簇 Nen
的基态能量，E（r 1，r 2，…，rn－1）为挖去中心原子 Neo 后余下 n－1 个近邻原子所构成团簇 Nen－1 的基态

能量，E 0 为孤立氖原子的基态能量。按照多体展开理论，原子势能V n 可展开为中心氖原子 Neo 与其

n－1 个近邻氖原子间的多体相互作用之和（见图 1），即

V n ＝∑
n－1

i＝ 1
u 2（o，i）＋∑

n－1

i＜j
u 3（o，i，j）＋… ＝U 2 ＋U 3 ＋… （4）

式中：u 2（o，i）、u 3（o，i，j）分别为中心原子 Neo 与其近邻原子中任意一个氖原子、任意两个氖原子间的两

体势、三体势，U 2、U 3 分别为 u 2（o，i）、u 3（o，i，j）对所有近邻氖原子的求和。当近邻原子个数 n－1 的值

取得足够大时，由（3）式、（4）式可以得到宏观晶体中任意原子的势能V n 以及两体、三体分量（U 2、U 3）。
但是，由于存在多体屏蔽效应，较远壳层的原子对原子势能的贡献可忽略不计，如图 1 所示。

　　（3）式中 E（r o，r 1，r 2，…，rn－1）、E（r 1，r 2，…，rn－1）和 E 0 的值均可用从头算方法获得，进而得到V n。
（4）式中两体势 u 2（o，i）、三体势 u 3（o，i，j）也可根据（1）式、（2）式由从头算方法得到。n 个氖原子所构

成团簇的 Hamilton 算符为

H ＝－∑
I

1
2M I

∇I－∑
i

1
2

∇i＋∑
I＜J

Z IZ J
r IJ ＋∑

i＜j

1
r ij －∑I，j

Z I
r Ij

（5）

式中：M I、Z I 分别为氖原子核 I 的质量和核电荷数，r IJ 、r ij 分别为两个核和两个电子间的距离，r Ij 为原
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图 1　R＝0.18 nm 时 fcc 晶格原子势能及其

两体、三体分量随近邻原子数的变化

Fig.1　Variations of the atomic potential and its two-
and three-body components with the number of
neighbours at R＝0.18 nm in fcc phase

子核 I 到电子 j 的距离。在单电子轨道近似下，将
氖原子 团 簇 体 系 的 薛 定 谔 方 程 简 化 为 Hartree-
Fock-Roothaan （HFR）方程，通过求解该方程得到

团簇的基态能量。在实际求解过程中，采用 Gamess
计算程序计算不同氖原子团簇的基态能量，同时采

用 Triple Zeta Valence （TZV）基函数。

2.3　固氖的冷能

　　由于晶格原子势能V n 中的 k 体势部分属于原

子 Neo 与其近邻原子共有，所以在计算晶体冷能时

为了避免重复累加多体相互作用，求任意一个氖原

子 Neo 的 k 体势对晶体冷能的贡献时要除以 k。所

以，冷能的排斥部分 E rep与自洽场计算得到的多体

组分的关系为

E rep ＝ 1
2U 2 ＋ 1

3U 3 ＋… （6）

　　关联能 E att采用 HFD C2 势[10]的长程吸引部分

φ（r oi）来计算，即

E att ＝ 1
2∑

n

i ＝ 1
φ（r oi） （7）

φ（r oi）＝－ε（c 6x－6 ＋c 8x－8 ＋c 1 0x－1 0）F（x） （8）

F（x）＝
exp [－（D/x － 1）2] 　x ＜ D

1 　x ≥ D{ （9）

式中：x＝r oi/rm，r oi 为中心原子 Neo 与第 i 个近邻原子的距离，rm＝0.306 nm；ε＝43 K，c 6＝1.29 1×
10－6 nm6，c 8＝3.29×10－9 nm8，c 1 0＝1.34×10－1 1 nm1 0，D ＝1.28。根据（7）式的收敛情况，计算时采用

的近邻原子数为 n＝1 000。

　　固氖晶体的冷能为

En ＝ E rep ＋E att （10）

2.4　固氖的压强

　　温度为 T 时，固氖压强 p（V，ω（V），T）可分为 3 部分，即

p（V，ω（V），T）＝ p n（V）＋p zpv（ω（V））＋p th（ω（V），T） （11）
式中：p n（V）、p zpv（ω（V））、p th（ω（V），T）分别为冷压、晶格零点振动产生的压强及热压。冷压 p n（V）可
由冷能和体积的函数关系获得，即

p n（V）＝－ dEn（o）
dV

（12）

对于 p zpv（ω（V）），虽然固氖晶格中零点振动能对总能量的贡献较小，但却不可忽略[1 3]，因此 p zpv（ω（V））
也是固氖压强 p（V，ω（V），T）中较为重要的一部分。本研究采用爱因斯坦模型来考虑固氖晶格的零点

振动，即在体积V 下，计算固氖晶格中一个中心原子振动而其它原子固定在原晶格平衡位置时体系能

量的变化。根据固氖晶格中能量变化与振动位移的关系，拟合出零点振动频率，进而得出零点振动能及

零点振动频率随体积的变化关系ω（V）。根据固体晶格理论[14]，晶格零点振动对压强的贡献为

p zpv（ω（V））＝ 3
2
γ（V）
V ћω（V） （13）

式中：γ（V）为 Grüneisen 系数；ћ＝h/2π，h 为 Planck 常数。

γ（V）＝－ d lnω（V）
d lnV

（14）
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由于（11）式中的 p th（ω（V），T）与晶格零点振动频率有关，因此只要已知零点振动频率及温度，就可以得

到晶格的热压，即

p th（ω（V），T）＝－ 3
exp ћω（V）/k BT[ ]－ 1

ћdω（V）
dV

（15）

式中：k B 为 Boltzmann 常数。

3　计算结果与讨论

3.1　中心原子势能及其两体、三体分量

　　图 1 给出了最近邻原子间距（R）为 0.18 nm 时，fcc 固氖中任意原子 Neo 与其近邻原子的相互作用

能V n 及其两体、三体分量（U 2、U 3）随近邻原子数的变化情况。本研究考虑了 Neo 原子与其最近邻 3 个

壳层原子间的相互作用，其近邻原子配位数分别为 1 2、6 和 24。可见，中心原子 Neo 的势能V n 及其两

体分量U 2 主要来源于 Neo 与最近邻壳层原子的相互作用，当考虑到中心原子 Neo 与其最近邻壳层

（12 个近邻原子）间的相互作用时V n 就已饱和，收敛较快。但对于三体分量U 3，收敛要慢一些，次近邻

原子有一定贡献，当考虑到中心原子 Neo 与前两个近邻壳层（18 个近邻原子）间的相互作用时，三体分

量U 3 也将达到饱和值。

　　表 1 列出了 fcc 固氖在最近邻原子间距 R 为 0.18~0.26 nm、相应体积V 为 2.5~7.5 cm3/mol 范
围内，只考虑中心原子 Neo 与最近邻两个原子壳层的相互作用时，所得到的原子势能V n 及其两体、三
体分量。表 1 中的最后两列为原子势能的多体展开式（即（4）式）在两体项及三体项截断的精度。例如：

R＝0.24 nm 时，若只考虑两体贡献，多体展开式的截断精度U 2/V n 为 1 05.8%，但引入三体的负修正

后，多体展开式的截断精度（U 2＋U 3）/V n 提高到 1 00.9%，三体分量占中心原子势能的－5%；当 R＝
0.18 nm 时，多体展开式在两体项的截断精度为 1 2 6.6%，考虑三体贡献后，截断精度提高到 9 7%，三体

贡献在原子势能中的比例提高到了－29.6%。可见：随着体积减小，压缩度增大，三体势对中心原子势

能的贡献越来越大；当最近邻原子间距小于 0.18 nm 时，可能还需要考虑四体势的贡献。

表 1　fcc 氖原子势能及各多体势的贡献

Table 1　Atomic potential energy of fcc Ne and its contributions of two-and three-body potentials

R/（nm） V/（cm3/mol） U 2/（K） U 3/（K） V n/（K） U 2/V n （U 2＋U 3）/V n

0.18 2.483 141 1 38.1 －33 004.6 1 1 1 47 7.6 1.26 6 0.970

0.1 9 2.92 1 88 43 1.4 －1 6 83 9.8 72 5 6 3.4 1.21 9 0.987

0.20 3.407 5 5 309.3 －8 488.9 46 980.2 1.1 77 0.99 7

0.21 3.944 34 509.8 －4 1 9 5.8 30 1 8 1.6 1.143 1.004

0.22 4.534 2 1 468.4 －2 010.8 1 9 3 1 6.5 1.1 1 1 1.007

0.23 5.181 1 3 30 6.9 －9 1 6.4 1 2 304.2 1.081 1.007

0.24 5.887 8 208.8 －381.5 7 7 5 7.8 1.058 1.009

0.25 6.654 5 02 9.3 －130.0 4 82 9.6 1.041 1.014

0.26 7.484 3 049.6 －1 9.5 2 980.2 1.023 1.01 7

3.2　冷能及其两体、三体组分

　　由于本研究采用 Hartree-Fock 自洽场近似，对能量的计算只涉及自洽（SCF）部分，对于吸引能部

分则采用 Aziz[10]给出的 HFD C2 势的色散关联项（见（7）式）。在 0.18~0.26 nm 范围内，冷能及其两

体、三体组分的计算结果以及与 Schwerdtfeger[2]、Neumann[1 5]等人理论结果的比较见图 2。由图 2（a）
可知：在最近邻原子间距小于 0.205 nm 的短程区内，本研究计算得到的两体势比 Schwerdtfeger 等
人[2]的大些，三体势的计算结果也高于 Schwerdtfeger 等人[2]的三体势理论值，并且都比 Neumann[1 5]

的三体理论值大，表明在三体相互作用中，等边、等腰这类特殊的三原子构型对三体势的贡献最大，普通
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三原子构型也有一定的贡献。从图 2（b）中可以看出：在短程区内，本研究得到的冷能（如（10）式所示）
比 Schwerdtfeger 等人[2]的结果高，冷能变化曲线更陡，使得本研究得到的等温压缩线比 Schwerdtfeger
等人的更高；而在长程区内，本研究得到的冷能则略低于 Schwerdtfeger 等人[2]的冷能。

图 2　不同方法得到的多体势计算结果比较

Fig.2　Comparisons of many-body potentials obtained with different methods

3.3　零点振动能

图 3　零点振动频率随体积的变化关系

Fig.3　Zero-point vibration frequency versus volume

　　固氖晶格的零点振动频率随体积的变化关系如

图 3 所示。可以看出，本研究得到的零点振动频率

计算值与 Schwerdtfeger 等人[2]的理论值基本吻

合，偏差小于 1%，如零温下体积为 3.4 cm3/mol
时，本研究与 Schwerdtfeger 等人[2]的零点振动频

率理论值（ν）分别为 1.1 5×10 1 4 和 1.14×10 1 4 Hz。
在该条件下零点振动能约占总能量的 6%，此时总

压强为 1 6 7.9 1 GPa，零 点 振 动 能 引 起 的 压 强 为

4.5 9 GPa。由于本研究与 Schwerdtfeger 等人[2]计

算得到的零点振动频率的差距很小，因此比较两者

引起的压强可知，由零点振动引起的差别很小，可忽

略不计。

3.4　等温压缩线

　　根据 3.2 节和 3.3 节中冷能和零点振动能的计算结果，由（11）式可以得到 T＝300 K 时固氖的等

温压缩线，并与实验值和其它理论值[2，9，1 6-1 7]进行比较，如图 4 所示。在 30 ~ 210 GPa 范围内（见
图 4（a）），考虑三体作用后的等温压缩线与实验测量值符合得很好。其中，在 30~ 100 GPa 范围内，

Schwerdtfeger 等人[2]的 理 论 结 果 也 能 很 好 地 符 合 实 验 测 量 值，但 在 1 00 ~ 210 GPa 区 域 内，

Schwerdtfeger 等人的结果系统地低于实验测量值；而本研究的计算结果不仅与实验数据吻合得很好，
而且较 Schwerdtfeger 等人的结果整体地改进并提高了 3%~5%。例如：当V＝3.4 cm3/mol 时，实验

值为1 7 6 GPa，本研究计算得到的压强为 1 7 5 GPa，而 Schwerdtfeger 等人的计算压强仅为 1 6 8 GPa，已
超出实验误差范围（实验误差小于 3 GPa[8]）。因此，在压强高于 1 00 GPa 的区域，本研究计算得到的冷

能随体积的变化曲线较 Schwerdtfeger 等人的变化曲线更陡（见图 2（b））的结果是合理的，在对冷能的

贡献中，普通三原子构型的三体势贡献虽不大，但提供的能量值为正，对冷能的增大也有一定帮助。在

4~30 GPa 的低压范围内，考虑了三体作用后的理论压强值较实验数据低了 0.2~2 GPa，如图 4（b）所
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示。这是由于本研究采用的是自洽场计算，对于三体色散关联作用（Dispersion 项）考虑不足，而这部分

作用在压强不太高的区域仍不可忽略。

图 4　T＝300 K 时固氖的等温压缩线

Fig.4　Isotherm of solid neon at T＝300 K

4　结　论

　　根据 Hartree-Fock 自洽场的从头计算方法和多体展开理论，计算了固氖晶格的冷能和零点振动

能，得到了固氖的等温压缩线。结果表明，在高压区内压强计算值与实验值具有良好的一致性，特别是

在压强大于 1 00 GPa 的高压区，本模型较现有的理论模型能更准确地解释实验测量结果。
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Equation of State of Solid Neon from Quantum Calculation

WU Na1，TIAN Chun-Ling1，LIU Fu-Sheng2，KUANG An-Nong1，
YUAN Hong-Kuan1，ZHENG Xing-Rong1

（1.School of Phy sic s Science and Technology，

Southwest University，Chongqing 4007 1 5，China；

2.Institute of High Temperature and High Pres sure Phy sic s，

Southwest J iaotong University，Chengdu 6 1 003 1，China）

Abstract：The interaction energy for fcc-neon-crystals at high pressure is calculated by Hartree-Fock
method and the atomic cluster theory.The two-and three-body contributions to the static energy are
also studied.Incorporating the influence of the zero-point vibration，the equations of state of fcc neon
are calculated and compared with the available experimental 300 K isotherm up to the pressure of
208 GPa.It demonstrates that the calculated isotherm is in good agreement with measurements at
pressures above 30 GPa.Compared with the recent predictions，the calculated results systematically
improve the 300 K isotherm by 3%-5% between 100 and 2 10 GPa，and imply more static energy-
volume relation at high pressure.
Key words：two-body interactions；three-body interactions；ab initio calculation；solid neon；equation of
state
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