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非定常欠膨胀射流的正格式数值模拟
∗
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(1.南京理工大学机械工程学院，江苏南京　210094；

2.上海理工大学能源与动力工程学院，上海　20009 3)

　　摘要：采用二阶正格式方法对非定常欠膨胀射流进行了数值模拟。将二维守恒方程的正

格式方法推广到轴对称 Euler 方程组的求解，并对不同马赫数下的燃气射流进行了数值计算。
计算结果表明，该方法能够较好地捕捉到包含膨胀波、入射激波、反射激波、马赫盘、射流边界

以及三波点等复杂射流流场的波系结构，与实验照片反映的流动特征以及已有的数值结果相

吻合。表明该方法对间断解具有较强的捕捉能力，在激波阵面上不会出现数值振荡。
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1　引　言

　　在过去的几十年间，与射流相关的流场问题一直是人们关注的课题。准确地确定火箭导弹喷口的

射流流场波系结构，对发射装置的操作安全性和导弹的探测与跟踪具有十分重要的作用[1]。相关的实

验研究为人们认识此类流动的特征提供了有价值的参考，但是由于射流实验条件的限制，不能提供较详

细的流场细节，促使人们寻找其它解决方法，高分辨率数值格式的模拟是研究燃气射流的有效手段。
目前，模拟此类流动的数值格式主要有 TVD、NND、ENO、CE/SE 和 DG-FEM 等[1-5]。20 世纪 90

年代末，Liu 等[6-7]提出了一种求解双曲守恒律的时间和空间均具有二阶精度的正格式(Positive
Schemes)，其数值通量由一个采用中心差分格式的数值通量和一个包含弱耗散和强耗散的上风格式数

值通量组成，时间上利用 Runge-Kutta 方法进行离散。该格式构造过程简单，计算经济性好，是一种性

能优良的计算格式。
本研究在 Liu 等人工作的基础上，将双曲守恒方程的正格式发展到轴对称 Euler 方程组的求解，并

对非定常欠膨胀燃气射流问题进行了数值模拟。计算结果与实验照片反映的流动特征基本吻合，与高

精度、高分辨率间断有限元方法的计算结果吻合较好，马赫盘位置的误差较小，表明该方法具有较强的

激波捕捉能力。

2　控制方程和离散方法

2.1　控制方程

　　在忽略粘性和热传导效应的假设下，轴对称流动 Euler 方程组的守恒形式为[2，5，8]

∂U
∂t ＋

∂F(U)
∂x ＋∂G

(U)
∂y ＝ S(U)，　Ω×(0，T) (1)
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式中：Ω∈R 2；T 是时间变量；U＝[ρ，ρu，ρv，E]T，F(U)＝[ρu，ρu 2＋p，ρuv，(E＋p)u]T，G(U)＝[ρv，

ρuv，ρv 2＋p，(E＋p)v]T，S(U)＝(－ρv/y)[1，u，v，(E＋p)/ρ]T；ρ是密度；u 和 v 分别为对应于 x 和 y
方向的速度分量；p 是压强；E＝ρe＋ρ(u 2＋v 2)/2，表示单位体积的总能量；e 是单位质量的内能，对于理

想气体，状态方程为 p＝(γ－1)ρe，γ是比热比。

2.2　空间离散

　　采用正格式方法对控制方程(1)进行离散，得到如下轴对称 Euler 方程组的半离散有限差分方程

(∂U∂t ) i，j ＝－ [ 1Δx (F i＋1/2，j －F i－1/2，j)＋
1
Δy
(Gi，j＋1/2 －Gi，j－1/2)] ＋S i，j (2)

式中：Δx 和Δy 分别为 x 和 y 方向上的空间步长。以通量 F i＋1/2，j 为例，构造正格式数值通量。

2.2.1　弱耗散格式构造

　　将方程(2)中的数值通量 F i＋1/2，j 采用一个中心差分通量 F ci＋1/2，j 和一个上风通量 F upi＋1/2，j 组合而成，
并引入限制器 L 0 ＝Rdiag[(φ0(θk)]R－1，限制器函数φ0(θ)满足[9]

0 ≤φ0(θ)，　φ0(θ)/θ≤ 2

φ0(1)＝ 1{
可以构造如下的数值通量

F 0i＋1/2，j ＝ F 0，upi＋1/2，j ＋L 0(F 0，ci＋1/2，j －F 0，upi＋1/2，j) (3)

式中：F 0，ci＋1/2，j ＝ 1
2
[F(U i，j)＋F(U i＋1，j)]，F 0，upi＋1/2，j ＝ 1

2
[F(U i，j)＋F(U i＋1，j)]－ 12 A

■ (U i＋1，j －U i，j)，这

里 A
■

是A ＝

Δ

F 的模，它等于R Λ R－1，其中 Λ ＝ diag(λk )。这样可以得到数值通量的如下弱耗

散格式

F 0i＋1/2，j ＝ 1
2
[F(U i，j)＋F(U i＋1，j)]－ 1

2 A
■ (U i＋1，j －U i，j)＋ 1

2 L
0 A

■ (U i＋1，j －U i，j) (4)

2.2.2　强耗散格式构造

　　 若 A ＝

Δ

F 的模 A
•
＝ Rdiag(μk)R－1，这里对角矩阵 diag(μk)≥ Λ 。引入限制器 L 1 ＝

Rdiag[φ1(θk)]R－1，其中，φ1(θ)采用 minmod 限制器函数，满足[10]

φ1(θ)＝
0
θ
1

 

 

{

||

||
　　
θ≤ 0
0 ＜θ≤ 1
θ＞ 1

则可以构造如下的数值通量

F 1i＋1/2，j ＝ F 1，upi＋1/2，j ＋L 1(F 1，ci＋1/2，j －F 1，upi＋1/2，j) (5)

式中：F 1，ci＋1/2，j ＝ 1
2
[F(U i，j)＋F(U i＋1，j)]，F 1，upi＋1/2，j ＝ 1

2
[F(U i，j)＋F(U i＋1，j)]－ 12 A

•
(U i＋1，j －U i，j)，可

以进一步得到数值通量的如下强耗散格式

F 1i＋1/2，j ＝ 1
2
[F(U i，j)＋F(U i＋1，j)]－ 1

2 A
•
(U i＋1，j －U i，j)＋ 1

2 L
1 A

•
(U i＋1，j －U i，j) (6)

2.2.3　正格式数值通量

　　将以上的弱耗散格式(4)式和强耗散格式(6)式合并，可以构造如下的正格式数值通量

Fα，βi＋1/2，j ＝ 1
2
[F(U i，j)＋F(U i＋1，j)]－ 1

2 [α A
■ (I －L 0)＋βA

•
(I －L 1)](U i＋1，j －U i，j) (7)

并满足如下的 CFL 条件

Δt
Δx
(α max

1≤k≤n，U
λk ＋β max1≤k≤n，U

μk)≤
1
2

式中：Δt 是时间步长，常数α和β满足 0≤α≤1，且α＋β≥1。
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2.3　时间离散

　　为了与空间精度匹配，时间离散采用二阶精度的 Runge-Kutta 方法[1 1-1 2]，即

U ∗
i，j ＝Umi，j － [ ΔtΔx (F

αx ，βx
i＋1/2，j －F

αx ，βx
i－1/2，j)＋ ΔtΔy

(Gαy ，βyi，j＋1/2 －G
αy ，βy
i，j－1/2)] ＋ΔtS i，j (8a)

U ∗∗
i，j ＝U ∗

i，j － [ ΔtΔx (F
αx ，βx ∗
i＋1/2，j －F

αx ，βx ∗
i－1/2，j )＋ ΔtΔy

(Gαy ，βy ∗i，j＋1/2 －G
αy ，βy ∗
i，j－1/2 )] ＋ΔtS ∗i，j (8b)

U m＋1
i，j ＝ 1

2U
m
i，j ＋ 1

2U
∗∗
i，j (8c)

3　计算结果与分析

　　通过喷管射流任意子午面截得的一半区域如图 1 所示，计算区域取为[－1︰8]×[0︰4]，轴向距离

为 9，径向取 4，计算网格为Δx＝1/20，Δy＝1/20。喷流流动参数和外流流动参数如表 1 所示，表中下

标“e”表示喷管出口流动参数，下标“a”表示外流流动参数。喷流中心轴 AB、喷管固壁表面 EF 和 FG
采用镜面反射边界条件，喷管出口边界GH 采用表 1 所示的射流条件，下游边界 BC 采用外推，上游边

界 DE 和外边界CD 采用静止大气条件，初场赋予静止大气条件，在 t＝0 时刻喷管出口突然喷出射流。

图 1　计算区域

Fig.1　Calculation domain

表 1　喷流流动参数

Table 1　Parameters of fluid flow

Case Ma e p e/p a T e/T a

1 1.0 2.5 9 1.0

2 0.5 2.5 9 1.0

3 1.5 2.5 9 1.0

图 2 给出了 Case 1 情况下欠膨胀射流在不同

时刻(时间为无量纲时间)的密度等值线演化过程。

从图 2(a)~图 2(h)可以看出，由喷管喷出的高压气体射入压力较低的大气环境，在喷管出口处迅速膨

胀，形成的膨胀波使压力能够逐渐过渡到静止大气条件，膨胀波穿过射流传播并在射流边界处以压缩波

的形式被反射回喷流，产生一道入射激波。该入射激波在传播的过程中遇到第一马赫盘，产生一道反射

激波，该反射激波与入射激波在马赫盘的边缘相交，形成了三叉激波，出现三波交点，流场继续发展，第

一马赫盘上游的流场结构相对稳定。另外，射流在发展过程中形成的涡环在向下游传播的过程中，其尺

寸不断增大，从图 2(h)可以看到涡环已经离开计算区域。另外，从图 2(g)可以看到，无量纲时间为 1 3
时，流场中已经出现了第二马赫盘，由图 2(h)可以更清晰地看到两个马赫盘的结构，以及膨胀波、桶形

激波、入射激波、反射激波、射流边界等复杂的流场波系结构。该复杂波系结构与相同流动条件下的

CE/SE[1]、DG-FEM[5]格式的数值结果以及实验照片[1 3](如图 2(i)所示)所反映的流动特征吻合。另外，

从本研究的计算结果可知，第一和第二马赫盘距喷管出口平面的距离分别为 2.5 6 和 5.69，与三阶

DG-FEM格式相应计算值(2.6 和 5.8)的误差分别为 1.5%和 1.9%，吻合较好。

图 3 和图 4 分别给出了 Case 2 和 Case 3 的密度等值线、压力等值线和马赫数等值线分布。对于

Case 2 的亚音速射流，在喷管出口处未观察到膨胀波，并且射流边界没有出现像 Case 1 和 Case 3 那样

的弯曲形状。另外，比较图 2、图 3 和图 4 的密度等值线可以看出，对于给定的喷管，在相同的压力比

下，更高的马赫数，会使流场在射流下游的更远处形成直径更大的马赫盘。
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　 (a)t＝1　　　　　　 　　　　　　(b)t＝3　　　　　　　　　　　　(c)t＝5

　 (d)t＝7　　　　　　 　　　　　　(e)t＝9　　　　　　　　　　　　(f)t＝1 1

　　　　　(g)t＝13　　　　　　　　　　　　(h)t＝15　　　　　　　　　(i)Schlieren photograph

图 2　Case 1 不同时刻密度等值线和纹影照片

Fig.2　Density contours at different time and schlieren photograph in Case 1

(a)Density 　　　　　　　　　　　(b)Pressure　　　　　　　　　　　(c)Mach

图 3　 Case 2 等值线分布

Fig.3　Contours in Case 2
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图 5 给出了 Case 3 情况下射流中心轴线上的密度、压力和马赫数的分布曲线。其中ρ/ρe 表示射流

中心轴线上局部密度与喷管出口处的密度之比，p/p e 表示射流中心轴线上局部压力与喷管出口处的压

力之比，Ma 是局部马赫数。从图 5 中可以看出，当入射激波遇到马赫盘发生反射时，在第一和第二马

赫盘所处位置的密度和压力迅速增加，表明正格式方法具有较强的间断解捕捉能力。另外，从马赫数分

布曲线可以看到，两个马赫盘之间的流场变量经历了从第一马赫盘下游的亚音速流动到音速流动，再到

第二马赫盘上游的超音速流动的过渡过程。本研究计算得到的第一和第二马赫盘距喷管出口平面的距

离分别为 3.5 和 7.4。

　(a)Density 　　　　　　　　　　　(b)Pressure　　　　　　　　　　　　(c)Mach

图 4　 Case 3 等值线分布

Fig.4　Contours in Case 3

　(a)Density distribution　　　　　　　(b)Pressure distribution　　　　　　　(c)Mach distribution

图 5　 Case 3 中心轴线上的流动参数分布

Fig.5　Flow parameters distribution along the j et axis in Case 3

4　结　论

　　将二维正格式方法推广到轴对称 Euler 方程组的数值求解，并对 3 种马赫数下的欠膨胀燃气射流

进行了数值模拟。计算结果与实验照片所反映的流动特征基本吻合，并与 DG-FEM、CE/SE 格式的数

值结果吻合较好。利用该方法捕捉到的第一和第二马赫盘位置，与三阶 DG-FEM格式数值结果的相对

误差均小于 2%，表明推广是成功的。捕捉到的射流复杂流场波系结构清晰，说明正格式具有较高的分

辨率，在燃气射流的数值模拟中具有一定的应用前景，值得进一步深入研究。
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Numerical Simulation of Unsteady-State Underexpanded Jet
Using Positive Schemes

ZHU Sun-Ke 1，CHEN Er-Yun2，MA Da-Wei 1，LE Gui-Gao 1

(1.School of Mechanical Engineering，Nanj ing University of
Science and Technology，Nanj ing 2 1 0094，China；

2.School of Energy and Power Engineering，Shanghai University
of Science and Technology，Shanghai 20009 3，China)

Abstract：A numerical simulation of unsteady-state underexpanded j et was carried out using second or-
der positive schemes，which was developed to solve the axisymmetric Euler equations based on two di-
mensional conservation laws.Computational results indicate that the method can capture the wave
structures of j et flowfields including expansion fan，incident shock，reflected shock，Mach disk，j et
boundary and the triple point well.Agreements between the numerical results and experimental or ex-
isted numerical results are fairly satisfactory.It indicates that the present method has high capability in
capturing shocks without numerical oscillation near discontinuous points.
Key words：computational fluid dynamics；gas j et；positive schemes；numerical simulation
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