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  摘要:求解Riemann问题得到界面接触间断的流动状态,并以此构造带状区域的虚拟流

体状态,对于多维问题设计了一种方便有效的算法。同时求解耦合的守恒形式欧拉方程组和

非守恒界面捕捉方程,并用Level-Set函数捕捉界面,数值计算采用高分辨率 MWENO格式。
最后对可压缩多介质流动问题进行了数值模拟。
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1 引 言

  可压缩多介质流动界面边界条件的处理方法是数值模拟的关键技术,标准的激波捕捉格式几乎在

整个流场采用相同的计算格式,期望保持间断的精确和锐利,使数值耗散限制在有限的过渡网格内。该

方法是通过格式自身的重构策略或者人为添加数值耗散项来抑制间断附近的非物理振荡。间断捕捉方

法的优点是在程序上容易实现并且易于推广到多维问题,如TVD、MUSCL、WENO[1-2]等数值格式是

比较稳定的高分辨率激波捕捉方法。但是在处理界面问题时常常会在界面附近引起虚假数值振荡,给
数值计算带来较大的误差甚至使计算无法进行下去。为了克服这种困难,Karni、Abgrall、Saurel、

Fedkiw等人提出了相应的处理方法[3-8]。Liu提出了一种改进的虚拟流动方法(MGFM)[9],该方法是在

求解Riemann问题的基础上,用界面处的流动状态构造虚拟流体的等压装配变量、压强和法向速度。
间断跟踪方法把间断作为移动的内边界进行处理,该算法把间断在法向和切向上分别推进,通常用

Riemann问题解获得间断的流动状态。由于界面拓扑结构的变化,该方法在处理多维问题时非常复杂,
并且常常引起CFL条件难以满足的“小网格”问题。Level-Set方法是定义一个距离函数,用于捕捉界

面的运动变化,能够处理复杂界面拓扑结构的变化,并且容易推广到多维问题。
本工作采用双激波近似求解Riemann问题,并用界面处流动状态定义虚拟流体,给出了多维情况

下Riemann问题的构造和虚拟流体的定义方法。数值计算采用 MWENO插值重构网格单元边界点上

的数值通量值,利用通量分裂,根据流动的方向选择数值通量[2,10]。最后用γ-model方法和 MGFM 对

一维和二维界面不稳定性问题进行数值模拟,以验证方法的有效性。

2 界面边界条件的构造

2.1 界面流动状态的计算

  Fedkiw在多介质流体的数值模拟中提出了虚拟流体的概念[4],虚拟流体的压强和法方向速度用网

格点上真实流体的压强和法方向速度、密度由等压装配技术单侧熵插值求得。这种传统的虚拟流动方
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法(GFM)在处理弱激波与界面作用的问题时取得了非常满意的效果,但是在处理强间断问题时遇到一

定的困难。当诱导波从一种介质进入另一种介质时,在界面上会产生反射波,一部分诱导波传人另一种

介质,形成穿透波;一部分被反射回来形成反射波。一般来说,穿透波为激波,而反射波的波系结构依赖

于介质的特性、诱导波的强度以及入射角度等因素。由于初始条件Ul=(ρl,ul,pl)和Ur=(ρr,ur,pr)的
不同,Riemann问题可以分为多种情况,Riemann问题可以分解为非线性左行波λl,称为1-波;右行波

λr,称为3-波;中间的接触间断波λ*,它是线性退化的。于是流场划分为左右常数状态Ul和Ur 以及接

触间断的左右状态U*
l 和U*

r ,其中Ul和U*
l 由1-波相连接,U*

l 和U*
r 由线性退化的2-波相连接,U*

r

和Ur由3-波相连接。求解Riemann问题的关键是求接触间断的左右状态,即U*
l =(ρ*

l ,u*
l ,p*

l )和

U*
r =(ρ*

r ,u*
r ,p*

r )。由于法向速度和压强通过2-波是连续的,而密度一般是不连续的,所以界面处的

流动状态满足uI=u*
l =u*

r ,pI=p*
l =p*

r ,并记ρIL=ρ*
l ,ρIR=ρ*

r 。通过求解Riemann问题得到界面处

的流动状态pI、uI、ρIL和ρIR,并用界面处流体状态构造每种流体在界面另一侧的虚拟流体。Riemann问

题的求解方法有多种,在这里用双激波近似Riemann问题求解方法。
非线性特征形式的方程组写成如下形式
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式中:S表示熵,理想气体的热力学熵可以简单表示为S=p/ργ;c表示声速。满足上述特征形式方程组

的第一个方程的解是下面一对常微分方程的解,dx/dt=u,dS/dt=0,即沿着此积分曲线确定的流线熵

为常数。同样对于方程组的第二和第三个方程,沿着dx/dt=u+c确定的积分曲线有

dp
dt +ρc

du
dt =0 (2)

沿着dx/dt=u-c确定的积分曲线

dp
dt -ρc

du
dt =0 (3)

  如果界面位于网格点i和i+1之间,即满足Φi·Φi+1<0,对方程(2)和方程(3)进行如下形式的离

散

pI-pn
i-1

wn
L

+(uI-un
i-1)=0, 其中 (wn

L)2=ρILρi-1
pI-pn

i-1

ρIL-ρn
i-1

(4)

pI-pn
i+2

wn
R

-(uI-un
i+2)=0, 其中 (wn

R)2=ρIRρi+2
pI-pn

i+2

ρIR-ρn
i+2

(5)

为求(4)式和(5)式中ρIL和ρIR,根据波前和波后之间的Hugoniot关系式

e2-e1+0.5(p2+p1)(1/ρ2-1/ρ1)=0 (6)
其中下标“1”和“2”表示波前和波后状态。并利用状态方程

ρe=f(ρ)p+g(ρ) (7)
有

ρIL=
f(ρIL)pI+g(ρIL)+0.5(pI+pn

i-1)
f(ρn

i-1)pn
i-1+g(ρn

i-1)+0.5(pI+pn
i-1)ρ

n
i-1 (8)

同样对于ρIR有

ρIR=
f(ρIR)pI+g(ρIR)+0.5(pI+pn

i+2)
f(ρn

i+2)pn
i+2+g(ρn

i+2)+0.5(pI+pn
i+2)ρ

n
i+2 (9)

在(8)式和(9)式中,如果流体为水应该用Tait状态方程[4,9]进行描述,特别地,对于理想气体状态方程,

ρe=p/(γ-1),(8)式和(9)式有如下更为简单的形式
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ρIL=
(γ+1)pI+(γ-1)pn

i-1

(γ-1)pI+(γ+1)pn
i-1

ρn
i-1 (10)

ρIR=
(γ+1)pI+(γ-1)pn

i+2

(γ-1)pI+(γ+1)pn
i+2

ρn
i+2 (11)

  在计算过程中,对于不同的流体,(10)式和(11)式中的γ应该取不同的值。通过迭代法求解方程

(4)、方程(5)、方程(8)和方程(9),可以得到近似Riemann问题的解,从而得到界面处的状态pI、uI、ρIL
和ρIR。在界面附近的带状区域内,每一侧的带状区域宽度一般为3~5个网格,用界面处流体的状态定

义两种流体的虚拟状态值。假设Φi·Φi+1<0,即界面位于网格点i和i+1之间,并假设界面左侧为流

体1,界面右侧为流体2。在界面右侧的网格点上定义流体1的压强和速度虚拟值为pI 和uI。选择熵

SIL作为等压装配变量,用来组装流体1在网格点i及界面右侧带状区域内网格点上的密度虚拟值。类

似地可以构造流体2的虚拟状态。

2.2 多维问题

  对于多维问题,为了确定界面接触间断两侧流体的状态,需要沿着界面的法方向求解一维Riemann
问题,界面的法方向N 由Level-Set函数给出,N=

Δ

Φ/|

Δ

Φ|是单位法向量。沿着法方向定义每种流体

的界面边界条件,在界面附近的带状区域内求解Riemann问题。第n时间层上Riemann问题的左右状

态按如下的方法构造,首先求解外插方程

Iτ±N·

Δ

I=0 (12)
在界面附近的带状区域内把两种流体的状态从界面的一侧外推到另一侧,其中I为密度、压强和法向速

度等物理量,这样在界面附近带状区域内的网格点上存在真实值和外推值。在这些网格点的法方向上

构造Riemann问题

Ut=tn =
Ureal=(ρl,Vl

N,pl)

Uext=(ρr,Vr
N,pr{ )

(13)

式中:Ureal和Uext分别表示网格点上的真实变量和外推变量。求解方程(13),得到带状区域内每个网格

点上的Riemann解ρIL,(i,j)、ρIR,(i,j)、VI
N,(i,j)、pI(i,j),并以此定义虚拟流体状态。虚拟流体速度值VG

(i,j)可以

表示为界面的法向速度和流体的切向速度之和,即
VG=VI

NN +[V-(V·N)N] (14)

  由于在界面处流体的法向速度和压强是连续的,在求解流体1时,用流场中流体1的真实值和界面

右侧网格点上的虚拟值SIL,(i,j)、VG
(i,j)和pI(i,j)进行求解;在求解流体2时,用流体2的真实值和界面左侧

网格点上的虚拟值SIR,(i,j)、VG
(i,j)和pI(i,j)进行求解。其中S为等压装配变量,这里S表示热力学熵。同

时推进Level-Set函数,并根据网格点上LS函数值的符号决定流场的真实状态。重复上面的过程直到

需要的时间步为止。

3 γ-model方法[8]

  由于接触间断两侧的压强和法向速度是一致的,据此可以推导出关于比热比γ和材料常数π 的界

面捕捉方程,我们把守恒形式欧拉方程组和非守恒界面捕捉方程耦合求解,计算采用 WENO5数值格

式。满足的状态方程为p=(γ-1)ρe-γπ,这里p为压强;ρ为密度;e为单位质量的内能;π为具有粘性

张量量纲的材料常数;对于气体,γ为比热比,对于液体和弹性密实介质,γ为材料的拟合常数。在计算

中,γ和π 在界面附近的区域表现为很窄的无振荡的过渡层。非守恒形式的界面捕捉方程写为

∂
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(15)

4 数值方法

  记网格单元Ii=[xi-1/2,xi+1/2],un
i=u(xi,tn)表示第n时间层上网格点值,췍un

i 是第n时间层上网格
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单元Ii 上的平均值,췍un
i = 1

Δxi∫Ii
u(x,tn)dx。定义A±=R·diag(λ±

1,…,λ±
m)·L,λ+

s =max(λs,0),λ-
s =

min(λs,0),s=1,…,m。设右特征矩阵R=(r1,…,rm),左特征矩阵L=(l1,…,lm)T。其中rs为列向量,

ls 为行向量,s=1,…,m。守恒形式的双曲守恒律方程组写成如下半离散形式

dUi(t)
dt =- 1

Δx
(Fi+1/2-Fi-1/2) (16)

  对数值通量Fi+1/2 进行局部线性化Lax-Friedrichs(LF)分解。在(16)式中,一阶迎风通量为Fi+1/2

=∑
m

s=1

(fs;+
i+1/2+fs;-

i+1/2)rs
i+1/2。如果λs

i≥0、λs
i+1≥0,那么fs;+

i+1/2=ls
i+1/2·Fi,fs;-

i+1/2=0;如果λs
i<0、λs

i+1<

0,那么fs;+
i+1/2=0,fs;-

i+1/2=ls
i+1/2·Fi+1;其它情况,fs;+

i+1/2=ls
i+1/2·12

(Fi+췍λs
i+1/2Ui),fs;-

i+1/2=ls
i+1/2·12

(Fi+1

-췍λs
i+1/2Ui+1),其中췍λs

i+1/2=max(|λs
i|,|λs

i+1/2|,|λs
i+1|)。

对于通量分裂的高分辨率 WENO数值格式,按如下方式 WENO插值重构网格单元边界点的左右

状态值。第l个网格模板记为

STi;l
(i)={Ii+l-k+1,Ii+l-k+2,…,Ii+l},l=0,1,…,k-1

共有k个子网格模板,在每个子网格模板上构造k阶Lagrange插值多项式,并对这k个插值多项式按

照适当的权系数进行加权组合。在网格单元Ii 边界i+1/2上,WENO插值重构算子用符号Rec表示

var+
i+1/2=Rec(vari-k+1,…,vari+k-1),var-

i+1/2=Rec(vari-k+2,…,vari+k)
比如k=3时,WENO5重构为

var+
i+1/2=RecWENO5(vari-2,…,vari+2),var-

i+1/2=RecWENO5(vari-1,…,vari+3)
其中var表示需要重构的变量,可以是密度、压强、速度等物理量,本文中对数值通量进行插值重构。设

fs;±
i =ls;±·Fi,ωs;±

, =ls;±·Ui,如果λs
i>0、λs

i+1>0,那么f

(
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所以(16)式中的数值通量为

Fi+1/2=∑
m

s=
(

1
f

(

s;+
i+1/2rs;+

i+1/2+f

(

s;-
i+1/2rs;-

i+1/ )2 (17)

式中:Fi+1/2、rs;±
i+1/2为列向量,f

(

s;±
i+1/2为第s个分量。rs;±

i+1/2用 WENO插值重构得到。
多重加权基本无振荡(MWENO)格式的构造通过引进各个k阶网格模板和高于k 阶的网格模板,

并在相应的网格模板上构造高阶插值多项式,并按照适当的权系数对插值多项式进行一次凸组合,从而

得到网格单元边界上的插值多项式。由于 MWENO格式利用了更高阶网格模板上插值多项式的信

息,理论上应该比 WENO格式有更强的捕捉间断的能力。下面给出在网格模板ST={i-2,i-1,i+1,

i+2}上 MWENO5重构p+
i-1/2的过程。

p(0),+
i-1/2 =- 1

12ui-2+ 7
12ui-1+ 7

12ui- 1
12ui+1, p(1),+

i-1/2 =16ui-2+56ui-1+13ui

p(2),+
i-1/2 =13ui-1+56ui-16ui+1, p(3),+

i-1/2 =116ui-76ui+1+13ui+2

p(4),+
i-1/2 =14ui-1+1312ui- 5

12ui+1+ 1
12ui+2

s0= 3
10
,s1= 3

20
,s2= 3

10
,s3= 1

20
,s4=15

,wl= sl

(ε+ISl)2
,l=0,1,2,3,4

ISl 为插值多项式在l个网格模板上的光滑因子。所以p+
i-1/2=∑

k-1

l=0
wlp(l),+

i (x)。p-
i+1/2 的重构过程可以
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类似地得到。

5 数值算例

  下面对一维和二维界面不稳定性问题进行数值试验,数值计算采用 WENO5和 MWENO5格式,

Fedkiw-GFM表示传统的虚拟流动方法[4],Riemann-GFM表示用Riemann问题的解定义虚拟流体。

5.1 一维气-气激波管问题

  当x<0.5时,(ρ,u,p)=(3.0,0.0,2.0×105);当x≥0.5时,(ρ,u,p)=(1.58317,0,98066.5),
用400网格点计算到t=0.001时的密度分布见图1。

      WENO5          Fedkiw-GFM,MWENO5      Riemann-GFM,MWENO5

图1 t=0.001,密度,400网格点

Fig.1 t=0.001,density,400points

5.2 一维激波管问题

  设初始间断位于x=0.5处,左右状态分别为(ρl,ul,pl)=(2.0,0.0,9.8×105,1.4),(ρr,ur,pr)=
(1.0,0.0,2.45×105,1.67),计算结果见图2。

    γ-model,WENO5       Fedkiw-GFM,MWENO5      Riemann-GFM,MWENO5

图2 t=0.00025,密度,400网格点

Fig.2 t=0.00025,density,400points

5.3 两种气体相互作用

  初始时刻间断位于0.5处,计算区域为[0,1],初始状态分别为(ρL,uL,pL,γL,πL)=(1.3333,

0.3535105,1.5×105,1.4,0),(ρM,uM,pM,γM,πM)=(1,0,105,1.4,0),(ρR,uR,pR,γR,πR)=
(0.1379,0,105,1.67,0)。网格数400,计算到t=0.0012时的密度分布如图3所示。

5.4 一维气液界面不稳定性问题

  马赫数为1.95的激波在x=0.6处由右向左运动,初始界面位置位于x=0.5处,波前和波后初始

状态分别为(ρ,u,p,γ,π)=(5,0,1,4,1)和(ρ,u,p,γ,π)=(7.093,0.7288,10,4,1),左边静止的气体状

态为(ρ,u,p,γ,π)=(1,0,1,1.4,0),计算区域取为[0,1],数值模拟结果见图4。
以上4个一维问题的计算结果表明,γ-model方法计算的密度和γ值在介质界面处出现了数值混
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合的情况。GFM计算的密度在被界面附近两侧的区域中基本上没有过渡点,Riemann-GFM 计算结果

显得更为理想,这是由于本工作选用正确的界面流动状态构造虚拟流体,使得该方法更加稳健。

     γ-model,WENO5        Fedkiw-GFM,MWENO5      Riemann-GFM,MWENO5 

图3 t=0.0012,密度,400网格点

Fig.3 t=0.0012,density,400points

    Density,γ-model,WENO5   Distributionofγ,γ-model,WENO5 Density,Riemann-GFM,MWENO5

图4 t=0.2,400网格点

Fig.4 t=0.2,400points

5.5 激波诱导的二维界面不稳定性问题

  计算区域为[0,1.5]×[0,1.5],从里向外各层流体的状态分别记为1、2、3。(ρ1,u1,v1,p1,γ1)=(5,0,

0,1,1.67),(ρ2,u2,v2,p2,γ2)=(1,0,0,1,1.4),(ρ3,u3,v3,p3,γ3)=(10,0,0,33.59,1.4),其中最外层采用

高压气体。数值计算采用200×200网格,用Level-Set函数捕捉内层交界面,计算结果见图5。

      t=0.48,density         t=0.33,density    Interfacelocationsatdifferenttimes
andvelocityvectorgraphatt=0.48

图5 密度和界面

Fig.5 Densityandinterfaceprofile
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5.6 Richtmyer-Meshkov界面不稳定性问题

  假设马赫数为1.95的激波与受扰动的气液界面相互作用,交界面为一个有扰动的余弦界面,波前

和波后的液体状态分别为(ρ,u,v,p,γ,π)=(5,0,0,1,4,1),(ρ,u,v,p,γ,π)=(7.093,-0.7288,0,10,

4,1),左侧静止的气体状态为(ρ,u,v,p,γ,π)=(1,0,0,1,1.4,0)。t=2.0时的密度和不同时刻界面位

置见图6。

把本算例的模拟结果与文献[8]中用γ-model方法计算的结果进行比较可见,界面处的密度表现为

一个很窄的无振荡过渡层,界面的位置和形状在运动过程中具有较高的分辨率。

      t=2.0,density               Interfacelocationsatdifferenttimes

图6 密度和界面

Fig.6 Densityandinterfaceprofile

6 结 束 语

  针对可压缩多介质流体的数值计算,根据接触间断处速度和压强一致的特点,求解耦合形式的流体

力学方程组。由于该方法计算的γ和π 在界面附近表现为很窄的过渡层,可能产生与实际物理现象不

符的情况,比如气液问题的计算,会使液体的性质在界面处变化剧烈。本工作还研究了另一种界面处理

方法,通过求解Riemann问题获得界面的流动状态,并据此构造相应的虚拟流体。对于多维问题,首先

求解定常外插的偏微分方程,在界面附近的带状区域内把界面一侧的流体状态外推到另一侧。在法方

向上利用真实值和外推值构造Riemann问题,并通过Riemann问题解定义界面边界条件。这种方法程

序实现相对简单,而且比较稳健。最后采用 WENO和 MWENO数值计算格式对一维和二维界面不稳

定性问题进行数值模拟,表明了本方法的有效性。
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Abstract:Twointerfacetreatmentmethodsareappliedtosimulatemulti-componentflows.Asimple
androbustalgorithmisprovidedforsolvingRiemannproblemin2-D.Ateachnodeofanarrowstrip
oftheinterface,Riemannproblemsaresolvedusingiterativenumericalmethod.Predictedisobaricval-
uesandghostfluidstatesareprovided.ComparingoriginalGFM,thismethodisrobustandeffective.
ConservativeEulerequationsandinterfacecapturingequationsaresolvedrespectively.Level-setequa-
tionisappliedtocaptureinterface.NumericalcomputationsareperformedwithMWENOschemeand
comparedwiththeresultsbyγ-modelmethod,originalGFMandmodifiedGFM.
Keywords:multi-componentfluidinterface;Riemannproblem;ghostfluidmethod;γ-modelmethod;

MWENOscheme
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