
 第17卷 第3期 高 压 物 理 学 报 Vol.17,No.3 
 2003年9月 CHINESEJOURNALOF HIGH PRESSUREPHYSICS Sept.,2003 

文章编号:1000-5773(2003)03-0180-07

R-T不不稳定性发展的二维和三维对比研究
*

徐 立,孙锦山
(中国工程物理研究院北京研究生部,北京 100088)

  摘要:应用摄动方法研究不同密度流体交界面上的Rayleigh-Taylor(R-T)不稳定性问

题,分别研究了二维(2D)与三维(3D)R-T不稳定性的线性与非线性增长,并进行了对比。得

出的结论为:(1)三维不稳定性的线性增长比二维情况要快,且同维度上相同的初始扰动波

长,其时间增长指数受另一维度上的初始波长影响。(2)R-T不稳定性发展在考虑了非线性

增长的影响之后,二维与三维扰动增长的图像也不一样。
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1 引 言

  通常界面不稳定性研究分两类,一类是两种不同密度的流体界面在质量力作用下的不稳定性,称
为Rayleigh-Taylor不稳定性;另一类是两流体之间存在切向速度差而引起的交界面不稳定性,称为

Kelvin-Helmholtz不稳定性。由于加速度等价于作用在介质上的反向惯性力,因此在流体加、减速运动

时也会出现相应的R-T不稳定性[1,2]。
半个多世纪以来,对两类界面不稳定性问题进行了大量理论、实验和数值模拟研究。从Taylor研

究发现具有共同内界面、不同密度的两流体层,当加速度从高密度流体指向低密度流体时,若忽略粘性、
表面张力和弹塑性等耗散因素,则内界面上的任何小的扰动,它将随时间指数增长,即出现R-T不稳

定[3]。此后这种不稳定现象被 Lewis的实验研究所证实[3]。耗散因素对不稳定增长有遏制影响,
Bellman、Pennington、Emmons等在二维情况对不稳定性与非线性增长进行了扰动展开的理论研

究[4~8],另外Plesset、Prosperetti、Rajappa等对球、柱形几何也进行了相应的稳定性理论研究[9,10]。近

年来界面不稳定现象愈来愈受到人们的关注,例如惯性约束聚变研究,界面不稳定发展有可能引起轻重

材料严重混合而影响聚变反应效率。另外,随着计算机科学技术的进展,就可能更加接近现实地进行细

微的不稳定性科学计算,进行数值模拟研究,这方面已有一定数量二维及部分三维模拟研究结果发表。
真实情况的界面扰动,绝大部分是三维的,二维研究图像与结果能否推广到三维? 我们应用经典的

线性化理论研究了二维与三维扰动的增长,应用奇异摄动法研究扰动的非线性发展,从而试图定性解决

上述问题。

2 方程组和物理假设

  设上层流体的密度为ρ
(1)、速度势φ

(1),下层流体相对应为ρ
(2)、φ

(2),加速度g自上层重流体指向下

层轻流体,计算坐标系建立在两流体层交界面的平衡位置上。
假设讨论理想不可压缩流体,则上、下层流体的速度势必须满足如下的Laplace方程
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Δ

2φ
(i)(x,y,z,t)=0      (i=1,2) (1)

在两流体的交界面z=η(x,y,t)上,应满足边界条件

ηt+ηxφ
(i)
x +ηyφ

(i)
y -φ

(i)
z =0   (i=1,2) (2)

假定忽略交界面上的表面张力,还需满足压力连续的边界条件

ρ
(2 [)φ

(2)
t + (12

Δ

φ
(2 ))

2

+g ]η =ρ
(1 [)φ

(1)
t + (12

Δ

φ
(1 ))

2

+g ]η (3)

以及无穷远处条件

φ
(i)
z →0(i=1,2)当z→±∞ 时 (4)

考虑初始扰动为矩形或者六边形的脆格形状[8],即有

η=εcos(2πx/λ)cos(2πy/λ) (5)
或者

η=13 [ε (cos2πx
3

)
λ

(cos2πy3 )λ + (cos4πy3 ) ]λ
(6)

作变换

x=r·cosθ,y=r·sinθ
则(6)式可变化为

η=13 {ε (cos4π3λ
·rsin )θ + [cos4π3λ

·r (sinθ+π ) ]3 + [cos4π3λ
·r (sinθ+2π) ] }3

可见下式成立

η(r,θ)=η(r,θ+π/3)
即旋转60°对称条件成立。

问题的初始条件为(5)式,或者(6)式,以及有

ηt(x,y,0)=0 (7)
下面是在边界条件(2)式、(3)式、(4)式,初始条件(7)式和(5)式或者(6)式的情况下,求解方程(1)式。

3 求解方法

  首先取长度和时间的特量分别为2π/λ和 2πg/λ,将自变量、因变量分别按下述方式进行无量纲化

췍x=2πx/λ,췍y=2πy/λ,췍z=2πz/λ,췍ε=2πε/λ,

췍t= 2πg/λt,췍φ
(i)=φ

(i)(2π/λ)3/2/g  (i=1,2)
将因变量按小量ε展开

췍φ
(i)=εφ

(i)
1 +ε2φ

(i)
2 +… (8)

췍η=εη1+ε2η2+ε3η3+… (9)
并作变换

τ=σ1췍t (10)
将(8)、(9)与(10)式代入相应的方程、边界条件、初始条件,将无量纲量的“-”去掉,令ε的各阶系数等

于零,则可以得到各阶解的方程、边界和初始条件。

3.1 一阶解

  运动速度势满足的方程为

Δ

2φ
(i)
1 (x,y,z,t)=0      (i=1,2) (11)

边界条件
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σ1η1τ-φ
(i)
1z =0  (i=1,2)   在z=0上

σ1φ1τ
(2)+η1-s(σ1φ1τ

(1)+η1)=0 在z=0上

φ
(1)
1z (x,y,z,t)=0  (i=1,2) 当z→±∞

ì

î

í

ï
ï

ïï 时

(12)

初始条件

η1τ(x,y,0)=0

η1(x,y,0)=cosx·cos(y/m) 或

η1(x,y,0)= (13 2cos
x
3
·cosy

3+cos2y)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï 3

(13)

式中:s=ρ
(1)/ρ

(2),m 是由初始扰动决定的常数。
对初始为矩形的三维扰动,方程(11)、边界条件(12)式及相应初始条件(13)式的解为

η1=chτ·cosx·cos(y/m) (14)

φ
(1)
1 =-σ1shτ·e-βzcosx·cos(y/m)/β (15)

φ
(2)
1 =σ1shτ·e-βzcosx·cos(y/m)/β (16)

β= 1+1/m2 (17)

σ21=β(s-1)/(s+1) (18)
由此得到

τ=σ1췍t= β(s-1)/(s+1) 2πg/λt (19)
式中(s-1)/(s+1)为Atwood数。当m→∞时,从(14)式可见,此时即为二维扰动的边界条件,由(17)
式有β=1,于是(19)式就是在二维情况下R-T不稳定性线性阶段的时间增长因子。当m=1,即另一方

向的扰动波长亦为λ时,那么这种类型的三维初始扰动,线性阶段的时间增长因子为

τ=
4
2 (s-1)/(s+1) 2πg/λt

它要比m→∞时的二维情况大4
2,约1.19倍。从表达式(17)可见,对矩形的三维初始扰动情况,他总

是要“选择”对角线方向最大波数、即最小波长的“二维”R-T不稳定性线性阶段的时间增长因子,作为此

类三维扰动的增长因子。具体来说,若x方向扰动波数为kx、y方向为ky,那么这类矩形初始扰动的增

长因子,根据(17)式为
4
k2x+k2y (s-1)/(s+1)g,即以对角线方向上的波数作为二维扰动而求得的时

间增长因子。
对初始为等边六边形的三维扰动,方程(11)、边界条件(12)式及相应初始条件(13)式的解为

η1=
1
3ch (τ2cosx

3
·cosy

3+cos2y )3
(20)

φ
(1)
1 =-13σ1shτ

·e-β (z 2cosx
3
·cosy

3+cos2y )3 β (21)

φ
(2)
1 =13σ1shτ

·eβ (z 2cosx
3
·cosy

3+cos2y )3 β (22)

β=2/3
σ21=β(s-1)/(s+1)

s=ρ
(1)/ρ

(2

ì

î

í

ï
ï

ïï )

(23)

与矩形初始扰动类似,对等边六边形的三维扰动,在x方向的波数为1/3。由于是正六边形。最大波

数是在30°方向,波数为2/3。因此这类三维扰动的时间增长因子为:2/3 (s-1)/(s+1)2πg/λt。
由此可以推测正八边形、十边形……,它与x 方向扰动的二维时间增长因子对比,要大1.082、1.051、

1.021、……倍,最后逐渐接近圆形的Plesset解。
综上可见,在三维扰动的R-T不稳定性的线性发展阶段,其时间指数增长因子与以最大波数方向
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扰动的二维增长因子相同。

3.2 二阶解

  运动速度势满足的方程为

Δ

2φ
(i)
2 (x,y,z,t)=0      (i=1,2) (24)

相应的边界条件为:对矩形初始条件,在z=0上满足

σ1η2τ-φ
(1)
2z =-σ1sh2 (τ 1

4β
cos2x+ 1

4m2β
cos2ym +β

4cos2x
·cos2y )m

(25)

σ1η2τ-φ
(2)
2z =σ1sh2 (τ 1

4β
cos2x+ 1

4m2β
cos2ym +β

4cos2x
·cos2y )m

(26)

σ1φ
(2)
2τ +η2-s(σ1φ

(1)
2τ +η2)=-14

(1-s)σ21ch2τ+

(1-s)cos2 (x σ21
4m2β2

sh2τ+σ21
4ch

2 )τ +

(1-s)cos2y (m
σ21
4β2
sh2τ+σ21

4ch
2 )τ -

1
4
(1-s)σ21ch2τ·cosx·cos2ym

(27)

以及在z→±∞时有

φ
(i)
2z →0  (i=1,2) (28)

若令

η2=a21(τ)·cos2x+a22(τ)·cos2ym +a23(τ)·cos2x·cos2ym
(29)

根据初始条件的要求

η2(x,y,0)=η2τ(x,y,0)=0 (30)
把(29)式代入(24)~(28)式,利用条件(30)式,再通过积分可求得

a21(τ)=- h
2μ21

chμ1τ
(μ21-4 ()

μ21β21-2
β2

-μ21 )β
+ h
4μ21β2

+ h
μ2
1-4

ch2 (τ 2β2-1
4β2

- 1
2 )β

a22(τ)=chμ2 [τ -h
4μ22β2m2 + h

2m2β(μ22-4)
- h(1+β2)
4β2(μ21-4) ]m +

h
4μ32m2β2

- h
μ2
2-4

ch2 (τ 1
2βm2 -1+β2

4mβ )2

a23(τ)=chμ3 [τ hβ
4(μ23-4)

- hβ
4μ ]2

3
+ hβ
4μ23

- hβ
4(μ23-4)

ch2τ

式中

h=1-s
1+s

,μ21=
2
β
,μ22=

2
mβ
,μ23=2

由一阶、二阶的解,可求得内界面的运动规律为

η=εη1+ε2η2=εchτ·cosx·cos
y
m +ε (2 a21cos2x+a22cos2ym +a23cos2x·cos2y )m

(31)

当m→∞时,则(31)式为

η=εchτ·cosx+ε2(h/4)(ch2τ-2ch2τ+1)cos2x (32)
这与文献[11]的二维非线性二阶展开的结果完全一致。

对等六边形的初始扰动,在z=0上满足的边界条件为
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σ1η2τ-φ
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72cos
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3
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18cos
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3cos
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36cos
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(35)

以及当z→∞时,满足

φ
(i)
2z →0  (i=1,2) (36)

同样令

η2=a21(τ)cos
2x
3

+a22(τ)cos2y3 +a23(τ)cos2x
3
cos2y3 +

a24(τ)cosx
3
cosy+a25(τ)cos4y3 +a26(τ)cosx

3
cosy

3
(37)

根据初始条件

η2(x,y,0)=η2τ(x,y,0)=0
则要求

a2i(0)=a′2i(0)  (i=1,2,…,6)

把(37)式代入边界条件(34)~(36)式,然后再通过积分就可以求得

a21(τ)= h
36
(1-ch

4
3τ)+

(33-83)h
1404

(ch2τ-ch
4
3τ)

a22(τ)= h
108- h

108ch2τ
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27
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(5+243)h
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(ch
4
3τ-ch2τ)+ h
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(1-ch

4
3τ)

a25(τ)=12a23
(τ)

a26(τ)=- 7h
162

(ch2τ-ch
4
3τ)+ h

18
(1-chτ
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î

í

ï
ï
ï
ï
ï
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ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
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ï
ïï )

(38)

式中h=(1-s)/(1+s)。将(38)式代入(37)式则得到相应初始扰动的二阶扰动解。为对比三维与二维
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扰动增长的差别,对(31)、(32)式以及代入(38)式后的(37)式,分别对ε=0.1、k=2π/8、|h|=0.9、m=

1,计算扰动在x方向的发展情况,结果如图1所示。

图1 二维和三维扰动发展

(实线为二维扰动,虚线为三维扰动;曲线1为三维矩形初始扰动,曲线2为三维等六边形初始扰动)

Fig.1 Evolutionofperturbationin2Dand3D
(Solidisfor2Dperturbation,dashlineisfor3Dperturbation;Curve1isforinitialrectangularperturbationin3D,

Curve2isforinitialregularhexaonalperturbationin3Drespectively0

4 讨 论
  从以上推导与计算可以看到,在R-T不稳定性的线性发展阶段,三维扰动要比对应的二维扰动增

长要快,它的时间增长因子大致为二维的1.26到1.41倍。考虑到非线性的影响,从计算结果可见,随
着时间的增长,三维波形逐渐脱离二维的形状,即使仅考虑二阶量的修正,它们之间的差距也是相当大

的。这个结论与Yabe等[12]的数值模拟结果定性一致。因此,使用二维方法来研究三维的界面不稳定

性,无论是定量上还是定性上均存在一定的差距。
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AComparativeStudyoftheEvolutionofR-TInstability
inTwoandThreeDimensions

XULi,SUNJin-Shan

(BeijingGraduateSchool,ChineseAcademyofEngineeringPhysics,100088,China)

Abstract:Rayleigh-Taylor(R-T)instabilityattheinterfaceoftwodifferentfluidsisstudiedanalyticallyby
usingperturbationmethod.WeanalyzeandcomparethelinearandnonlineargrowthofR-Tinstability
intwo(2D)andthree(3D)dimensions.Theobtainedconclusionincludes,(1)lineargrowthofthein-
stabilityin3Disfasterthanthatin2D,andgrowingexponentialofidenticalinitialperturbationwave-
lengthinonedimensionisaffectedbythatinothers,(2)perturbationgrowthprofileofR-Tinstability
in3Disdifferentfromthatin2Dafterallowingfornonlinearevolution.
Keywords:R-Tinstability;nonlinearity;perturbationgrowth
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