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中低温稠密等离子体电子压强的
自洽场计算

*

朱希睿,孟续军
(北京应用物理与计算数学研究所,北京 100088)

  摘要:对含温有界自洽场平均原子结构中自由电子的判据作了修改,用分波法和Fermi-
Dirac统计处理自由电子。在计算电子压强时考虑了共振态和交换、库仑关联对压强的影响。
计算并与实验比较了Ni、Cu的零温电子压强。以Fe、Pb为算例,展示了本模型的适用性。
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1 引 言

  温度从室温到10eV的物质的状态方程一直是实验室和工程应用中关心的重要问题。在这个温度

范围内存在大量的实验状态方程数据,对各色各样的理论模型提出了强烈的挑战。高温稠密范围的等

离子体状态方程由于其特性相对简单,对原子内部细微的改变不敏感,Thomas-Fermi模型可以提供有

用的状态方程参数。对低温稠密等离子体而言,TF模型的计算结果不再令人满意。如果温度一直降

低下去,等离子体就会逐渐冷凝成固态物质。从物理机制上讲,就是物质内部电子产生的动压和交换效

应产生的负压的消长问题。在高温等离子体内部,电子的动压占绝对优势,原子壳层结构破坏殆尽,只
要处理好电子的动压就基本解决了问题;即使考虑原子壳层的影响,也不过是较小的修正而已。随着温

度的降低,电子的动压越来越小,各种关联的总和甚至超过了动压的贡献,这时就必须重点考虑原子结

构因素的贡献。Zink[1]在早些时候对TF模型作了非自洽的电子壳层效应修正,但他给出的壳层效应

明显太强了。Rozsnyai[2]则把Zink的方法发展成一种成熟的自洽场方法,就是传统的平均原子模型。
但Rozsnyai只计算了电子的动压,没有考虑电子压强的全部机制,缺少交换负压,在低温情况下,压强

的走向不对,无法在常温常密度附近形成固体。Liberman[3]比较细致地研究了稠密物质的原子结构,
给出了镍、铜、锌的零温状态方程。其中铜、锌的结果与实验吻合得很好。然而Liberman给出的规律

是:对于镍,常密度附近吻合较好,随着密度增大偏差越来越大,且低于实验;对于铜锌,常密度情况高于

实验,随着密度增大结果趋于一致。这种规律异常说明,在低温等离子体中,还有一些重要的因素有待

探讨。在本文中,我们对同类的平均原子结构[4]作了几点改进:(1)考虑了稠密物质中的势阱效应,修
改了自由电子的判据;(2)将部分束缚电子和自由电子从总电荷密度里分离出来,作为共振电子用分波

法处理;(3)修改了自由电子的统计计算公式。在计算压强方面,考虑了共振态对电子压强的影响,引
进了量子交换效应和库仑关联效应对压强的贡献。计算了Fe、Cu、Ni、Pb的电子压强方程,并将加共振

电子修正后的计算结果与TF、TFD等模型以及现有试验作了比较。

2 理 论

  等离子体内离子类型的复杂性决定了电子压强计算的复杂性。为了能够在温度较低时等离子体冷
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凝成固体,物理模型需要借助固体的概念,把原子等效成为一个魏格纳塞茨元胞。且不说这些元胞在热

运动,即使这些元胞不运动,元胞之间也存在相互作用。为了能够使问题研究下去,需要对元胞间的相

互作用进行简化。固体中的原子由于处于近似周期场中,分立的能级变成了能带,一些外层电子成了非

局域电子,这些电子之间存在较强的相互作用。相对于孤立原子的情况,主要表现在非局域电子间的交

换关联增强。由于热运动在一定程度上破坏固体的周期性,使得电子波函数的相位杂乱无章,在一定程

度上削弱了非局域电子间的长程交换关联,所以电子间的交换关联应局限在临近原子之间。等离子体

内电子压强主要由三部分组成:电子的动压、交换效应的负压以及元胞内束缚电子的“形变压”。“形变

压”主要来自束缚电子状态的改变,不能完全等同于“冷压”,它与温度有关系。当离子实压缩不是很厉

害时,“形变压”可以忽略(关于此问题我们将另文讨论)。电子的动压是电子在接合部动量转移的结果,
因而主要在元胞间的结合部起作用,不直接依赖等离子体或固体的位形结构;而电子的交换产生的负压

却强烈依赖等离子体或固体的位形结构。不过,通过泊松方程分析:只要元胞内的电子数守恒,元胞边

界处的静电库仑势的零阶项就等于零,与电子密度的径向分布无关。只有交换势与电子的密度分布有

关,这样元胞间的相互作用就只表现为元胞间的电子交换作用。元胞间的电子分布是对称的,作用势一

定是缓变的。如果交换势采用某种局域密度泛函形式,就能使交换势也与等离子体的位形结构无直接

关系。当然,密度泛函形式非常重要,与固体结构有关,不具有普适性,不能指望在温度接近室温,密度

接近常密度时,两种机制的压强严格相等。但如果计算出的规律与实验给出的规律一致,就可以在常密

度点标定交换压的实际贡献,得到大范围的电子压强状态方程。

2.1 平均原子模型的改善

  在通常的平均原子模型中[2,4],自由电子的判据比较苛刻,使得某些束缚电子不能成为准自由电

子,也就不能产生合适的电子动压,不能解释金属导电现象。在这里,自由电子判据调整等离子体内部

平均势阱的深度

ε0=-V(R0)≤0 (1)
式中:R0 为魏格纳塞茨元胞半径,-V(R0)是元胞边界处的势能。只要电子的能级大于ε0,无论正负,
全被当作自由电子。将准自由电子从束缚态中分离出后,束缚电子的密度就可以严格用波函数来构造,
能带效应就不重要了。

在传统平均原子模型中,自由电子密度一般采用Fermi-Dirac统计计算,束缚电子密度通过径向波

函数计算。由于束缚电子的判据与自由电子的统计判据不一致,在束缚电子密度分布和自由电子密度

分布之间存在“间断区”。温度越低,就相当于间断区越宽。为了弥合间断区,需要把一些电子用分波法

处理。这些电子在等离子体内部看是自由电子,在等离子体外看则完全包含了共振电子和部分包含了

自由电子。分波数越多,被包含的自由电子数就越多。少量的分波就只能包含共振电子了。就这样球

元胞中电子被分为束缚电子、分波法处理的自由电子和平面波法处理的自由电子三部分,其中,束缚电

子的处理无变化。非束缚电子按下式进行处理

4πr2ρr+f(r)=∫
∞

0

dε
exp[(ε-μ)/T]+1∑

l0

l=0
2(2l+1)P2εl(r)+∫

∞

0

dε
exp[(ε-μ)/T]+1∫

∞

0
2(2l+1)dl·P2εl(r)(2)

式中:l0 为分波轨道界限,小于l0 的电子可以称为共振电子;大于l0 的分波用平面波进行统计,是传统

意义上的自由电子。正能态波函数Pεl(r)按能量归一化。
应用JWKB近似,可以求得正能态波函数Pεl(r)

Pεl(r)= 2/πQ(r)sin[∫Q(r)dr+δ] (3)

式中

Q(r)= 2[ε+V(r)]-l(l+1)/r2 (4)
将(3)式代入(2)式的第二项,得

4πr2ρf(r)=
4r2
π∫

∞

0

dε
exp[(ε-μ)/T]+1∫

l0

∞
dQ(r)= 4r2

π∫
∞

0

2[ε+V(r)]-l0(l0+1)/r2
exp[(ε-μ)/T]+1

dε (5)
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那么,共振电子密度和自由电子密度分别为

ρr(r)=
1
4πr2∫

∞

0

dε
exp[(ε-μ)/T]+1∑

l0

l=0
2(2l+1)P2

εl(r) (6)

ρf(r)=
1
π2∫

∞

0

2[ε+V(r)]-l0(l0+1)/r2dε
exp[(ε-μ)/T]+1

(7)

原则上l0 的取值越大越好,这样按平面波统计的电子就被分波处理的电子全部代替。事实上,由于分

波计算非常耗时,且当分波数达到一定值时,用分波法处理的自由电子数会趋于饱和,基本接近统计的

效果,也就没有必要全部用分波进行处理。如果令l0=0,不难看到:(7)式就是传统平均原子模型中的

自由电子部分,但(6)式并不为零,说明传统的平均原子模型中电子密度分布存在缺陷。通过对平均原

子模型的改进,电子被分成束缚电子、用分波法处理的自由电子(l很小时就是共振电子)和用统计平面

波法处理的自由电子,它们对压强贡献的份额得以调整。由于分波计算出的电子密度分布普遍移向原

子内部,降低了对电子压强的贡献,这正是模型所期望的。如果等离子体的温度不太高,l0 最多取5;对
低温情况,l0 取1就可以了。

2.2 电子压强的改善

  在巨正则系综中,无量子交换效应的电子压强可由巨配分函数Ξ得到

p=T ∂lnΞ∂V
(8)

  由于模型中已经把自由电子判据作了修改,一部分波函数能延及边界处的电子已划归分波法处理,
剩下的束缚电子的径向波函数基本不能延伸到原子边界处,束缚电子配分函数对体积的导数为零,电子

压强就只能与非束缚电子的巨配分函数有关。这样得到的压强就是电子的动压pk。自由电子在原子

边界处产生的动压为

pk= 2
3π2∫

∞

0

[ε+V(R0)] 2[ε+V(R0)]-l0(l0+1)/R2
0dε

exp[(ε-μ)/T]+1
(9)

共振电子压强pr是由于势场的散射造成的,其数值比动能压强小很多,表达式如下[5]

pr= 1
4π∑

l0

l=0

2(2l+1)췍εl,re[Pl,re(R0)]2
exp[(췍εl,re-μ)/T]+1

(10)

式中Pl,re(R0)是分波在元胞边界处的值;췍εl,re是加权平均的共振能位置

1
1+exp[(췍εl,re-μ)/T]

≈∫re ωl(ε-εl,re)dε
1+exp[(ε-μ)/T]

(11)

能态密度ωl(ε-εl,re)由玻尔索末菲条件对能量求导后定出。
电子间的交换作用表现为电子间的相互吸引,提供一个负压;电子间的库仑关联等效于电子间的排

斥作用,提供一个微不足道的正压。根据维里定理,元胞边界处的交换加库仑关联的压强为

pex+corr=16ρ
(R0)[Vex(R0)+Vcorr(R0)] (12)

式中:ρ(R0)为总电子密度分布;Vex(R0)、Vcorr(R0)分别为电子的交换势和库仑关联势[6]。那么,电子的

总压强为

p=pk+pr+pex+corr (13)

3 计算结果和讨论

  我们首先在传统平均原子模型[4]的基础上作了改进,求解了单分量Dirac径向方程。只要令精细

结构常数为零,整个计算体系就恢复为非相对论平均原子自洽场模型。图1给出了用两种平均原子模

型计算的Fe元素在温度为7.7eV时的非束缚电子数。AAM 表示未作改进的平均原子模型;IAAM
表示改进后的平均原子模型。从图中看到:AAM 给出的离化度要么变化呈跳跃状,要么随密度不变

化,从而导致压强的不连贯跳跃。而IAAM给出的结果是:离化度随密度连续变化,有壳层破坏时变化
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剧烈,无壳层破坏时趋于平缓。这主要是自由

图1 两种原子结构模型计算的铁等离子体离化度的比较

Fig.1 Comparisonoftheionicstageforironplasmas
betweentwoatomicmodels

电子判据随密度连续变化的结果。由于自由电

子判据普遍低于原来的判据数值,IAAM 给出

的自由电子数(即非束缚电子数)要比原来的自

由电子数多。而且即使在零温情况下也会存在

准自由电子,以能保证固体内部电子动压与交

换负压的平衡。
图2给出了Fe元素在温度为7.7eV时的

电子压强。把本文的结果分别和 TF模型、

Zink的TFS模型以及C.M.Lee的 TFSR模

型[5]作了比较。由图可以看出:考虑壳层效应

之后,在低密度范围电子压强要比TF的结果

要低,原因是自由电子数下降了。但是Zink的

壳层模型在数值上放大这些跳跃,因为TFS模

型是非自洽的。TFSR模型在引进共振电子

后,一度改善了壳层效应,但它反映的3p 电子

的离化实际上只相当于自洽场理论中的3d电子的离化。没有反映3p3s壳层离化的效果来,所以高压

走向不好,原因同样来自非自洽。在本文的结果中,可以看出Fe元素在密度分别为:0.8、5、40g/cm3

时压强曲线的斜率有明显的变化,对应发生的三个壳层结构的压致离化,通过分析束缚能级上的电子占

据数可以知道,分别对应:4p4s、3d、3p3s壳层的相继离化。由于本文中用分波法处理了低分波自由电

子,等于引进了共振态,所以在出现压致电离的地方并没有出现台阶状的跳跃,而是光滑过渡。另外,由
于分波法给出的电子压强较平面波给出的小,再加上电子交换效应的负压,得到的电子压强普遍低于

TF模型的结果。在图3中,给出了元素Fe在零温下的三条等温曲线,分别对应TF模型、TFD模型和

本文计算的结果。从图中可以看出:在密度小于6g/cm3 时,随着密度的继续下降,本文给出的电子压

强也急剧下降;当密度在5.5~5.6g/cm3 之间时,压强在正负方向上接近零,表现为向外膨胀的动压和

向内收缩的交换负压基本达到平衡。虽然理论上,在零温环境下,元素Fe的电子压强应该在其常密度

处附近达到零点,但相对于 TF和 TFD模型,本文的结果明显要好得多。本文的压强结果在ρ=
40g/cm3 处显示了3p3s壳层的压致离化,而且通过在该处加密计算点后发现,该处的压强是光滑变化

的,并没有出现壳层的不合理跳跃。

图2 铁在7.7eV下的电子压强

Fig.2 Electronpressureofironwithdensity
atatemperatureof7.7eV

图3 铁在零温时的电子压强

Fig.3 Electronpressureofironwith
densityatzerotemperature
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图4给出了元素Cu在零温下的四条等温曲线,分别对应TF模型、TFD模型、本文的计算结果和

Al’tchuler等人的实验数据[7]。从图中可以很明显的看出:TF模型最粗糙,在零温时曲线的量级走向

都很差;TFD模型,由于加入了交换修正,计算结果相比TF要好很多,相对实验曲线大致有3倍的误

差。本文的结果由于考虑了自由电子共振态的重要性以及加入了交换势压强和关联势压强,因而计算

结果比较靠近Al’tchuler等人的实验数据。根据压强反定物质密度,和实验相比,相差在9%到10%之

间。图5给出了元素Ni在零温下的两条等温曲线,分别对应本文的计算结果和Al’tchuler等人的实验

数据。从图中可以看出:在计算Ni元素时,反定的密度和实验相比相差在12%到17%之间。当然引用

的实验数据误差在3.5%左右。从曲线显示的规律来看:在没有任何人为参数的情况下,本文计算的曲

线走向与实验曲线的走向最接近。如果在常密度点进行标定,适当调整交换效应的贡献,就能得到很准

的零温电子压强,且不会影响高温稠密范围的状态方程。

图4 零温下铜电子压强与实验的比较

Fig.4 Comparisonoftheelectronpressurewith
experimentalresultforCuatzero-temperature

图5 零温下镍电子压强与实验的比较

Fig.5 Comparisonoftheelectronpressurewith
experimentalresultforNiatzero-temperature

图6 铅电子压强在不同模型间的比较

Fig.6 Comparisonoftheelectronpressurefor
Pbplasmasindifferentmodels

图6计算了元素Pb在温度为10eV时的等温

曲线,图中给出了TF模型、TFD以及TFK模型的

计算结果[8]。从图中可以看出:在温度为10eV时,

各种模型计算的结果虽不像零温情况时有量级上的

差别,但是相差还是很大的。其中,用TF模型计算

的压强依然是各模型中最大的。TFK模型[8]在考

虑交换效应的同时引进了量子效应修正,因而结果

要好一些。由于本文综合了壳层效应、共振电子对

电子分布函数以及压强计算的影响,适当引入了交

换效应以及关联效应产生的压强,因而计算的结果

更好一些。在密度为7g/cm3 和31g/cm3 的地方,

本文计算的结果显示了两个壳层结构的压致离化,

通过分析束缚态能级上的电子占据数的变化,可以

知道分别对应6p和5d轨道电子的压致离化。

733 第4期          朱希睿等:中低温稠密等离子体电子压强的自洽场计算



4 结 论

  通过对平均原子自洽场模型的修改,重新引进自由电子判据,并联合使用分波法和Fermi-Dirac统

计处理自由电子,能较好地改善原子结构。在计算电子压强时,考虑电子共振态和交换、关联机制就能

给出比较合理的结果。通过选择好的交换势形式,就能使计算结果比较接近实验。如果再经过常密度

点的标定自洽地调整交换效应的贡献,就能使大范围的电子压强计算更加合理。
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Self-ConsistentFieldCalculationofElectronPressurefor
DensePlasmaswithMedium-LowTemperature

ZHUXi-Rui,MENGXu-Jun

(LaboratoryofComputationalPhysics,InstituteofAppliedPhysics
andComputationalMathematics,Beijing100088,China)

Abstract:CriterionfordeterminingfreeelectronsingeneralSCFaverageatomicmodelisrevisedtode-
scribewelltheexistenceofthepotentialincondensedmatter,and,partialwaveandFermi-Diracstatis-
ticsareemployedfordealingwiththeresonantelectronsandfreeelectrons,individually.Theelectron
pressureisacquiredbytakingintoaccountthecontributionoftheresonantstatesandthatofexchange
andCoulombcorrelationsamongelectrons.TheelectronpressuresforNiandCuatzero-temperature
arecalculatedandcomparedwithexperiments.Applicabilityofthemodelisshownviacalculationsof
pressureforFeandPbatdefinitelowtemperatureandsomedensities.
Keywords:averageatomicmodel;electronpressure;resonantstate
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