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沿等压路径求解疏松材料Hugoniot关系的
微分方程组及其求解

*

刘福生1,经福谦1,2

(1.西南交通大学理学院高压物理实验室,四川成都 610031;

2.中国工程物理研究院流体物理研究所冲击波物理与爆轰物理实验室,四川绵阳 621900)

  摘要:根据固体材料的三项式物态方程和Grüneisen物态方程,导出了沿等压路径求解疏

松材料冲击温度和压缩体积随初始密度变化的微分方程组。从体积的微分方程出发,在假定

Wu-Jing参量为常数的前提下,导出了冲击压缩体积和体积-焓物态方程的 Wu-Jing表达式。
采用数值差分方法求解微分方程组,计算了疏松铜的冲击压缩特性,并与文献中部分实验数据

进行了比较,特别强调了热电子对冲击压缩体积、冲击温度和 Wu-Jing参数的贡献。还讨论

了Grüneisen物态方程与 Wu-Jing物态方程的内在联系及后者的适用范围。
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1 引 言

  在相同压缩密度条件下,疏松材料的冲击温度比密实材料的高。因此,研究疏松材料的 Hugoniot
关系对建立材料的全区物态方程具有重要意义。在依据密实材料的冲击压缩曲线估计疏松材料

Hugoniot关系时,人们通常利用Grüneisen方程,并沿等容路径外推 [1]。但由于高疏松度的疏松材料

在受冲击时,压缩到某压力段以后,体积随压力变化不太敏感,甚至可能会出现体积膨胀现象,给理论计

算和实验数据分析带来诸多不便。为此,Wu和Jing[2]提出了一种沿等压路径计算 Hugoniot关系的新

方法。建立该方法的关键是提出了 Wu-Jing物态方程。在应用上述方法解决实际问题并确定 Wu-Jing
参数的取值时,往往要用到Grüneisen物态方程中的Grüneisen系数。尽管 Wu-Jing方程在预估疏松

材料冲击压缩曲线方面取得了一定成功,并正努力向极低密度情形延伸 [3],但新提出的 Wu-Jing方程

与原有的Grüneisen方程之间的内在联系还值得研究。
研究Grüneisen方程和 Wu-Jing方程的理论基础可以追溯到两个热力学函数的基本偏微分公式。

Grüneisen方程是由体积对内能的偏微分公式导出,但引入了“Grüneisen系数仅为体积函数”的模型假

定;Wu-Jing方程是由体积对焓的偏微分公式导出,但引入了“Wu-Jing参数仅为压强函数”的模型假

定。这两个模型假定具有经验性和近似性,而且它们的适用范围也有限。对于具体的物质体系和所要

解决的物理问题,合理选择模型往往会为问题的解决带来方便。如果能从理论上揭示出不同模型之间

的内在联系,对进一步认识现有模型的合理性和局限性是十分有益的。我们在本文中将从传统的三项

式物态方程模型和Grüneisen物态方程出发,直接导出沿等压路径求解疏松材料冲击温度和压缩体积

的微分方程组。通过对微分方程求解方法的讨论,试图从新的角度导出 Wu-Jing形式的冲击体积公式
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和物态方程。将从压缩体积、冲击温度和 Wu-Jing参数的取值方面探讨这两个方程与Grüneisen物态

方程的相容性。该工作对进一步深入研究物质完全物态方程具有参考价值。

2 微分方程组的理论推导

  三项式物态方程的一般表达式为[4]

e(v,T)=ex(v)+eTN(v,T)+eTe(v,T) (1)

p(v,T)=px(v)+pTN(v,T)+pTe(v,T) (2)
方程(1)和方程(2)中,右边第一、第二、第三项分别代表固体晶格“冷”贡献、晶格热贡献和电子热贡献。
在温度不太高的条件下,考虑晶格简谐振动和准自由电子贡献,并采用Grüneisen物态方程模型,则第

二、第三项表达式分别为

eTN(v,T)=3RT

eTe(v,T)=12βT
2

pTN(v,T)=γ(v)
v eTN(v,T)

pTe(v,T)=γe
veTe(v,T)
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式中:R、β、β0、γ(v)和γe 分别代表摩尔气体常数、电子比热系数、常压条件下密实材料的电子比热系数、
晶格的Grüneisen系数和电子的Grüneisen系数。体系沿等压路径热膨胀条件可表示为

dp (= ∂p
∂ )v T

dv (+ ∂p
∂ )T v

dT=0 (4)

由(4)式得

dv= v
K (

T

∂p
∂ )T v

dT= v
K [ (

T

∂pTN

∂ )T v (+ ∂pTe

∂ )T ]v
dT (5)

(5)式中KT 为等温体积模量。将方程组(3)中的压强公式代入(5)式,得

dv= 1
KT
[3Rγ(v)+γeβT]dT (6)

沿等压路径方向,疏松材料体系的Hugoniot方程必须满足条件

de=12p
(dv0-dv) (7)

(7)式中:v0 表示疏松材料的初始比体积,e、p、v表示冲击状态的比内能、压强和比体积。利用e(v,T)
的全微分公式和关于内能的热力学恒等式,并利用方程组(3)中热压强公式,(7)

[

式经恒等变换得

γ(v)
v 3RT+γe

vβT2-12 ]p dv=12pdv0-
(3R+βT)dT (8)

将(6)式代入(8)式得到沿等压路径疏松材料冲击温度和压缩体积随初始密度变化的微分方程组

dT
dv0 = pKT

[2 γ(v)
v 3RT+γe

vβT2-12 ]p [γ(v)3R+γeβT]+2(3R+βT)KT

(9)

dv
dv0 =

[γ(v)3R+γeβT]p

[2 γ(v)
v 3RT+γe

vβT2-12 ]p [γ(v)3R+γeβT]+2(3R+βT)KT

(10)

在已知密实材料的冲击温度和压缩体积的条件下,可以利用差分方法求解该方程组,得到低密度疏松材

料的Hugoniot关系的数值解。在进行数值求解时,材料的冷能冷压采用Born-Meyer型的(Q,q)参数

形式,而其Grüneisen系数采用晶格振动的普适公式[4]。

3 Grüneisen方程与 Wu-Jing方程的关系

  本节从(9)式、(10)式出发,试图导出 Wu-Jing方程的微分形式,以揭示传统的三项式及Grüneisen
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方程模型与 Wu-Jing方程之间的内在联系。
为了使(9)式、(10)式形式更简单,定义一广义参变量Rp(v,T)

Rp(v,T)=
[γ(v)3R+γeβT]

[
p

γ(v)
v 3RT+γe

vβT ]2 [γ(v)3R+γeβT]+(3R+βT)KT

(11)

则(9)式、(10)式可表示为

dT
dv0 = p

(3R+βT)(2-Rp)
- Rp

2-Rp

3RTγ(v)+βT2γe
v(3R+βT)

(12)

dv
dv0 = Rp

2-Rp
(13)

  以焓表示的Hugoniot方程的微分表达式为

dh=12p
(dv+dv0) (14)

(14)式中:v0 表示疏松材料的初始比体积,h、p、v表示冲击状态的比焓、压强和比体积。将(13)式代入

(14)式,得

dh
dv =12 (p dv0

dv + )1 = p
Rp

(15)

将(15)式写成微分形式,

(

得

∂v
∂ )h p

=Rp

p
(16)

  我们注意到,(13)式正是用Wu-Jing参数表述的冲击压缩体积公式[2]的微分形式,而(16)式正是文

献[2]中 Wu-Jing物态方程的微分形式。可见,本文中(11)式定义的参量Rp(v,T)正是 Wu-Jing方程

中的 Wu-Jing系数。在这里,我们从传统的三项式物态方程以及晶格、热电子的Grüneisen方程模型出

发,直接导出了微分形式的(13)式和(16)式,而没有附加任何前提。

4 微分方程组的近似解

  在实际应用方面,人们希望采用某些近似方法,从密实材料的 Hugoniot关系估计疏松材料冲击压

缩特性。因此,讨论体积微分方程的近似解具有实际价值。
若忽略热电子贡献,则(11)式、(12)式还可以进一步简化为

Rp =
[

1
cVT
pv

γ(v)+ KT

pγ(v ])
= pγ(v)

cVT
[γ(v)]2

v +KT

=pγ(v)
KS

(17)

dT
dv0 = p

3R(2-Rp)
- Rp

2-Rp

γ(v)
v T (18)

在(17)式中,cV 和KS 分别表示晶格的定容比热和等熵体积模量。(17)式正是文献给出的 Wu-Jing参

数的热力学关系。如果在沿等压路径的状态下,Rp 的取值仅是压强的函数,而与体积或温度无关(即
Rp=Rs,下标“s”代表密实材料Hugoniot状态),则分别对体积方程(13)和体积-焓的微分方程(16)直接

积分,得出

v=vs+ Rs

2-Rs
(v00-vs0) (19)

和

v=vs+ Rs

p
(h-hs) (20)

在(19)式和(20)式中,v00和vs0分别代表疏松材料和密实材料的初始比体积,同样,这里用下标“s”代表

密实材料Hugoniot状态。这两个方程正是文献[2]中给出的疏松材料的冲击压缩体积公式和 Wu-Jing
物态方程。由此可见,从三项式物态方程和Grüneisen物态方程的一般理论出发,引入了“Rp 仅是压强

的函数”为前提条件,也能导出 Wu-Jing物态方程。在以后的讨论中,该前提条件称为 Wu-Jing假设。
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文献中推导 Wu-Jing方程时,以“cp 是常数”为前提。根据相容性关系[2

(

]

∂cp

∂ )p T (=- T ) [p (R ∂cp

∂ )T p
+c (p

∂Rp

∂ )T ]p

如果cp 为常数,则Rp 与温度无关,即 Wu-Jing假设自然满足。但若cp 同时是压力和温度的函数并满

足特定的函数关系,Wu-Jing假设也可能成立。可见,“cp 是常数”并非 Wu-Jing假设成立的必要条件。
从这个意义上讲,“cp 是常数”的前提比本文中采用的 Wu-Jing假设更苛刻。强调指出,Wu-Jing假设的

合理性需要接受理论和实验的检验,在本文中将作进一步讨论。
在“Rp 仅是压强的函数”的前提条件下,体积微分方程(13)可以直接积分求解得到(19)式。将(19)

式的体积表达式代入(12)式,可得到冲击温度的一阶非线性微分方程,该方程一般只能通过数值解。将

(19)式的体积表达式代入(18)式,我们得到忽略电子贡献条件下的冲击温度关于初始密度的一阶微分

方程。该微分方程的积分形式解,经过积分变量代换,与定积分上下限合并后,得

T=Tsex [p -∫
v

vs

γ(x)
x d ]x + p

3RRs∫
v

vs
ex [p -∫

v

y

γ(x)
x d ]x dy (21)

(21)式中的体积v由(19)式给出。在给定疏松度m(m=v00/v0)的条件下,(21)式中v由(19)式给出。
如果γ(v)/v=γ0/v0,则(21)式简化为

T= pv0

3Rγ0R {
s
1-ex [p γ0Rs

2-Rs
(1-m ] }) +Tsex [p γ0Rs

2-Rs
(1-m ]) (22)

式中:v0 和γ0 分别代表密实材料的初始体积和Grüneisen系数,而Rs 是密实材料Hugoniot线上Rp 的

取值。(19)式和(21)式是基于 Wu-Jing假设并忽略热电子贡献时疏松材料冲击压缩体积和温度的积

分表达式,(22)式是计算冲击温度的另一个近似公式。

5 应用于疏松铜的情形

  我们以疏松铜为例,其密实铜状态参数见表1,并避开结构相变问题的讨论。为了与实验数据比

较,材料的疏松度m(m=ρ0/ρ00)取2.0。本文中从传统的三项式物态方程和Grüneisen物态方程出发,
采用差分法联立求解方程(11)~方程(13),其计算结果称为精确解。同时,将求解方程(19)和方程(12)
的计算结果称为 Wu-Jing近似解,其中Rs 是给定压力下对应密实铜Hugoniot线上Rp 的取值。

表1 金属铜的物态方程参数(T0=300K)[4]

Table1 Parametersintheequationofstateofcopper(T0=300K)[4]

ρ0
/(g/cm3)

c0
/(km/s)

λ
av

/(10-6/K)
γ0 γe β0

/[μJ/(g·K2)]

8.94 3.93 1.489 50.1 1.96 0.5 17.44

  在图1和图2中,曲线A分别代表精确解的冲击压缩密度和温度计算结果,图1和图2中的曲线B
分别代表 Wu-Jing近似解的冲击压缩密度和温度计算结果。结果表明,两种方法的温度计算结果(图
2)之间的差别可以忽略。精确解的密度与实验值符合较好,近似解密度偏高2%~3%。考虑到疏松材

料的Hugoniot实验数据本身的测量精度不高,Wu-Jing近似仍不失为预估疏松金属铜冲击压缩体积

(或密度)的可靠方法之一。鉴于两种方法都基于相同的密实材料冲击压缩曲线和相同的冷压方程,精
确解、近似解、以及实验值之间的一致性表明,与三项式物态方程及Grüneisen物态方程一样,Wu-Jing
方程实际上已经比较准确地考虑了金属铜的晶格与热电子的热效应。

为了深入探讨精确解方法和 Wu-Jing近似解方法在描述热电子贡献方面的不同特点,我们令β0=
0(即“忽略”热电子作用),重复了上述计算过程。图1和图2中的曲线C代表与精确解方法对应的计算

结果,图1和图2中的曲线D代表与近似解方法对应的计算结果。图2中曲线C和曲线D之间的差别

不大,再次表明冲击温度的计算与两种方法的选择不太敏感,但忽略热电子贡献会使高压段的冲击温度

的计算值显著偏高,即热电子贡献使体系冲击温度大大降低。我们注意到,图1中曲线C和曲线D之

间的差别很大。在这两种方法中,令β0=0都使体系密度降低,即热电子对冲击压缩体积的贡献是“负
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值”。其结果是,精确解结果(曲线C)与实验值偏离很远,而 Wu-Jing近似解结果(曲线D)与实验结果

更接近。在精确解情形,令β0=0意味着完全忽略电子贡献,因温度升高导致体积剧烈膨胀,计算结果

肯定会明显偏离实验值。对于 Wu-Jing近似方法,密实材料冲击压缩线上 Wu-Jing参量的取值(Rs),
即文献[2,3]中定义的 Wu-Jing系数,只有在100GPa以上的高压区才明显依赖β0 取值,而在低压区并

不敏感。因此,令β0=0只有在高压区才引起明显的密度修正,但其修正量与精确解方法相比小得多。
由此可见,在 Wu-Jing近似方法中,电子的主要贡献已经间接地包含于 Wu-Jing假设,只有少部分效应

还通过β0 值直接表现出来,这一部分效应令β0=0时会完全消除。那么,Wu-Jing方程是如何间接引入

电子贡献呢? 原来,Wu-Jing假设,即“Rp 仅是压强的函数”,具有很强的限制性。在下一段的讨论中可

以看到,在谐振动模式下,如果忽略电子的贡献,Wu-Jing假设不能严格成立;但若考虑热电子效应,

Wu-Jing假设的近似程度会得到改善。因此,将 Wu-Jing方程认为是晶格贡献的结果,并试图从统计物

理原理加以证明的思路值得仔细推敲[5]。

图1 疏松铜的冲击压强与压缩密度的关系

(疏松度m=2.0)

Fig.1 Shockpressureversusdensity
ofporouscopper(m=2.0)

图2 疏松铜的冲击温度与压强的关系

(疏松度m=2.0)

Fig.2 Shocktemperatureversuspressure
ofporouscopper(m=2.0)

图3 金属铜的 Wu-Jing参量与压缩密度关系

(p=160GPa,疏松度m=2.0)

Fig.3 Wu-Jingvariableversusdensityofporouscopper
(m=2.0,p=160GPa)

  为了进一步探讨 Wu-Jing假设与体系热电子

贡献的内在联系,我们在p=160GPa压力处,采用

精确解方法计算了 Wu-Jing参量随压缩体积的变

化,结果表示在图3中。图中O1 和O2 代表计算曲

线的起点,它们分别对应密实铜冲击压缩密度处

Wu-Jing参数的取值,O1 代表β0 不等于零,O2 代表

β0 等于零情形。由此可见,在p=160GPa压力处,

β0 的取值对 Wu-Jing系数取值的影响已经比较明

显。A 点、B 点、C点、D 点代表计算曲线的终点,它
们分别对应不同条件下计算出的疏松铜(m=2.0)
在p=160GPa冲击压缩密度和 Wu-Jing参量取

值。O2C和O2D 分别表示β0 等于零时精确方法和

Wu-Jing近似方法的数值积分求解过程中 Wu-Jing
参量(Rp)的变化过程。不难看出,β0 等于零时Rp

随密度减小而增大,Wu-Jing假设的近似程度比较

差,相应地C点和D 点对应的计算密度差别较大。
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O1A 和O1B 分别表示β0 不等于零时精确方法和 Wu-Jing近似方法求解过程中Rp 的变化过程。我们

发现,热电子的贡献使Rp 随压缩密度而增大的趋势变缓,Wu-Jing假设的近似程度得到改善,相应地A
点和B 点对应的计算密度差别缩小。顺便指出,A 点和D 点对应的计算密度几乎相等,是由于O2D 与

O1A 相交于O1A 的中部,O2D 对应的Rp 值接近O1A 的平均值。这纯属于数学的等值。但我们不能

因此得出结论,认为电子贡献可以忽略,因为冲击温度的计算值对电子贡献仍然很敏感。

6 结 论

  (1)从三项式物态方程和Grüneisen物态方程出发,导出沿等压路径求解疏松材料冲击压缩体积

和温度的微分方程组(9)式和(10)式。引入 Wu-Jing参量Rp,使该方程组形式上变得更简单,见(11)

式、(12)式和(13)式。该方程组原则上可以采用差分法直接求解。

(2)在微分方程组的基础上,结合 Wu-Jing假设,即“Rp 仅是压强的函数”,直接导出了疏松材料的

冲击压缩体积公式和 Wu-Jing物态方程(19)式和(20)式。再次表明,“cp 为常数”并非是导出 Wu-Jing
物态方程的必要条件。在 Wu-Jing假设的前提下,还导出了疏松材料冲击温度的微分方程和近似计算

公式(21)式和(22)式。

(3)以疏松铜(m=2.0)为例,计算了冲击压缩体积和温度。发现热电子的贡献是使体系温度降

低,使体积减小。该结论不支持文献[3]引入热电子体积的概念。

(4)通过讨论Rp 随体积的变化趋势,发现 Wu-Jing物态方程在客观上同时描述了晶格和热电子的

等效作用。从表面上看,忽略电子贡献的 Wu-Jing参数值(图3中O2D)似乎能更好地再现冲击压缩体

积(图3中,A 点和D 点对应的计算密度几乎相等),但这仅仅是数值上的等效,而不能因此得出“电子

贡献可忽略”的物理结论,因为,忽略热电子贡献会对冲击温度的计算结果产生重要影响。如果我们计

算冲击压缩体积时,认为热电子贡献可以忽略,同时在计算冲击温度时又不得不强调热电子贡献的重要

性,这类逻辑矛盾应尽力避免。

References:

[1] JingFQ.IntroductiontoExperimentalEquationofState(2nded)[M].Beijing:SciencePress,1999.(inChinese)

经福谦.实验物态方程导引(第二版)[M].北京:科学出版社,1999.

[2] WuQ,JingFQ.ThermodynamicEquationofStateandApplicationtoHugoniotPredictionsforPorousMaterials

[J].JApplPhys,1996,80(8):4343-4349.

[3] GengHY,TanH,WuQ.ANewEquationofStateforPorousMaterialswithUltra-LowDensities[J].JPhys:

CondensMatter,2002,14:10855.

[4] TangW H,ZhangRQ.IntroductiontoEquationofStateandItsCalculation[M].Changsha:PressofNUDT,

1999.(inChinese)

汤文辉,张若棋.物态方程理论及计算概论 [M].长沙:国防科技大学出版社,1999.

[5] LiXZ,WuQ.DiscusiononthePhysicalBaseofaVolumetricEquationofState[J].ChineseJournalofHighPres-

surePhysics,2001,15(2):155.(inChinese)

李欣竹,吴 强.一种体积物态方程物理基础的讨论 [J].高压物理学报,2001,15(2):155.

51 第1期       刘福生等:沿等压路径求解疏松材料 Hugoniot关系的微分方程组及其求解



DifferentialEquationsandTheirSolutionsforHugoniotRelation
ofPorousMaterialsalongtheIsobaricPath
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Abstract:Shockcompressiontechniquescanbeappliedtoporousmaterialstoreproducethermodynam-
icstatesathightemperaturesandhighdensities,andalotofHugoniotdatawerepublishedinthepast
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thispaper,asetofdifferentialequations,whichrelatethetemperatureanddensityoftheshocked
statesalonganisobaricpathinp-V-Tspacetoitsinitialdensitiesoftheporousmaterial,isdeduced
fromthetraditionalthree-termsEOSandGrüneisenEOSofsolids.ThedifferentialformulaofWu-
JingEOSandtheanalyticexpressionoftheWu-Jingvariable(Rp)aregiven.Itisemphasizedthat
Wu-JingEOSisresultednotonlyfromthecontributionofcrystalvibrationastraditionallyconsidered
butalsofrommostofthethermalelectroneffects.Thenewdifferentialequationsareappliedtoporous
copper,andtheeffectsofthethermalelectronstoshocktemperature,compressiondensity,andvalue
ofWu-Jingvariablearediscussed.Itshowsthattheexistenceofthethermalelectronswillreducethe
increaserateofRpwithdecreaseofdensity.
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