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高温稠密气态混合物质压强的计算
*

刘会平,袁建民
(国防科学技术大学理学院,湖南长沙 410073)

  摘要:基于含温有界相对论自洽场平均原子模型,计算了高温稠密条件下气态混合物的压

强。通过求解相对论Dirac方程给出有界原子的电子波函数和轨道能量。电子在各单电子轨

道上的平均占据数服从Fermi-Dirac分布。以铝、铝镁混合物、铁和高能炸药 HMX(奥克托

金)为算例,计算了在一些温度密度点下的压强并给出了分析。
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1 引 言

  计算高温稠密混合物质压强,首先要知道其电子结构。利用Thomas-Fermi(TF)模型计算高温稠

密混合物质电子结构是一种常用的方法[1~4],TF模型忽略了原子中电子分布的壳层结构,将原子中的

所有电子处理成服从Fermi-Dirac分布的自由电子,电子密度分布由经典电磁学的Poisson方程决定,
所以在TF模型中所谓的电子壳层结构效应被完全忽略。然而即使是利用TF模型,对混和物质的计

算也是非常复杂的。计算高温稠密混合物质电子结构的主要困难在于确定混合物质中各种元素共同的

热力学和化学环境,也即温度、压强、化学势等。在确定的温度、密度条件下,所谓的压强与各元素的体

积及电离平衡条件(由化学势决定)有关。使用平均原子模型计算混合物质电子结构是我们近年来发展

的一种理论方法[5,6],主要是针对上述混合物质电子结构计算的困难,利用自洽场方法计算混合物中各

种元素原子和离子所占的体积并确定电离平衡的化学势。本文中,我们采用自洽场平均原子模型来计

算电子结构,其主要思想是等离子体中各元素原子的原子实形成的空间正电荷背景,其正电荷密度呈均

匀分布,也就是各种元素原子的体积和该种元素原子的原子实电荷成正比。因为各种元素原子的电离

度在自洽计算过程中会有变化,相应原子实的正电荷也会变化,所以各种元素有界原子的大小在自洽过

程中自动调节,但不会明显加大自洽迭代计算的次数。

2 理论概述

2.1 混合物质平均原子模型

2.1.1 混合物质的构成

  假定混合物中含有多种元素,原子量分别为A1,A2,A3,…,质量分数为w1,w2,w3,…,则混合物中

各元素粒子个数比n1,n2,n3,…,由下式确定

ni=(wi/Ai)/∑
j

(wj/Aj) (1)

按照(1)式确定的百分比的各种原子混合在一起构成一个基本的“混合”分子。这个分子要求参与混合
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的各个原子间满足混合平衡条件,即分子中原子边界上的电子压强相等、温度相等、各原子中电子化学

势相等、总电子数守恒且满足电中性条件。这个“混合”分子的分子量为

A=∑
i
niAi (2)

设混合物质密度为D,则每一个“混合”分子所占体积为

V0=11.22A/D (3)
式中系数来自不同单位的换算。V0 取原子单位[7],A 取正常原子单位(Acarbon=12.011),D 取g/cm3。

现在可以确定每个原子所占体积及其半径了。假如第i种元素的平均电离度为Z*
i ,那么这种元素

的原子实的平均有效电荷为Zeffi =Zi-Z*
i ,这样第i种元素每个原子所占体积和原子半径分别为

Vi=V0Zeff (i ∑
j
Zeff

in )i (4)

和

Ri
b=(3Vi/4π)1/3 (5)

2.1.2 混合物质的平均原子模型

  采用单电子近似描述原子的结构,忽略电子之间相互作用的多体效应,则原子系统中电子的运动可

以被看作N 个独立的Fermi粒子在势场中运动。进一步忽略不同价离子之间的差别以及各价离子单

电子轨道的差别,认为同一种元素的所有原子中的电子在同一个平均场中运动,电子在各单电子轨道上

的分布遵从量子统计Fermi-Dirac分布,这样一个物理模型就是平均原子模型。
在平均原子模型下,电子在各单电子轨道的平均占据数服从Fermi-Dirac分布

bj= 2|kj|
exp[(εj-μ)/T]+1

(6)

式中:2|kj|为j轨道最大电子占据数,εj 为j轨道能量,μ为化学势。

2.2 自洽场平均原子模型计算

2.2.1 Dirac波动方程

  在平均场中,近似认为环境对原子的影响是球对称的,原子中电子的运动可以被看成是在一个中心

场中的运动。在这种情况下,单电子波函数的径向分量可以通过求解相对论Dirac方程得到

dG(r)
dr +kG(r)

r -1 [c ε+c2-V(r ])F(r)=0

dF(r)
dr -kF(r)

r +1 [c ε-c2-V(r ])G(r)=0
(7)

式中:c是光速,ε是单电子能量本征值,G 和F 分别是相对论性径向波函数的大、小分量。该径向方程

的求解采用标准的数值积分打靶法[8]。
电子运动的平均场V(r)由静电势、交换势和关联势组成,在局域近似下它们均可以表示为电荷密

度ρ(r)的函数[9]。求解方程(7)须满足边界条件

G(r)
r→

→
0

arl+1

G(Rb)=0
dln[G(r)]/dr|r=Rb =0

  (束缚态)
(自由电子态)

(8)

式中Rb 是原子边界的半径。束缚电子密度ρb(r)由下式给出

ρb(r)=
1
4πr2∑jb [j G2

j(r)+F2
j(r ]) (9)

对于自由电子采用TF近似处理,认为局域自由电子在动量空间满足Fermi-Dirac分布。自由电子密度

可以写成

ρf(r)=
1
π2∫

∞

p0(r)

p2dp
ex [p p2c2+c4 -c2-V(r)- ]μ T+1

(10)

式中
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p0(r)=[2V(r)c2+V2(r)]1/2/c
为了保证“混合”分子呈电中性,化学势μ必须满足条件

ρi(r)=ρi
b(r)+ρi

f(r) (11)

∑
i
ni∫

Rib

0
4πr2ρi(r)dr=∑

i
niZi (12)

式中:ni 为第i种元素粒子数百分比,Zi 为其核电荷数。
由自由电子密度的表达式(10)式可以看出,如果我们选取原子边界处的势V(Rb)为所有原子势场

的共同参考点,例如:取为势场的零点,在所有原子的化学势相同的条件下,各个原子在原子边界处的自

由电子密度相同。因为束缚电子密度在边界处为零,所以在原子边界处电子密度连续变化。根据TF
理论,电子压强仅和自由电子的密度有关,所以在所有原子的化学势相同的条件下,可以自然保证在原

子边界处的电子压强相同。

2.2.2 混合物质压强计算公式

  在高温稠密环境下,混合物气体构成一种等离子体状态,其内部压强由三部分组成,即自由电子气

体产生的压强,辐射压强(光子气体产生的压强)以及离子气体产生的压强。自由电子产生的压强是自

由电子运动对原子球胞壁的碰撞引起的,可以表达为电子与单位面积原子边界之间的动量转移率。设

电子的动量为P,电子运动是各向同性的,则压强表达式为[4]

pe= 1
π2∫

∞

0

1
3P

2×P2dP

1+ex [ (p P2

2 - )μ ]T
(13)

利用Fermi函数

In(ξ)=∫
∞

0

yndy
1+exp(y-ξ)

(13)式可化为

pe=2
3/2

3π2T
5/2I3/2(μ/T) (14)

  在高温下,辐射压强是不容忽视的,光子气体可以当作理想气体,其压强表达式为

pp= π2
45췍h3c3

(κT)4=4σ3cT4 (15)

式中:σ是Stefan-Boltzmann常数,σ=π2κ4/(60췍h3c2)=5.67032×10-8 W·m-2·K-4。
离子气体可看作经典理想气体,因为当温度很高时,deBroglie热波长λT=[2π췍h2/(mκT)]1/2远远

小于离子的半径。其压强表达式由

pA= NκT
V =nκT (16)

给出,其中n为粒子数密度。混和气体的总压强为上面三部分之和

p=pe+pp+pA (17)

  从上面的讨论可知,为了确定各种元素原子球的体积(或边界),必须事先知道各种元素原子的平均

电离度,而平均电离度的计算需要在已知原子球边界的前提下求解原子的单电子波函数和能级结构,所
以上述整个求解过程通过迭代自洽计算实现。

3 结果和讨论

  根据自由电子密度的表达式(10)式,可以看到在原子边界处自由电子的密度仅与边界处的势场V
(r)和化学势μ有关。根据对势场的连续性要求,所有类型元素的原子在边界处的势场应该相等,可以

取原子边界处的势场为参考点,取值为零。根据(10)式,只要所有元素的化学势相等,就可以自然保证

在原子边界处所有原子的自由电子密度相等,或者说所有原子在边界处具有相同的电子密度。这样我

们就可以自然地保证在原子边界处的电子密度是连续的。再根据(13)式,原子边界处的电子压强仅和
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自由电子密度有关,所以可以保证所有原子边界上的电子压强相同。
利用上述理论模型,我们首先计算了铝和铝镁混合物在高温稠密状态下的压强,即给出了所谓的压

强状态方程。为了检验理论的正确性,在图1中给出了铝在1eV温度下,压强随密度的变化,即所谓的

等温压强曲线,作为比较,同时给出的还有Sesame数据库的结果[10]。可以看出在从10-2~103g/cm3

的密度范围内,我们的结果和Sesame数据库的结果吻合很好,在我们的结果中可以明显看出三个壳层

结构,分别发生在10-1g/cm3,100g/cm3 和4×101g/cm3 密度处,分别对应于铝原子的3p、3s和2p电

子的压致电离,所以可以解释实验曲线在100g/cm3 处的拐点是由3s和2p 电子的压致电离而引起。
因为在本文模型中没有考虑到不同原子相同壳层的实际压致电离可以不同时发生,所以结果显示出台

阶状结构,而不是缓变的曲线。
在图2中给出了两种铝镁混合物的等密度压强曲线和纯铝的比较。在相同密度情况下,镁的加入

可以提高压强,主要原因是镁的原子序数小,在相同温度和密度条件下,镁原子中的电子更容易被电离,
增加自由电子的密度,从而增加自由电子对压强的贡献。从图2中可以看出,镁的加入对压强的改变并

不明显,这是因为铝和镁是相邻的两种元素,原子量差别不大,高温高密度下电子电离的难易差别也不

大。在图3中给出了铝的压强随温度和密度变化的整体特征。

图1 铝在1eV温度下,压强随密度变化曲线

Fig.1 Thedensitydependenceofthepressureof
Alwithatemperatureof1eV

图2 铝镁混合物的等密度压强曲线

Fig.2 Thetemperaturedependenceofthepressureof
themixtureofAlandMgwithconstantdensity

  为了进一步检验本文理论模型的正确性,在图4中给出了铁在温度为7.7eV下的等温压强曲线计

算结果,为了对比,同时还给出了TF模型、TF模型带壳层结构修正(TFS)[11]以及TF模型带壳层结构

修正和共振态(TFSR)等理论模型的结果[12]。可以看出本文的计算结果和TF模型的结果最为接近,
在本文的模型中,壳层结构是被自然考虑进来的,通过对比可以看出TFS模型中对壳层结构的修正并

不合适,夸大了壳层结构对压强的影响。通过图1和图4中的结果可知,壳层结构在等温压强曲线上会

产生小的台阶状结构。共振态对压强的影响还是明显的,本文模型中考虑了共振态对自由电子数密度

的减小效应,但没有计及共振态对压强的贡献。可以期望共振态对压强有增加作用,但不会很强。
我们还计算了常用炸药HMX在高温稠密状态下的压强,即给出了所谓的压强状态方程。图5中

给出了 HMX炸药在不同密度下压强随温度的变化,4条曲线对应的密度分别是 HMX常态密度

(1.902g/cm3)的0.5,1.0,1.5和2.0倍,温度的变化从10eV到100eV。随着温度升高,原子中更多
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图3 铝的压强随温度和密度变化的整体特征

Fig.3 ThegeneralfeaturesofthetemperatureanddensitydependencesofthepressureofAl

的电子被热运动电离,所以自由电子的密度随温度的升高而升高。根据(10)式,自由电子在动量空间的

分布,随着温度的升高更多的自由电子具有大的动量。根据电子压强的表达式(13)式,电子压强随着温

度的升高而升高。在T=10eV处,电子压强给出了总压强的57%~75%,比例随密度的增加而加大。
在T=100eV处,电子压强给出了总压强的80%,比例随密度的变化不大。在所计算的温度范围内,光
对压强的贡献可以忽略,原子热运动的贡献随温度由低到高为40%~20%。由(16)式可知,原子热运

动的贡献随温度线性增加,而根据图5中的等密度压强曲线可以看出,随温度的增加总压强的增加速度

快于线性增加,这是因为电子压强的贡献随着温度的升高而增加的速度快于线性增加。由于计算的温

度足够高,所以原子壳层结构对压强随温度变化的影响并不明显,只是在图5中最高密度曲线的20eV
处看到了不太明显的壳层的影响,对应于C和N原子2s壳层的电离。

图4 铁在温度为7.7eV下的等温压强曲线

Fig.4 ThechangesofthepressureofFewithdensity
atatemperatureof7.7eV

图5 HMX压强的等密度度变化曲线

Fig.5 Thetemperaturedependenceofthepressure
ofHMXwithconstantdensity
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在图6中我们给出了HMX炸药的压强随温度密度的变化,密度的变化从1g/cm3 到4g/cm3,温
度的分布从10eV到100eV。原子中电子的电离主要由原子的热运动引起,因此主要由物质的温度决

定原子的电离度,如果忽略密度对电离平衡的影响,在确定温度下自由电子的密度随着物质密度的增加

线性增加。根据电子压强的(13)式,电子压强会随着物质密度的增加单调上升。实际上密度对电离平

衡有明显的影响,随着密度的增加,自由电子被原子捕俘的几率增加。在相同温度下,密度越高原子的

平均电离度越低,因此自由电子的密度随着物质密度的增加一般达不到线性增加。但是密度效应影响

原子平均电离度的还有所谓的压致电离效应,在一定程度上可以理解成量子尺度效应。随着物质密度

的增高,物质中每个原子所占的空间体积变小,一些电子的束缚轨道不复存在,原来这些轨道上的占据

电子变成自由电子。这种压致电离效应和原子的壳层结构有明确的对应关系,在压强随密度的变化曲

线上会出现明显的拐点。在图6的结果中,因为温度足够高,所以压致电离效应和对应的壳层结构表现

不明显,压强随密度基本上线性增加。

图6 HMX压强随温度和密度度变化的一般特征

Fig.6 ThegeneralfeaturesofthetemperatureanddensitydependencesofthepressureofHMX

4 结 论

  平均原子模型是计算高温稠密物质压强有效且简单的理论方法,对电子的电离平衡、壳层结构等物

理效应可以给出合理的描述。通过自洽迭代计算,可以将平均原子模型方便地推广至具有任意成分和

比例的混合物质压强的计算,例如各种合金、化合物、空气等。
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PressureCalculationforHotandDenseGasMixture

LIUHui-Ping,YUANJian-Min
(CollegeofScience,NationalUniversityofDefenseTechnology,Changsha410073,China)

Abstract:Basedontherelativisticself-consistentaverageatom model,theorbitalenergiesandwave-
functionsfortheboundelectronsarecalculatedbysolvingtheDiracequations.Theaverageoccupation
numbersateachorbitalandtheaverageionizationdegreeofeachkindofatomaredeterminedbythe
Fermi-Diracdistribution.Thepressureofhotanddensegasmixturesispresentedintermsofaquan-
tumfreeelectrongas,aquantumphotongas,andaclassicaliongas.ThepressureofAl,themixtureof
AlandMg,Fe,andtheexplosiveHMXarecalculatedatcertaintemperaturesanddensities.
Keywords:averageatommodel;equationofstate;
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《高压物理学报》再次被确定为物理类核心期刊

最近,编辑部收到北京大学图书馆通知,《高压物理学报》再次被确定为物理类核心期刊,并入编2004版《中文核心

期刊要目总览》,该书将于2004年7月由北京大学出版社出版。此版《中文核心期刊要目总览》按《中国图书分类法》的
学科体系,列出了75个学科的核心期刊表。

核心期刊缘起于1934年英国文献计量学家布拉德福发现的文献分布特点,其经典的表示就是,专业论文绝大多数

集中在少数专业期刊之中。核心期刊的评选工作,是运用科学方法对各种刊物在一定时期内所刊登论文的学术水平和

学术影响力进行综合评价的一种科研活动,北京高校图书馆期刊工作研究会成员馆、中国科学院文献中心、中国社会科

学院文献中心、农业科学院文献中心、中国人民大学书报资料中心等相关单位的百余名专家和期刊工作者参加了研究,

近两千名学科专家参加了2004版核心期刊评审。

2004版核心期刊研究被列为“2001年国家社会科学基金项目”,本版核心期刊评选采用了被索量、被摘量、被引量、

它引量、被摘率、影响因子、获国家奖或被国内外重要检索工具收录等7个评价指标。《高压物理学报》被确定为物理类

核心期刊。

由北京大学图书馆主持的核心期刊评选工作自1992年开始、每四年举行一次,《高压物理学报》已连续四次被评为

物理类核心期刊。在此,编辑部谨向厚爱《高压物理学报》的作者、读者以及为本刊文章严格把关的专家学者致以诚挚的

感谢!

921 第2期            刘会平等:高温稠密气态混合物质压强的计算


