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  摘要:采用发展后的间断有限元方法,对Rayleigh-Taylor不稳定性进行了数值模拟。在

计算中采用Level-Set方法进行界面追踪,用虚拟流体方法(GhostFluidMethod,GFM)对界

面附近物理量进行等压装配。对两个典型的Rayleigh-Taylor不稳定性算例的数值研究结果

表明,采用该方法计算含有接触间断的多介质流体力学问题是有效的,在交界面附近不出现伪

振荡,具有较高的分辨率。
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1 引 言

  Rayleigh-Taylor不稳定性是由于两种不同密度的流体在重力或惯性力的作用下形成的界面不稳

定问题。在惯性约束聚变、超新星爆发、电磁内爆、水下爆炸等研究领域中广泛存在,因而受到众多学者

的普遍重视。自1950年Taylor发表了第一篇系统研究Rayleigh-Taylor不稳定性[1]的文章之后,关于

这一问题的研究工作[2-3]变得异常活跃,并取得了很大进展,但由于在Rayleigh-Taylor不稳定性的发展

过程中,非线性越来越强烈,流体界面将发生非常复杂的大变形特征,从而促使人们努力发展经济性好、
鲁棒性强且具有高分辨率、高精度的数值预测方法。

在界面不稳定性的数值研究中,核心问题是运动界面的精确描述。目前对于多介质界面运动的模

拟方法主要分为两类[4]:界面追踪法和界面捕捉法。界面追踪方法用界面质点表征界面并随流体运动,
从而跟踪界面运动,对界面模拟有着极高的精度,能准确跟踪交界面的演化,间断处理无数值耗散,但拓

展到高维情况时算法非常复杂;界面捕捉方法对大多数问题处理得很有效果,能够处理气体的大变形特

征,但不能精确定位多介质交界面,不适合对界面位置要求很高的数值模拟。
本工作在Cockburn等人[5-9]工作的基础上,将R-K间断有限元方法推广到含有体积力的Euler方

程组的数值求解,并应用于 Rayleigh-Taylor不稳定问题的数值模拟。与其它高精度数值格式(如

TVD、FVM和 WENO等)相比,该方法具有不扩大节点模板即可提高解的精度等优点,因而极大地方

便了程序的编制和边界条件的处理。计算中采用Level-Set方法进行界面追踪,重新初始化方程采用改

进的Godunov方法进行求解,用虚拟流体方法(GhostFluidMethod,GFM)对界面附近物理量进行等

压装配[10],从而避开了界面两边状态方程不同的问题。
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2 数学模型

2.1 控制方程

  假定上下两层流体均为理想可压的,则Rayleigh-Taylor不稳定性的控制方程为Euler方程组

∂U/∂t+∂F/∂x+∂G/∂y=S,  Ω×(0,T) (1)
式中:U=[ρ,ρu,ρv,E]T,F=[ρu,ρu2+p,ρuv,(E+p)u]T,G=[ρv,ρuv,ρv2+p,(E+p)v]T,S=
[0,0,ρg,ρvg]T,Ω∈R2;ρ、u、v、p和E 分别是密度、x、y 方向的速度分量、压强和单位体积的总能量。
对于理想气体要求满足状态方程p=(γ-1)ρe,γ是比热比。

2.2 DG空间离散

  在数值模拟中,对方程(1)的空间离散采用间断有限元格式。设Γh 是区域Ω 的一个有限剖分,单
元K∈Γh,e表示单元K 上的边界,ne,K表示单元K 边界的外法向。V(K)是K 上的局部有限元空间,
取作Pk 次多项式的集合(k≥0)。∀t∈[0,T],在间断有限元空间

Vh ={vh ∈L∞(Ω)∶vh|K ∈V(K),∀K ∈Γh}
中寻找近似解Uh(X,t),其中X=(x,y)。

首先在单元K 上用连续函数v 乘方程(1)的两端,并用它的近似解Uh(X,t)∈Vh 代替方程(1)的精

确解U(X,t),用vh∈Vh 代替测试函数v,利用Green公式,得
d
dt∫K

Uh(X,t)vh(X)dΩ=-∑
e∈∂K∫e

f[Uh(X,t)]·ne,Kvh(X)dΓ+∫K
f[Uh(X,t)]·

Δ

vh(X)dΩ+

∫K
S[Uh(X,t)]vh(X)dΩ (2)

式中:f[Uh(X,t)]={F[Uh(X,t)],G[Uh(X,t)]}。
对(2)式,用数值通量函数he,K(X,t)代替通量f[Uh(X,t)]·ne,K,用数值积分[9]代替积分,得

d
dt∫K

Uh(X,t)vh(X)dΩ= -∑
e∈∂K
∑
L

l=1
ωlhe,K(Xel,t)vh(Xel)|e|+∑

M

m=1
ω
-
mf[Uh(XKm,t)]·

Δ

vh(XKm)|K|+

∑
M

m=1
ω
-
mS[Uh(XKm,t)]vh(XKm)|K| (3)

数值通量函数he,K(X,t)在单元边界(X,t)上的值依赖于近似解在(X,t)上的两个值,一个是从单元K
内部求得,即

Uh(Xint(K),t)= lim
y→x,y∈K

Uh(y,t)

另一个是从单元K 的外部求得,即

Uh(Xext(K),t)=
γh(X,t)

lim
y→x,y∉K

Uh(y,t{ )   
X∈∂Ω
X∉∂Ω

  数值通量函数定义为he,K(X,t)=he,K[Uh(Xint(K),t),Uh(Xext(K),t)],是Riemann解算器,且满足下

面的条件:
(1)相容性。即he,K(u,u)=f(u)·ne,K。
(2)单调性。即he,K(u,v)对u是非减,对v是非增。
(3)全局两点Lipschitz连续性。
(4)守恒性。即

he,K[Uh(Xint(K),t),Uh(Xext(K),t)]+he,K′[Uh(Xint(K′),t),Uh(Xext(K′),t)]=0, (K ∩K′=e)

  计算中数值通量取局部Lax-Friedrichs通量,即

he,K(a,b)=[f(a)·ne,K +f(b)·ne,K -αe,K(b-a)]/2 (4)
式中:αe,K是Jacobi矩阵(∂/∂U)f[Uh(X,t)]·ne,K在边界上最大特征值的估计。

为了计算的方便,在单元K 中取正交基函数(如勒让得多项式){φ1,φ2,…,φJ),则质量矩阵成为分

块对角矩阵,故有限元解可以表示为
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Uh(X,t)=∑
J

j=1
Uj(t)φj(X) (5)

在(3)式中令vh=φi,得

∑
j

∂Uj

∂t∫K
φj(X)φi(X)dΩ=-∑

e∈∂K
∑
L

l=1
ωlhe,K(Xel,t)φi|e|+∑

M

m=1
ω
-
mf[Uh(XKm,t)]·

Δ

φi|K|+

∑
M

m=1
ω
-
mS[Uh(XKm,t)]φi|K| (6)

设MK 为单元K 的质量矩阵,则∀vh∈Vh,∀K∈Γh 方程(6)可写成ODEs形式

MKdUh(t)/dt=Lh[Uh(t),γh] (7)

2.3 Runge-Kutta时间离散

  对上面所得到的ODEs形式,采用三阶Runge-Kutta时间离散形式,具体步骤为:
(1)令U0

h=PVh
(U0),PVh

为L2 投影算子。
(2)对n=0,…,N-1计算Un+1

h 。

① 令U0
h=Un

h;

② 对i=1,…,k+1,计算中间函数

U(i)
h {= ∑

i-1

l=0
αilU(l)

h +βilΔtnLh[U(l)
h ,γh(tn +dlΔtn })],  Δt=tn+1-tn

  ③ 令Un+1
h =Uk+1

h 。
关于αil、βil和dl 的具体取值可参考文献[9]。

2.4 斜率限制器

  在高阶情况下,为了提高方法的稳定性,在时间方向的迭代格式中需引入局部斜率限制器,其思想

是限制一阶斜率[9],表达式为

췍m(a1,…,am)=
a1
smini|ai|
ì

î

í

ï
ï

ïï0
   

|a1|≤MΔx2

s=sign(a1)=…=sign(am)

Otherwise

(8)

计算时M 取20。

3 界面追踪

  采用Level-Set方法捕捉界面Σ的运动,要求引入一个函数φ作为一个额外的物理量,它满足下面

的方程

∂φ/∂t+V·

Δ

φ=0 (9)

φ为符号距离函数,定义如下

φ(x,y,0)=
dmin

0
-d

ì

î

í

ï
ï

ïï
min

   

(x,y)∈Ω
(x,y)∈Σ
(x,y)∉Ω

式中:Ω 是Σ 包围的区域(不包含Σ本身),dmin是点(x,y)到界面Σ的最小距离。
用Level-Set方程求解流体界面最突出的问题是距离特性的保持。当方程以恰当的速度移动零位

标,离散求解的φ可能不再是一个距离函数,因此需要求解一个校正方程使得φ始终保持距离函数的性

质。在t0 时刻,校正值φ满足

∂φ(x,y,τ)/∂τ+S(φ0)(|

Δ

φ|-1)=0

φ(x,y,0)=φ0(x,y)=φ(x,y,t0{ )
(10)

式中S(φ0)表示为:S(φ0)=φ/ φ2+θ2,其中θ=min(dx,dy),τ为演化变量。当τ趋于无穷时,φ相对

于初值φ(x,y,t0)中Level-Set函数值为零的面保持距离函数的性质,即|

Δ

φ|=1。
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本工作采用Superbee-TVD[11]格式来求解Level-Set方程,对于重新初始化的Level-Set方程用修

正的Godunov[10]方法求解。

4 GFM 方法

  在多介质流体的数值模拟中,传统的激波捕捉方法在整个流场几乎采用一致的数值格式,对跨界面

的网格点而言,不可避免地会引进界面两侧流体的状态量,会引起非物理振荡。GFM[10]方法的策略是

用计算单相流的方法来计算流体1和流体2,每一个流场由界面一侧的真实流体和界面另一侧的Ghost
流体所组成。这种方法利用了界面上的间断关系,对于跨过界面网格上的值保持压力和法向速度不变,
只对熵和切向速度进行插值,然后利用这些量计算跨过界面的流通量,进而求解物理方程。具体做法是

求解一个外插的偏微分方程

Iτ±N·

Δ

φ=0 (11)
式中:N=

Δ

φ/|

Δ

φ|是网格点单位法向矢量。I是待延拓的变量(如熵和切向速度)。取“+”号表示用

φ<-ε区域内的I值装配φ>-ε区域内I的虚拟值,保持φ<-ε区域内流体的真实值不变;类似地取

“-”号表示用φ>ε区域内的I值装配φ<ε区域内I 的虚拟值,保持φ>ε区域内流体的真实值不变。
计算中一般取ε=1.5max(dx,dy)。

5 计算结果与分析

5.1 算例1:
  计算区域[12]取[0∶100]×[0∶20],网格数400×80,初始时刻界面形状x~=50+cos(4πy/20),左
右两层流体的无量纲条件为:ρ1=1,u1=0,v1=0,p1=8000+(100-x

~)ρ2g+(x
~-x)ρ1g,ρ2=3,u2=

0,v2=0,p2=8000+(100-x)ρ2g,设重力方向沿着x的负方向。
图1(a)和图1(c)分别给出了采用间断有限元方法计算所得的轻、重两种流体交界面的时间演化

图,由图中可以看出,随着时间的发展,交界面由两个周期的谐波形状发展到两个蘑菇状结构,这种特征

与文献[12]采用 MCupwind格式计算所得的结果相一致(见图1(b)和图1(d)),除了在界面的过渡区

间有一些细微的差别,但本工作采用了相对较少的网格数。以上结果说明,采用间断有限元方法计算含

有接触间断的多介质流体力学问题是有效的,在交界面附近不出现伪振荡。

 (a)t=0.5,Δx=Δy=1/4 (b)t=0.5,Δx=Δy=1/5 (c)t=1.0,Δx=Δy=1/4 (d)t=1.0,Δx=Δy=1/5

图1 不同时刻交界面位置

Fig.1 Interfaceprofileatdifferenttime

5.2 算例2
  计算区域[13]取[-0.125∶0.125]×[0∶1],初始时刻界面形状y=0.5,上下两层流体的无量纲条

件为:

ρ1=2,p1=3-2y,u1=εxsin(8πx)cos(πy)sinτ-1(πy),v1=-εycos(8πx)sinτ(πy),

ρ2=1,p2=2.5-y,u2=εxsin(8πx)cos(πy)sinτ-1(πy),v2=-εycos(8πx)sinτ(πy)

其中εy =M0 γ/2,εx =-εyτ/16,M0=0.1,τ=6,γ=1.4。
计算网格数分别取为50×200与100×400,采用三阶间断有限元方法计算的不同时刻的密度等值
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线分布和界面不稳定性的演化过程如图2、图3所示。从图中可以看出,在重力场的作用下,界面不稳

定性开始发展。上层重流体如钉状物一样侵入下层轻流体,同时下层轻流体像气泡一样上升侵入重流

体。两层流体交界面由起初的谐波波形发展到典型的蘑菇状结构。而且通过对图2与图3的比较发

现,网格加密以后的显著特征是,从t=1.0开始,出现了明显的Kelvin-Helmholtz不稳定性,这是由于

尖钉状的重流体在快速下落过程中和周围流体产生的剪切不稳定而造成的。这说明网格加密以后,数
值解的分辨率有了很大的提高。

(a)t=0.5 (b)t=1.0 (c)t=1.5 (d)t=1.9 (e)t=0.5 (f)t=1.0 (g)t=1.5 (h)t=1.9

图2 不同时刻密度等值线和交界面位置网格Δx=Δy=1/200
Fig.2 DensitycontoursandinterfaceprofileatdifferenttimeΔx=Δy=1/200

(a)t=0.5 (b)t=1.0 (c)t=1.5 (d)t=1.9 (e)t=0.5 (f)t=1.0  (g)t=1.5 (h)t=1.9

图3 不同时刻密度等值线和交界面位置Δx=Δy=1/400
Fig.3 DensitycontoursandinterfaceprofileatdifferenttimeΔx=Δy=1/400

6 讨 论

  从以上分析可以看到,通过Ghost网格技术,将间断有限元方法和Level-Set方法耦合,对Rayleigh-
Taylor不稳定问题进行的数值模拟是非常有效的。但实际流体都具有粘性,而且在Rayleigh-Taylor不

稳定性发展的中后期将出现湍流,从而使两流体在界面附近相互渗透,相互混合。因此,发展完全N-S
方程的间断有限元方法模拟Rayleigh-Taylor不稳定性是非常有前景的,值得进一步深入研究。
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NumericalSimulationforRayleigh-TaylorInstabilityUsing
Runge-KuttaDiscontinuousFiniteElementMethod

CHENEr-Yun1,LEGui-Gao1,MADa-Wei1,ZHAOGai-Ping2,ZHAOJi-Yong1,3

(1.SchoolofMechanicalEngineering,NanjingUniversityof
ScienceandTechnology,Nanjing210094,China;

2.SchoolofMedicalInstrument,ShanghaiUniversityof
ScienceandTechnology,Shanghai200093,China;

3.ChangzhouInstituteofLightIndustry,Changzhou213000,China)

Abstract:Rayleigh-Taylorinstabilityproblemissimulatedbyusingdiscontinuousfiniteelementmeth-
odwhichisdevelopedforEulerequationswithanadditionalbodyforcecorrespondingtothegravity.
LevelsetmethodforcapturingmovinginterfacesandghostfluidmethodwithIsobaricfixfordispo-
singtheinterfacesareused.ThroughtworepresentativenumericalexamplesofRayleigh-Taylorinsta-
bility,itcanbeconcludedthatthismethodhascapabilitytosolvemulti-mediafluidproblemsincluding
contactdiscontinuous,withoutnumericaloscillationneartheinterfaceandhighresolution.
Keywords:Rayleigh-Taylorinstability;discontinuousfiniteelement;Level-Setmethod;ghostfluidmethod
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