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应力函数法计算角度非均质材料切口奇异应力场
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提出了一种将有限元分析与应力函数相结合的方法"来确定角度非均质材料
6

形切口结构的奇异应

力场
9

首先"基于奇异性特征分析"得到角度非均质材料切口的应力奇性指数
9

然后"通过引入
À88AENC

渐近展开表

示的应力函数"将角度非均质材料控制方程和相容方程转化为常微分方程"求解获得应力函数的具体表达式
9

进

而"由有限元应力结果计算出应力函数渐近展开中的系数
9

最后"重构出角度非均质材料切口尖端附近奇异应力

场
9

论文分析了选取的有限元节点数"特征距离和截断项数对应力强度因子计算结果的影响
9

选取不同的有限元节

点数时"应力强度因子呈水平线"说明有限元节点数的选取不影响计算结果的稳定性
9

当截断项数较少时"应力强

度因子随着特征距离的增大而逐渐变化"而当截断项数取到五至六项时"应力强度因子随着特征距离的增大而保

持稳定
9

关键词
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应力函数"角度非均质材料"切口"渐近展开"应力强度因子
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引言

角度非均质材料在工程结构中得到了广泛的应

用
9

对于各向异性材料$压电材料和磁电材料等复合

材料"在主轴坐标系下测量它们的材料常数"经过坐

标变换后是角度坐标的函数"其力学性能随角度坐

标的变化而变化"因此可以看作是一类角度非均质弹

性材料
9

在角度非均质材料制造和服役过程中"不可

避免地会出现裂纹$切口等缺陷
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形切口尖端附近

存在应力奇点"这将引发裂纹并使结构破坏'
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应力函数法'

K

(能够直接求解应力分量"具有精

度高的特点"是弹性理论中的常用解法
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应力函数并通过特征函数展开

法推导出了角度非均质材料切口的渐近应力场公

式
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戴耀等'

#

(从理论上探讨了将均匀材料的特征函

数解即
À88AENC

解推广到非均匀材料的合理性"给

出了反平面问题任意阶特征函数的定解方程"并提

供了非均匀材料反平面问题的
À88AENC

型解"从理

论上揭示了非均匀性对裂纹尖端场渐近展开式的影

响
9

燕秀发和戴耀'

"

(从应力函数出发"推导出了功能

梯度材料中裂纹尖端高阶渐近应力场的解析式"并

分析了非均匀性参数对裂纹尖端渐近应力场的影

响
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(推导了角度非均匀材料
6

形

切口中应力场和位移场的解析解
9

目前已有研究仅

给出了非均质材料切口应力函数的初步解"切口尖

端复杂应力场的解答需进一步探究
9

本文提出一种将有限元分析与应力函数法相结

合的方法"来确定角度非均质材料
6

形切口结构的

奇异应力场
9

首先"通过奇异性特征分析得到角度非

均质材料切口的应力奇性指数
9

然后"通过引入

À88AENC

渐近展开表示的应力函数"将角度非均质

材料的控制方程和相容方程转化为常微分方程
9

之

后代入角度非均质材料切口的应力奇性指数"通过

求解所建立的常微分方程得到应力函数的解析表达

式
9

进而由有限元应力结果确定应力函数渐近展开
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式中的系数
9

最后"重构角度非均质材料切口尖端附

近奇异应力场"并得到切口应力强度因子
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角度非均质材料的应力函数
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控制方程
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考虑平面弹性问题"平面内应力分量可以用极

坐标系下的
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应力函数的渐近展开

对于角度非均质材料"切口尖端附近的应力奇

异性更为复杂
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在求得角度非均质材料切口的应力

奇异性指数的基础上"应力函数可以在极坐标下展
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应力特征函数的求解

下面来研究微分方程!
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上述所列情况"将非均质材料切口尖端的应力

分量表达出来"其中只有每一阶的幅值系数为未知

量"下面研究幅值系数的求解工作
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应力函数幅值系数的计算

下面基于有限元结果计算角度非均质材料切口

应力函数的幅值系数
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然后"通过选择不同阶的幅值

系数"分别对奇异应力和高阶非奇异应力进行重构
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计算
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形切口结构应力场的有限元网格如图
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端划分如图
$

!

<
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如图
K

所示"受拉伸载荷的斜
6

形切口板"切口

板长
$1̂ $%%NN

"宽
J !̂%NN

"切口深度为
6

"

6

&

J

%̂&$

"切口角度为
$

"切口角平分线与
#

&

轴方向的夹

角为
,

&

弹性模量
$ K̂&Jn&%

J

IE

"泊松比
+

%̂&KBK

"

受到载荷
!

&̂5IE

"按平面应力问题计算
&

对于均质材料切口"根据式!

$K

#计算应力渐近

展开式!

$"

#的幅值系数"其中选择截断项数
!^#

"

进而根据式!

$!

#得到切口应力强度因子
&

表
&

所示

为不同开口角度和不同切口倾斜角时均质材料
6

形切口板的应力强度因子"从中可以看出"本文方法

的精度非常高"与参考解!

'S=H

'

&$

(

#的误差最大不超

过
$9#]9

图
K

"

受拉斜
6

形切口板
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斜切口板的应力强度因子
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非均质材料切口结构

图
!

所示为受拉荷载作用下的对称
6

形切口

板"其中切口板的长度
$1^$%%NN

$宽度
J ^!%

NN

$深度为
6

"荷载
!

^

#

&̂9%5IE9

切口的开口角

度定义为
$

9

非均质材料参数'

&%

(中的弹性模量
$

%

^

K9Jn&%

J

IE

$泊松比
+

^%9KBK

$非均质性参数
)

^

!

8H

.

#&

$

"

"且
.

#̂9%9

表
$

列出了复合加载模式下"角度非均质材料对

称
6

形切口的应力强度因子"从中可以看出"随着切

口长度的增加"

#

型应力强度因子
I

#

和
$

型应力

强度因子
I

$

的绝对值逐渐增大
9

整体来看"

$

型应

力强度因子较小"说明角度非均质材料对于剪切变形

图
!

"

受拉载荷作用下的对称
6

形切口板
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有更高的抵抗力"这可能是由于沿着角度方向均匀变 化的材料降低了切口尖端的剪切应力的奇异性
9

表
&

"

复合型荷载下对称
6

形切口的应力强度因子
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%9$ JX9JBJ% _&!9!BX$ X"9JX$& %9#J"B XX9#X!" K9&!JB

%9K &$X9J"J% _&B9%$B$ &&!9&!BX &9JJ"J &&!9!&!! !9B##X

%9! &"X9!!$% _$&9!#!% &!J9KK%X $9X!K# &!X9#!JB "9%K%#
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取
6

&

J %̂&K

"

$

K̂%\

"来研究有限元节点数
,

$

特征距离
*

和截断项数
!

对应力强度因子
I

的

影响
&

图
#

给出了不同的截断项数
!

下"本文方法所

计算的应力强度因子
I

随着有限元节点数的变化

情况"从中可以看出"随着选取的有限元节点数的不

同"应力强度因子
I

#

和
I

$

的数值计算结果分别呈

平线"数值保持稳定"说明有限元节点数的选取不影

响计算结果的稳定性
&

图
#

"

选取的有限元节点数对应力强度因子的影响

3A

R

9#

"

+QQ=:;7QC=8=:;=OQAHA;==8=N=H;H7O=C7H*,)3C

图
"

所示为不同的截断项数
!

下"本文方法所

计算的应力强度因子
I

随着特征距离的变化情况
&

可以看出"当截断项数较少时"应力强度因子
I

的

数值计算结果随着特征距离的增大而逐渐变化
&

而

图
"

"

特征距离对应力强度因子的影响

3A

R

9"

"

+QQ=:;7Q:SE>E:;=>AC;A:OAC;EH:=7H*,)3C

当截断项数取到五至六项时"应力强度因子
I

的数

值计算结果随着特征距离的增大而保持稳定
&

(

"

结论

本文给出了非均质材料切口尖端应力场的半解

析解"来表达非均质材料切口尖端的奇异应力场
&

与

已有研究相比"本文给出了非均质材料切口详细的

应力表达式"并且可以直接计算切口应力强度因子
&

首先"利用奇异性特征分析"得到角度非均质材料切

口的应力奇性指数
&

然后"通过求解由应力函数渐近

展开式导出的常微分方程"得到应力函数的解析表

达式
&

再结合有限元应力结果确定应力函数展开式

的幅值系数
&

最后"重构出角度非均质材料切口尖端
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附近渐近应力场
&

计算了均质材料裂纹$切口的应力强度因子以

及角度非均质材料裂纹$切口的应力强度因子
&

分析

了有限元节点数"特征距离和截断项数对应力强度

因子的影响
&

随着选取的有限元节点数的不同"应力

强度因子呈一条水平线"数值保持稳定"说明有限元

节点数的选取不影响计算结果的稳定性
&

当截断项

数较少时"应力强度因子随着特征距离的增大而逐

渐变化"而当截断项数取到五至六项时"应力强度因

子随着特征距离的增大而保持稳定
&
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