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杆系结构的承载性能与其几何刚度密切相关"通常情况下梁单元几何刚度通过稳定函数或能量原理

推导得出"推导过程较为复杂"并且对于位移高阶项的处理缺乏物理观
9

研究首先基于三维实体梁线性化的增量虚

功方程和空间力矩转动特性"分析得到梁单元节点保持平衡的关键特征
B

诱发矩矩阵"并证明了单元层面非对称的

诱发矩矩阵组装到结构层面后将恢复对称性
9

然后根据诱发矩矩阵和单元位移特征构造了含待定系数的三维梁单

元几何刚度矩阵"并利用几何刚度矩阵的对称性和刚体准则推导出了简洁形式的三维梁单元几何刚度矩阵的显示

表达"同时简化得到二维梁单元几何刚度矩阵
9

通过对典型案例进行线性屈曲分析和非线性分析"结果表明所推导

的几何刚度矩阵可以很好的用于梁类型结构的屈曲和后屈曲分析"并且具有较好的计算精度和较高的计算效率
9

此推导梁单元几何刚度矩阵的方法物理意义清晰"推导过程简单"是推导单元几何刚度的一种新思路
9

关键词
"

梁单元"几何刚度矩阵"对称性"刚体准则"线性屈曲分析"几何非线性分析
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引言

柔性梁为众多工程与科学领域中的基本结构单

元"例如钢框架结构$航天飞行器天线$机械臂$风力

发电机等细长杆件类型的结构物均可视为由柔性梁

组成"这类结构由于刚度较小"在正常服役阶段表现

出明显的几何非线性特征'

H

(

9

近年来"有关梁结构的

非线性分析数值方法得到了大力发展"由于计算便

捷高效并且适用性广"使其逐渐成为了梁结构非线

性分析的主要工具'

#

(

9

对于梁结构几何非线性分析问题"主要的发展

方向有梁柱理论和非线性有限元
9

基于梁柱理论的

稳定函数单元和稳定插值函数单元是框架几何非线

性分析中一种常用的单元模式
9

前者采用由梁柱理

论建立的单元内力
B

变形关系导出单元结点力和刚

度矩阵的计算方法"后者将梁柱理论和有限元方法

相结合"根据平衡微分方程的解构造单元'

?

"

!

(

9

非线

性有限元法是根据杆件单元的受力性状$变形特点

等选择合适的位移函数$应变及应力表达式再利用

虚功原理推导单元的切线刚度矩阵'

%

(

9

非线性有限

元方法可方便地考虑结构的初始缺陷$截面翘曲等

因素"能导出直梁$曲梁和薄壁梁等具有不同特性的

梁单元
9

因此"非线性有限元方法是当前杆系结构非

线性分析的主要方法
9

最简单的考虑几何非线性效

应的有限单元模型是在使用三次
(EDFM=E

插值函

数的单元弹性刚度矩阵基础上"附加一个几何刚度

矩阵来进行分析
9

众多的研究者如
QPD<7:F

和
RP8B

8P

;

CED

'
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"

5EEL

和
>PA

'
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'CPA

和
bM=M

\

7DAKCPM

'

&
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"

VPA

;

和
b:7

'

I

(等均对该模型进行了研究
9

对于三次

(EDFM=E

函数插值精度不够的问题"可以通过插入

附加节点"构造更高次
(EDFM=E

插值函数梁单元来

提高数值计算精度'

H$

(

9

夏拥军和陆念力'

HH

(

$夏拥军

和缪谦'

H#

(证明了该方法的有效性"其在梁单元中点

处增加一个节点"通过静力凝聚法消去中间节点的

自由度"得到了与传统两节点梁单元相同自由度数

量的梁单元刚度矩阵
9

除增加附加节点外"还可以通
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过约束单元位移场满足一定的条件来增加拟合项"

进而提高梁单元精度
9

例如"

'CPA

和
OC7:

'

H?

"

H!

(提出

了一种
N+N

!

N7MA=UM<E+

d

:M8MWDP=MA

;

N78

G

A7FMP8

#

单元"该单元不仅要求形函数满足边界上的转角和

位移条件"而且要求在单元的中点满足横向挠度微

分方程及其导数"从而使形函数多项式提高到了
"

项
9

聂国隽和钱若军'

H%

(

$许红胜等'

H"

(采用类似的思

路"基于
68P<7S

的薄壁梁变形截面假设"建立了一

种新的空间薄壁梁单元刚度矩阵用于几何非线性分

析
9

郭鑫等'

H@

(基于空间
>MF7<CEAL7

梁的解析位移

形函数"推导改进空间梁单元刚度矩阵
9OCP7

等'

H&

(

考虑截面扭转和翘曲变形"推导出了
H!

自由度的三

维梁柱单元的二阶精确刚度矩阵
9

邓继华等'

HI

(基于

共旋法与子结构法推导了具有对称特征的几何非线

性平面梁单元切线刚度矩阵用于非线性分析
9

近期"
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(考虑
)

型梁单元截面扭曲变形建立了一

种
H&

自由度的空间梁单元"并采用线性$三次多项

式插值函数推导了单元弹性刚度矩阵和几何刚度矩

阵"其推导过程特别注重结构转角节点的平衡
9

在梁单元刚度矩阵推导过程中"除由单元弹性

应变能推导出弹性刚度矩阵外"还可以由势能推导

出几何刚度矩阵"其由单元初始节点力构成"代表的

是非线性分析中单元初始节点力的不稳定效应
9

对

于平衡路径包含多个临界点的结构"采用增量迭代

法进行非线性分析时必须同时将弹性刚度和几何刚

度用于预测阶段"否则在路径曲率较大位置处发

散'

##

(

9

传统方法根据插值函数推导梁单元几何刚度

矩阵需考虑非线性应变的高阶项"推导过程繁冗"还

可能因高阶项取舍不当而影响几何刚度矩阵的合格

性
9

本文将从三维实体梁单元理论出发"根据空间力

矩节点平衡的特征"构建三维梁单元的几何刚度矩

阵"然后利用对称性和刚体合格性检验"推导出刚体

合格的三维梁单元和二维梁单元几何刚度矩阵的显

示表达形式"最后结合数值案例验证该几何刚度矩

阵的有效性
9
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"

三维梁单元非线性平衡方程

三维实体梁在非线性变形过程中有三种位形状

态"即
?

$

是初始!未变形#位形"

?

H

是上一步计算

!已知#的位形"

?

#

是当前计算!未知#的位形
(

根据

更新的拉格朗日列式"参考于
?

H

位形"三维实体梁

线性化的增量虚功方程可以写为'
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其中H

8

是梁在
?

H

位形处的体积"

H

A

是梁在
?

H

位

形处的表面积"

H

?

%

S

+G

是本构张量"

H

7

%

S

是梁从
?

H

位形

到
?

#

位形的格林
Q

拉格朗日应变增量张量的线性部

分"

H

)

%

S

是梁在
?

H

处的柯西应力张量"

H

&

%

S

是格林
Q

拉

格朗日应变增量张量的非线性部分"

#

H

=

和H

H

=

分别

表示作用在梁
?

#

和
?

H

位形处的表面力#

H

!

%

和H

H

!

%

所

做的虚功
(

本文中"物理量的左上标表示该物理量所

处位形"左下标表示参考位形
(

建立如图
H

所示的
#

节点
H#

自由度三维实体

梁单元"可以得出梁单元的增量刚度方程'
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图
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"

三维梁单元
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其中
+
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7

是弹性刚度矩阵"

+

' (

K

是由势能推导出的

几何刚度矩阵"

+

' (

%

为诱发矩矩阵"
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R

为单元位移

向量"

#

H

1 2
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和 H

H
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分别为梁单元在
?

#

和
?

H

位形处

的节点力
(

诱发矩矩阵
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其中子矩阵
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% C

定义为
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% $

的表达形式与
+

' (

% C

相同"只是将表达式中的

单元节点
C

的力矩转换成节点
$

的力矩即可
(

诱发矩本质上是由三维梁单元的初始节点力矩

经历三维旋转引起"并且由于旋转特性不同"圣维南

扭矩H

H

E

V

被称为半正切矩 !

,EFM=PA

;

EA=MP8F7B

FEA=<

#"弯矩H

H

E

>

"

H

H

E

9

称为类正切矩!

X:P<M=PA

;

EAB

=MP8F7FEA=<

#"这是在大变形分析中将梁单元所有

变量都定义在
?

#

位形处节点能够保持平衡的关键"

在后续几何刚度矩阵的推导中特别注意了这一特

征
(

应当注意的是"由于尚未考虑与其他相邻单元的

兼容性"上述推导出的是离散的单个单元刚度方程"

推导出的刚度矩阵在单元层面上是不对称的"如式

!

%

#中的诱发矩矩阵
+

' (

%

所表示的
(

当单元与结构的

相邻单元组装在一起时"刚度矩阵将在结构水平上

恢复对称性"这在下一节中将得到证明
(

可以看出

+

' (

%

也是单元节点初始力矩的矩阵"也代表了节点

初始力矩的不稳定特征"由势能推导出的刚度矩阵

表示为几何刚度矩阵
+

' (

K

是针对一般单元的叫法"

例如桁架单元"二维梁单元
(

对于三维梁单元来说"

一般意义上的几何刚度矩阵应该是囊括了所有初始

节点力!矩#表示的矩阵"故在后续的三维梁单元几

何刚度矩阵的构造中特别关注了空间力矩转动产生

的诱发矩特征
(

&

"

三维梁单元刚体合格的几何刚度矩阵推导

&(%

"

诱发矩矩阵在结构层面上的对称性

三维梁单元节点
$

端诱发矩矩阵
+

' (

% $

是一个

非对称矩阵"可以分解为对称部分
' (

A

和反对称部

分
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考虑如图
#

中连接两个单元
%

和
S

的节点
H

"单

元
%

在节点
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连接两个单元的结构节点
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对于图
#

所示的结构节点
H

"应满足以下弯矩

的平衡条件%
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!

$

##

H

H

E

9%

!

B

#

YZ

!

6

H

H

H

E

V

S

!

$

#

[6

#

H

H

E

>S

!

$

#

[6

?

H

H

E

9

S

!

$

##

!

H!PBK

#

在结构层面上"两个单元在节点
H

的诱发矩矩

阵
+

' (

%

的反对称部分
' (

@

可以组装为%

,

' (

@

H

/

' (

@

%

!

B

#

-

'(

'

>

' (

@

S

!

$

#

'(

'

!

H%

#

将式!

H$

#"!

HH

#和!

H?

#代入到式!

H%

#"使用式

!

H!

#关系式"得到%

,

' (

@

H

/

H

#

$ @

H#

@

H?

4

@

H#

$ @

#?

4

@

H?

4

@

#?

;

<

=

>

$

!

H"

#

其中

@

H#

YC

HH

H

H

E

V

S

!

$

#

[C

H#

H

H

E

>S

!

$

#

[C

H?

H

H

E

9

S

!

$

#

@

H?

YC

#H

H

H

E

V

S

!

$

#

[C

##

H

H

E

>S

!

$

#

[C

#?

H

H

E

9

S

!

$

#

@

#?

YC

?H

H

H

E

V

S

!

$

#

[C

?#

H

H

E

>S

!

$

#

[C

??

H

H

E

9

S

!

$

'

(

)

#

!

H@

#

式!

H@

#中的系数表达如下%

C

HH

Y

!

G

#

L

?

ZG

?

L

#

Z6

H

#

C

H#

Y

!

G

?

L

H

ZG

H

L

?

Z6

#

#

C

H?

Y

!

G

H

L

#

ZG

#

L

H

Z6

?

#

C

#H

Y

!

G

#

6

?

ZG

?

6

#

[L

H

#

C

##

Y

!

G

?

6

H

ZG

H

6

?

[L

#

#

C

#?

Y

!

G

H

6

#

ZG

#

6

H

[L

?

#

C

?H

Y

!

L

#

6

?

ZL

?

6

#

ZG

H

#

C

?#

Y

!

L

?

6

H

ZL

H

6

?

ZG

#

#

C

??

Y

!

L

H

6

#

ZL

#

6

H

ZG

?

'

(

)

#

!

H&

#

根据转动矩阵
'(

'

的正交性和单位性'

#!

(

"式

!

H&

#中所有的系数
C

HH

"

C

H#

"+"

C

??

都等于
$

"所以式

!

H@

#中
@

H#

"

@

H?

"

@

#?

也都等于
$

"因此在节点
H

处相

连的单元诱发矩矩阵的反对称部分在结构层面组装

抵消"也就是

,

' (

@

H

/

'(

$

!

HI

#

式!

HI

#说明了在一个节点处所有单元的诱发矩矩阵

的反对称部分将抵消"仅留下对称部分"因此结构的

整体刚度矩阵!包括弹性"几何刚度矩阵和诱发矩矩

阵#在结构层面上依然保持对称性"在后续的推导中

将利用这一特性
(

&(&

"

三维梁单元几何刚度矩阵的构造

在三维梁单元的增量刚度矩阵方程式!

!

#中"几

何刚度矩阵
+

' (

K

与诱发矩矩阵
+

' (

%

均代表了几何

非线性分析中初始节点力的不稳定效应"为统一表

述"在本节中将两者统称为一般意义上的单元几何

刚度矩阵"它应该包含诱发矩矩阵的特征"因为这是

结构在变形后
?

#

位形处保持节点平衡的关键"所以

在此处构造含待定参数的三维梁单元刚体合格的几

何刚度矩阵为

+

' (

K

D

Y

+

' (

HH

+

' (

H#

+

' (

H?

+

' (

H!

+

' (

#H

+

' (

% C

+

' (

#?

+

' (

#!

+

' (

?H

+

' (

?#

+

' (

??

+

' (

?!

+

' (

!H

+

' (

!#

+

' (

!?

+

' (

;

<

=

>

% $

!

#$

#

式!

#$

#

+

' (

K

D

中的子矩阵
+

' (

% C

和
+

' (

% $

反映的是初

始节点力矩经历三维旋转产生的诱发矩
(

式!

#$

#中还包含
H!

个未知的子矩阵"首先考虑

对称性
(

在
#(H

节中已经证明
+

' (

% C

和
+

' (

% $

在单元

层面上虽然不对称"但经过同一节点处单元组装在

结构层面上将恢复对称性"故在此处不用考虑子矩

阵
+

' (

% C

和
+

' (

% $

的对称性"但其他位置应该保持对

称性
(

故式!

#$

#可以简化为

+

' (

K

D

Y

+

' (

HH

+

' (

H#

+

' (

H?

+

' (

H!

+

' (

H#

>

+

' (

% C

+

' (

#?

+

' (

#!

+

' (

H?

>

+

' (

#?

>

+

' (

??

+

' (

?!

+

' (

H!

>

+

' (

#!

>

+

' (

?!

>

+

' (

;

<

=

>

% $

!

#H

#

式!

#H

#中已考虑了
+

' (

K

D

的对称性"还包含有
&

个

未知的子矩阵"在
#(?

节中将根据刚体准则来进一

步求解
(

&((

"

三维梁单元几何刚度矩阵的求解

VPA

;

和
'CM7:

提出的刚体准则'

#%

(

"可以用于

测试非线性有限元几何刚度矩阵的合格性"其内容

为%对于在
?

H

位形处有初始节点力作用而保持平衡

的单元"在发生刚性位移后"该单元在新位形
?

#

处

*

I!%

*第
!

期
""""""""""""

陈安全等%

"

基于刚体准则的梁单元几何刚度矩阵推导及应用



仍应保持平衡"并且作用在单元上的节点力大小不

变"方向随刚性位移转动
(

由此如果
+

' (

K

D

是刚体合

格的"则应满足下列等式

+

' (

K

D

12

R

D

Y

' (

. Z

'(! #

P

H

H

1 2

#

!

##

#

其中
12

R

D

是刚性位移"

' (

.

是从
?

H

位形到
?

#

位形

的转换矩阵"

'(

P

是单位矩阵
(

接下来将利用式!

##

#

对
+

' (

K

D

进行求解
(

%

首先考虑单元发生沿
V

"

>

"

9

轴的刚性平

移"则

12

R

D

Y

12

R

H

$

12

R

H

1 2

$

>

!

#?

#

' (

. Y

'(

P

""""""""

!

#!

#

将式!

#!

#代入式!

##

#中可得

+

' (

K

D

12

R

D

12

Y $

!

#%

#

将式!

#H

#和式!

#?

#代入式!

#%

#中可得

+

' (

H?

YZ +

' (

HH

)

"

+

' (

#?

YZ

'

+

H#

(

>

+

' (

??

YZ

'

+

H?

(

>

)

"

'

+

?!

(

>

YZ

'

+

H!

(

>

!

#"

#

故式!

#H

#可以进一步简化为

+

' (

K

D

Y

+

' (

HH

+

' (

H#

Z +

' (

HH

+

' (

H!

+

' (

H#

>

+

' (

% C

Z +

' (

H#

>

+

' (

#!

Z +

' (

HH

Z +

' (

H#

+

' (

HH

+

' (

H!

+

' (

H!

>

+

' (

#!

>

Z +

' (

H!

>

+

' (

;

<

=

>

% $

!

#@

#

式!

#@

#中实际仅包含
+

' (

HH

"

+

' (

H#

"

+

' (

H!

"

+

' (

#!

!

个

未知子矩阵"下面将根据绕
V

"

>

"

9

轴的刚性转动

来求解未知子矩阵
(

为方便描述"假定这
!

个子矩阵

分别为

+

' (

HH

Y

V

HH

V

H#

V

H?

V

#H

V

##

V

#?

V

?H

V

?#

V

;

<

=

>

??

+

' (

H#

Y

>HH >H# >H?

>#H >## >#?

>?H >?# >

;

<

=

>

??

+

' (

H!

Y

9

HH

9

H#

9

H?

9

#H

9

##

9

#?

9

?H

9

?#

9

;

<

=

>

??

+

' (

#!

Y

!

HH

!

H#

!

H?

!

#H

!

##

!

#?

!

?H

!

?#

!

;

<

=

>

'

(

)

??

!

#&

#

需要注意的是"根据
+

' (

K

D

的对称性"

+

' (

HH

必

然是对称矩阵"则
V

H#

YV

#H

)

V

H?

YV

?H

)

V

#?

YV

?#

(

整个

式!

#&

#共有
??

个未知量需要求解"下面将考虑发生

微小刚性转动来求解这些未知量
(

&

单元绕
V

轴发生微小转动
2

D

"此时刚性位

移为

12

R

D

Y

1

$

"

$

"

$

"2

D

"

$

"

$

"

$

"

$

"

$

"2

D

"

$

"

$

2

>

!

#I

#

转动矩阵为

' (

. Y

' (

=

'( '( '(

$ $ $

'(

$

' (

=

'( '(

$ $

'( '(

$ $

' (

=

'(

$

'( '( '(

$ $ $

' (

;

<

=

>

=

!

?$

#

其中

' (

= Y

H $ $

$ K7<

2

D

Z<MA

2

D

$ <MA

2

D

K7<

2

;

<

=

>D

!

?H

#

当发生微小转动时"

2

D

B

$

"

K7<

2

D

B

H

)

<MA

2

D

B2

D

"式

!

?H

#化简为

' (

= Y

H $ $

$ H Z

2

D

$

2

D

;

<

=

>

H

!

?#

#

单元初始节点力向量为

1

H

H#

2

Y

1

H

H

O

VC

"

H

H

O

>

C

"

H

H

O

9C

"

H

H

E

VC

"

H

H

E

>

C

"

H

H

E

9C

"

H

H

O

V$

"

H

H

O

>

$

"

H

H

O

9$

"

H

H

E

V$

"

H

H

E

>

$

"

H

H

E

9$

2

>

!

??

#

将式!

#@

#"!

#I

#"!

?$

#"!

??

#"代入到式!

##

#中可得

>HH

[9

HH

Y$

>#H

[9

#H

Y

H

H

O

9$

>?H

[9

?H

YZ

H

H

O

>

$

!

HH

Y!

#H

Y!

?H

Y!

H#

Y!

H?

'

(

)

Y$

!

?!

#

'

单元绕
>

轴发生微小转动
2

D

"此时刚性位

移为

1

R

2

D

Y

1

$

"

$

"

$

"

$

"2

D

"

$

"

$

"

$

"

ZB

2

D

"

$

"2

D

"

$

2

>

!

?%

#

其中
B

为梁单元长度"转动矩阵形式仍为式!

?$

#"

只是子矩阵变为

' (

= Y

K7<

2

D

$ <MA

2

D

$ H $

Z<MA

2

D

$ K7<

2

;

<

=

>D

!

?"

#
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当
2

D

很小时"进一步化简为

' (

= Y

H $

2

D

$ H $

Z

2

D

;

<

=

>

$ H

!

?@

#

将式!

#@

#"!

?$

#"!

??

#"!

?%

#代入到式!

##

#中可得

>H#

[V

H?

B[9

H#

YZ

H

H

O

9$

>##

[V

#?

B[9

##

Y$

>?#

[V

??

B[9

?#

Y

H

H

O

V$

>?H

B[!

H#

Y

H

H

E

9C

>?#

B[!

##

Y$

>??

B[!

?#

YZ

H

#

H

H

E

VC

!

#H

[9

?H

BY

H

H

E

9$

!

##

[9

?#

BY$

!

#?

[9

??

BYZ

H

#

H

H

E

'

(

)

V$

!

?&

#

(

单元绕
9

轴发生微小转动
2

D

"此时刚性位

移为

12

R

D

Y

1

$

"

$

"

$

"

$

"

$

"2

D

"

$

"

B

2

D

"

$

"

$

"

$

"2

D

2

>

!

?I

#

转动矩阵仍为式!

?$

#"此时子矩阵变为

' (

= Y

K7<

2

D

Z<MA

2

D

$

<MA

2

D

K7<

2

D

$

;

<

=

>

$ $ H

!

!$

#

当
2

D

很小时"进一步化简为

' (

= Y

H Z

2

D

$

2

D

H $

;

<

=

>

$ $ H

!

!H

#

将式!

#@

#"!

?$

#"!

??

#"!

?I

#代入到式!

##

#中可得

>H?

ZV

H#

B[9

H?

Y

H

H

O

>

$

>#?

ZV

##

B[9

#?

YZ

H

H

O

V$

>??

ZV

?#

B[9

??

Y$

!

H?

Z

>#H

BYZ

H

H

E

>

C

!

#?

Z

>##

BY

H

#

H

H

E

VC

!

??

Z

>#?

BY$

!

?H

Z9

#H

BYZ

H

H

E

>

$

!

?#

Z9

##

BY

H

#

H

H

E

V$

!

??

Z9

#?

B

'

(

)

Y$

!

!#

#

根据式!

?!

#"!

?&

#和!

!#

#中关系"可以得到求解

+

' (

K

D

子矩阵独立的表达式
#?

个"其余未定系数均

取为
$

"即
!

##

Y$

"

!

#?

Y$

"

!

?#

Y$

"

!

??

Y$

"

V

HH

Y$

"

>HH

Y

$

"

>H#

Y$

"

>H?

Y$

"

9

H#

Y$

"

9

H?

Y$

"可得式!

#&

#中的四

个子矩阵为

+

' (

HH

Y

$ Z

H

H

O

>

$

&

B Z

H

H

O

9$

&

B

Z

H

H

O

>

$

&

B

H

H

O

V$

&

B $

Z

H

H

O

9$

&

B $

H

H

O

V$

&

;

<

=

>B

+

' (

H#

Y

$ $ $

H

H

E

>

C

&

B Z

H

H

E

VC

&

#B $

H

H

E

9C

&

B $ Z

H

H

E

VC

&

#

;

<

=

>

B

+

' (

H!

Y

$ $ $

H

H

E

>

$

&

B Z

H

H

E

V$

&

#B $

H

H

E

9$

&

B $ Z

H

H

E

V$

&

#

;

<

=

>

B

+

' (

#!

Y

$ $ $

$ $ $

;

<

=

>

'

(

)

$ $ $

!

!?

#

将式!

!?

#中
!

个子矩阵代入式!

#@

#中可得三维

梁单元刚体合格的几何刚度矩阵
+

' (

K

D

的表达

形式
(

(

"

二维梁单元几何刚度矩阵

忽略式!

#@

#三维梁单元几何刚度矩阵中有关
9

轴方向线位移和
V

轴方向$

>

轴方向转角位移的行

和列"可得
"̀ "

的刚度矩阵"即为二维梁单元的几

何刚度矩阵
(

+

' (

K

D

Y

+

' (

HH

+

' (

H#

+

' (

H#

>

+

' (

' (

##

!

!!

#

其中

+

' (

HH

Y

$ Z

H

H

O

>

$

&

B $

Z

H

H

O

>

$

&

B

H

H

O

V$

&

B $

;

<

=

>$ $ $

+

' (

H#

Y

$

H

H

O

>

$

&

B $

H

H

O

>

$

&

B Z

H

H

O

V$

&

B $

;

<

=

>$ $ $

+

' (

##

Y

$ Z

H

H

O

>

$

&

B $

Z

H

H

O

>

$

&

B

H

H

O

V$

&

B $

;

<

=

>

'

(

)

$ $ $

!

!%

#

*
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)

"

数值案例

本节将对典型结构进行线性特征值屈曲分析和

结构非线性分析来说明本文建立的梁单元几何刚度

矩阵的有效性和适用性
(

线性屈曲分析的有限元方

程为
;

' (

7

[X

&D

U

;

' (

K

! #

D

1 2

M

12

Y $

"其中
;

' (

7

是

结构的弹性刚度矩阵"由梁单元弹性刚度矩阵组装

得到"

U

;

' (

K

D

是施加单位外部荷载所得到的结构几

何刚度矩阵"

1 2

M

是结构的位移向量"

X

&D

为结构的

屈曲临界荷载
(

结构非线性分析采用增量迭代方法

进行计算"预测阶段采用
;

' (

7

[ ;

' (

K

D

"校正阶段

单元恢复力计算采用 #

#

1 2

#

Y

H

H

1 2

#

[ +

' (

7

,

1 2

R

"

,

1 2

R

为单元位移增量"所使用的弹性刚度矩阵

+

' (

7

见文献'

I

("路径追踪技术采用更新正交迭代

方法'

#"

(

(

为了对比说明本文所建立的梁单元几何刚

度矩阵在数值分析中的计算效率"案例分析中将与

VPA

;

和
b:7

'

I

(建立的简化理论梁单元进行对比分

析
9

本文的案例分析基于
51>21Q0#$#$P

平台"

计算机配备第
H#

代
)A=E8

2

'7DEM%BH#!$$3

处理器

和
?#9$RQ

内存"采用
eMAT7U<HH"!

位操作系统
9

)9%

"

轴心受压柱屈曲分析

分析如图
?

所示不同边界条件下轴心受压柱的

屈曲载荷"柱的长度
BYH$F

"材料弹性模量
<Y

H(#̀ H$

"

*

&

F

#

"柱截面惯性矩
PY#($&?̀ H$

Z?

F

!

"

每根柱划分为
#$

个二维梁单元"采用特征值屈曲分

析计算结果如表
H

所示
(

图
?

"

不同支承条件下轴心受压柱

3M

;

9?

"

1_MP8K7F

\

DE<<M7AK78:FA:ATEDTM]]EDEA=

<:

\\

7D=MA

;

K7ATM=M7A<

表
%

"

不同支承条件轴心受压柱的屈曲荷载

>PW8EH

"

Q:KL8MA

;

87PT<7]P_MP8K7F

\

DE<<M7AK78:FA<UM=CTM]]EDEA=<:

\\

7D=K7ATM=M7A<

序号 支承情况
理论屈曲

荷载!

*

#

本文
VPA

;

和
b:7

特征值屈

曲荷载!

*

#

误差
特征值屈

曲荷载!

*

#

误差

!

P

# 两端铰接
#!"9!% #!@9#H $9?Hc #!"9@$ $9H$c

!

W

# 一端固接"一端铰接
%$#9I" %$"9&H $9@@c %$!9@# $9?%c

!

K

# 一端固接"一端自由
"H9"H "H9@H $9H"c "H9"& $9HHc

!

T

# 两端固接
I&%9&$ II!9I% $9I?c I&@9$H $9H#c

!

E

# 两端铰接"中间铰支承
I&%9&$ II!9I% $9I?c I&@9$H $9H#c

""

从表
H

可以得出"采用本文推导出的二维梁单

元几何刚度矩阵进行不同支承条件下轴心受压柱

的线性特征值屈曲分析获得的屈曲荷载与理论屈

曲荷载
X

&D

Y

$

#

<P

&

+

! #

B

# 基本吻合"最大误差不超

过
Hc

"由此证明本文建立的二维梁单元几何刚度

矩阵在线性特征值屈曲分析中的正确性和有效

性
9

同时与
VPA

;

和
b:7

'

I

(的简化理论梁单元特征

值屈曲荷载对比"本文所得屈曲荷载略大一点"主

要原因是本文所建立的几何刚度矩阵主要考虑的

是单元宏观层面上应满足的物理特征"未考虑单

元内部变形"造成结果略微偏大"但精度也足以满

足实际工程使用
9
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)9&

"

悬臂梁非线性分析

如图
!

所示的悬臂梁受到自由端横向集中力
X

的作用"材料弹性模量
<YH(#`H$

"

*

&

F

#

"梁横截

面面积
@Y$(HF

#

"截面惯性矩
PY#($&?`H$

Z?

F

!

"梁的长度
BYH$F

"悬臂梁划分为
H$

个二维梁

单元"结构非线性分析结果如图
%

所示
(

图
!

"

承受横向荷载的悬臂梁

3M

;

9!

"

1KPA=M8ESED<:W

J

EK=ET=7P=DPA<SED<E]7DKE

从图
%

可以看出"采用本文建立的二维梁几何

刚度矩阵对承受横向荷载悬臂梁进行几何非线性分

析所得的非线性平衡路径与
VPA

;

和
b:7

'

I

(

$

4:

G

等人'

#@

(的计算结果非常吻合"也与解析解一致"证

明本文所建立的几何刚度矩阵可以很好的用于二维

梁结构的几何非线性分析
9

同时通过表
#

中的计算

数据可以发现"本文的梁单元相比于
VPA

;

和

b:7

'

I

(的简化理论梁单元在增量步数一致的情况

下"总迭代次数略少"相应的计算时间也更少"具有

更高的计算效率
9

图
%

"

承受横向荷载的悬臂梁非线性路径

3M

;

9%

"

*7A8MAEPD

\

P=C7]KPA=M8ESEDWEPF<:W

J

EK=ET

=7=DPA<SED<E87PT

表
&

"

悬臂梁增量
B

迭代计算数据

>PW8E#

"

)AKDEFEA=P8BM=EDP=MSEKP8K:8P=M7A

TP=P7]KPA=M8ESEDWEPF

方法 增量步数 总迭代次数 计算时间!

<

#

本文
&%!% H?%I? !9?I

VPA

;

和
b:7 &%!% H?"H# !9I@

)9(

"

固接
B

铰接拱非线性分析

如图
"

所示深圆拱"左端固接"右端铰接"并在

圆拱顶点处作用竖直集中荷载
X(

圆拱半径
=YH$$

KF

"圆心角
$

Y#H%

$

"拱截面采用正方形截面"边长

为
HKF

"弹性模量
<YH#$$L*

&

KF

#

"剪切模量
,Y

"$$L*

&

KF

#

(

本文采用
?$

个二维梁单元来求解深

圆拱非线性行为"求解结果如图
@

所示
(

图
"

"

承受集中荷载的固接
B

铰接拱

3M

;

9"

"

'8PF

\

ETBCMA

;

ETPDKC<:W

J

EK=ET=7

PK7AKEA=DP=ET87PT

图
@

"

固接
B

铰接拱荷载位移曲线

3M

;

9@

"

27PTBTE]8EK=M7AK:DSE<7]K8PF

\

ETBCMA

;

ETPDKC

从图
@

可以看出"本文所建立的几何刚度矩阵
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可以很好的模拟深圆拱的几何非线性行为"并且与

VPA

;

和
b:7

'

I

(

$

e77T

和
OMEALMEUMK̂

'

#&

(的分析结

果以及解析解'

#I

(一致"说明了本文所建立的二维梁

单元几何刚度矩阵对于复杂非线性问题同样具有很

好的适用性
9

同时通过表
?

中的计算数据可以发现"

本文的梁单元相比于
VPA

;

和
b:7

'

I

(的简化理论梁

单元"在设置相同的初始参数下"增量步数$总迭代

次数略少"总体计算时间更少"计算效率更高
9

表
(

"

固接
B

铰接拱增量
B

迭代计算数据

>PW8E?

"

)AKDEFEA=P8BM=EDP=MSEKP8K:8P=M7A

TP=P7]K8PF

\

ETBCMA

;

ETPDKC

方法 增量步数 总迭代次数 计算时间!

<

#

本文
!#&# &@I# #9#@

VPA

;

和
b:7 !#&@ &&$? #9@?

)9)

"

空间直角框架线性屈曲分析和非线性分析

如图
&

所示的对称直角框架在
C

$

&

两个铰接端

受到大小相同的弯矩作用"即
E

9C

YZE

9&

"框架在
C

端和
&

端处允许发生沿
V

轴平移和绕
9

轴转动的位

移"而节点
$

仅能在
>

9

平面内移动
(

材料弹性模量

<Y@H#!$*

&

FF

#

"剪切模量
,Y#@HI$*

&

FF

#

"杆

长
BY#!$FF

"横截面面积
@YH&FF

#

"截面惯性

矩
P

>

Y$(%!FF

!

"

P

9

YH?%$FF

!

"扭转常数
5Y#(

H"FF

!

(

在非线性分析时"在顶点
$

处引入大小为

O

9$

Y%̀ H$

Z%

E

9C

的干扰力
(

此案例由于涉及较大的

空间旋转与扭转变形"常用作于空间框架分析程序

的测试案例
(

图
&

"

承受对称弯矩的直角框架

3M

;

9&

"

0M

;

C=BPA

;

8E]DPFE<:W

J

EK=ET=7<

G

FFE=DMKF7FEA=<

首先进行线性屈曲分析"利用本文所建立的几何

刚度矩阵"得到直角框架的屈曲临界弯矩值为
"#!(@"

*

*

FF

"与理论屈曲弯矩'

?$

(

E

&D

Y

$

<P

>槡 ,5

&

BY

"#H(&&*

*

FF

非常吻合
(

非线性分析得到的直角框

架荷载位移曲线如图
I

所示"与
VPA

;

和
b:7

'

I

(

$

1D

;

B

G

DM<

等人的解'

?$

(也吻合较好"并且可以得到屈曲临

界弯矩值为
"#%(@&*

*

FF

"与线性屈曲临界值和

理论屈曲弯矩值均吻合很好
(

此案例也说明了本文

所建立的三维梁单元几何刚度矩阵的正确性和有效

性
(

同时通过表
!

中的计算数据可以发现"本文的三

维梁单元相比于
VPA

;

和
b:7

'

I

(的简化理论三维梁

单元"计算的增量步数$总迭代次数和总体时间更

少"因此计算效率更高
(

图
I

"

直角框架荷载
B

位移曲线

3M

;

9I

"

27PTBTE]8EK=M7AK:DSE<7]DM

;

C=BPA

;

8E]DPFE

表
)

"

直角框架增量
Q

迭代计算数据

>PW8E!

"

)AKDEFEA=P8BM=EDP=MSEKP8K:8P=M7A

TP=P7]DM

;

C=BPA

;

8E]DPFE

方法 增量步数 总迭代次数 计算时间!

<

#

本文
#H?#I !?$#$ H$9"#

VPA

;

和
b:7 #H!!% !??#@ HH9@?

)9*

"

三杆空间梁结构非线性分析

如图
H$

所示的三杆空间梁结构"在
:

端作用有

大小相等的两个力
O

V&

$

O

9&

"

C

端固定在支座上"三

根直梁彼此垂直连接"长度
BYHF

"横截面面积
@

Y$($HF

#

"截面扭转常数
5YH(!$"`H$

Z%

F

!

"截

*
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面惯性矩
P

>

YP

9

Y&(???`H$

Z"

F

!

"材料弹性模量

<YH̀ H$

"

*

&

F

#

"剪切模量
,Y%̀ H$

%

*

&

F

#

(

每根

杆划分为
H$

个三维梁单元"空间梁结构非线性分析

结果如图
HH

所示
(

图
H$

"

三杆空间梁结构

3M

;

9H$

"

>CDEEBWPD<

\

PKEWEPF<=D:K=:DE

图
HH

"

顶点
:

荷载
B

位移曲线

3M

;

9HH

"

27PTBTM<

\

8PKEFEA=K:DSE<7]=M

\

:

从图
HH

可以看出"采用本文所建立的三维梁单

元几何刚度矩阵计算所得的结构平衡路径与
VPA

;

和
b:7

'

I

(

$

07FED7

'

?H

(所得的结构非线性路径非常

吻合"说明了本文推导的三维梁单元几何刚度矩阵

可以很好的用于空间梁结构的非线性分析
9

进一步

通过表
%

中的数据发现"本文的三维梁单元相比于

VPA

;

和
b:7

'

I

(的简化理论三维梁单元"计算的增量

步数$总迭代次数和总体花费时间更少"体现出计算

效率更高
9

表
*

"

空间梁结构增量
B

迭代计算数据

>PW8E%

"

)AKDEFEA=P8BM=EDP=MSEKP8K:8P=M7A

TP=P7]<

\

PKEWEPF<=D:K=:DE

方法 增量步数 总迭代次数 计算时间!

<

#

本文
%H" H$?% H9##

VPA

;

和
b:7 %H& H$!I H9?"

)9+

"

!%l

空间悬臂曲梁非线性分析

如图
H#

所示的
!%l

悬臂曲梁在自由端作用有
9

向的集中荷载
O

"曲梁初始位于
V

>

平面内"横截面

是边长为
HKF

的正方形"半径
=

为
H$$KF(

该案例

涉及空间曲梁的大变形"具有较强的非线性特征"故

常作为空间曲梁非线性分析的标准案例
(

杆件截面

扭转常数
5YH(!$"̀ H$

Z%

KF

!

"材料弹性模量
<YH

H̀$

@

*

&

KF

#

"剪切模量
,Y%`H$

%

*

&

KF

#

(

曲梁划

分为
H$

个三维梁单元"非线性分析结果如图
H?

所示
(

图
H#

"

!%l

悬臂曲梁承受顶点荷载

3M

;

9H#

"

!%lKPA=M8ESEDK:DSETWEPF<:W

J

EK=ET=7P=M

\

]7DKE

从图
H?

可以看出"本文计算所得的曲梁非线性

路径与
VPA

;

和
b:7

'

I

(简化理论三维梁单元计算结

果相同"与
,MF7

和
6:BX:7K

'

?#

(采用几何精确梁分

析理论得到的结构非线性路径一致"证明了本文考

虑节点平衡所建立的三维梁单元几何刚度矩阵同样

适用于曲梁结构的非线性分析
9

进一步通过表
"

中

的计算数据可得"本文的三维梁单元相比于
VPA

;

和
b:7

'

I

(的简化理论三维梁单元"在增量步数相同

的情况下"总迭代次数和计算花费时间更少"展现出

更高的计算效率
9
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图
H?

"

顶点的荷载
B

位移曲线

3M

;

9H?

"

27PTBTM<

\

8PKEFEA=K:DSE<7]=CE=M

\

表
+

"

悬臂曲梁增量
B

迭代计算数据

>PW8E"

"

)AKDEFEA=P8BM=EDP=MSEKP8K:8P=M7A

TP=P7]KPA=M8ESEDK:DSETWEPF

方法 增量步数 总迭代次数 计算时间!

<

#

本文
?&I I&$ $9?!

VPA

;

和
b:7 ?&I HI!I $9%%

*

"

结论

本文基于三维实体梁线性化的增量虚功方程"

分析得到梁单元增量刚度方程中体现空间力矩转动

节点保持平衡的诱发矩矩阵"并指出诱发矩矩阵虽

然在单元层面上是非对称的形式"但在结构层面上

考虑多个单元组装后将恢复对称性
9

根据诱发矩矩

阵"构造了含参数的三维梁单元的几何刚度矩阵"利

用几何刚度矩阵的对称性和刚体合格性检测推导出

了简洁的三维梁单元几何刚度矩阵的显示表达"同

时简化得到二维梁单元几何刚度矩阵
9

通过对典型

案例进行线性屈曲分析和非线性分析"证明了本文

所推导的几何刚度矩阵可以很好的用于梁类型结构

的屈曲和后屈曲分析"并且具有较好的计算精度和

较高的求解效率
9

本文建立的推导梁单元几何刚度

矩阵的方法注重非线性分析过程中单元的刚体行

为"物理意义清晰"推导过程简单"避免了传统非线

性单元模型中复杂的插值离散和推导"并且最终建

立的几何刚度矩阵相较于传统几何刚度矩阵也更为

简洁"是推导单元几何刚度的一种新思路"适用于增

量小变形范围内的结构屈曲分析及非线性分析
9

后

续作者将根据类似思路尝试拓展建立起板$壳单元

简洁形式的几何刚度显式表达形式"应用于更加复

杂的结构非线性分析
9
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陈安全等%
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基于刚体准则的梁单元几何刚度矩阵推导及应用




