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一维六方压电准晶圆盘的自由振动特性研究
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压电准晶材料具有良好的压电效应和声
@

相耦合效应"在传感器等压电设备中具有广泛的应用前景
9

压电设备的工作性能与振动特性密切相关"因此"研究了一维六方压电准晶圆盘的自由振动特性
9

首先"基于三维

声
@

相
@

电
@

弹多场耦合"推导了一维六方压电准晶圆盘的振动力学模型"引入矩形窗函数处理了边界问题"使用改进

的双勒让德正交多项式方法求解了动力学方程
9

其次"分析了径高比和声
@

相耦合效应对谐振频率的影响
9

基于有

限元方法"二次开发压电准晶圆盘自由振动的仿真程序"验证了理论计算结果
9

结果表明%与声子模态相比"径高比

!

4

&

(

#对相位子模态的影响更为显著"且高阶模态对径高比!

,

&

M

#的变化更为敏感)声
@

相耦合系数对相位子模态

的影响更显著
9

关键词
"

压电准晶"解析积分"双勒让德多项式"自由振动"声
@

相耦合
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引言

压电准晶材料内部具有相互耦合的声子场$相

位子场和电场'

>

(

"展现出与压电晶体结构不一样的

力学行为
9

同时"压电准晶具备高硬度$耐磨耐腐蚀

性$高热阻$高电阻等优良性能"在机械$化工$航空

航天和压电传感器等行业具有广泛的应用前景'
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9

压电传感器的工作性能与结构的振动特性密切

相关
9

因此"压电准晶结构的振动特性受到广泛关注
9
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(研究了具有非完美界面准晶层合板的振动

特性
92D

和
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'
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(研究了一维六方压电准晶梁的振动

特性
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等'
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(研究了简支的一维六方准晶

层状板的自由振动特性
9

陈韬等'

O

(推导了一维六方准

晶层合简支梁自由振动与屈曲的精确解"揭示了声
@

相耦合效应等对振动特性的影响规律
9

压电准晶结构振动特性研究主要集中在板$梁

等简单结构"这些结构往往使用简化的梁$板理论
9

对于工程中常见的圆盘结构'

?@>>

(振动特性的研究鲜

见报道"主要因为圆盘结构的振动特性与径向和轴

向尺寸密切相关"简化理论造成的误差过大"不再适

用"需对其进行三维建模求解
9

此外"压电准晶圆盘

结构存在相互耦合的声子场$相位子场和电场"大大

增加了压电准晶圆盘结构振动特性的三维解的求解

难度
9

本文基于准晶的三维弹性理论"使用改进的双

勒让德正交多项式方法"推导了一维六方压电准晶

圆盘自由振动的三维解析解
9

勒让德多项式方法是一种渐进的解析解法"已

成功应用于板$管$矩形截面杆等多种结构的振动与

波动问题求解'
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9

该方法主要利用其在有限区间

上的正交性"但是"此时的积分多为数值积分"计算

比较耗时
9

当使用双勒让德正交多项式求解矩形截

面杆$圆盘&环等二维截面结构时"随着多项式阶数

的增加"特征矩阵的维度快速增大"加剧求解困难
9

此外"与压电晶体圆盘相比"压电准晶圆盘结构的动

力学控制方程增加"也增加求解难度
9

为保证求解结

果收敛性"本文推导出了数值积分的解析表达式"快

速高效地求解压电准晶圆盘的自由振动特性
9

使用改进的双正交多项式方法"研究了一维六
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方压电准晶圆盘的自由振动特性
9

本文的主要创新

工作为%!

>

#使用基于解析积分的双正交多项式方

法"快速高效地求解压电准晶圆盘的自由振动特性"

与传统的双正交多项式相比"其效率提升高达
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#基于有限元软件
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"二次开发了压

电准晶圆盘的自由振动特性的仿真程序"模拟了其

自由振动行为
9
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基本公式与求解
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基本公式推导

考虑一个柱坐标系!
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#中的一维六方压电

准晶圆盘"如图
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所示
$

准周期方向和厚度方向均为

Q

轴方向"半径方向为径向!

@

向#"圆盘的表面和侧

面为应力自由状态
$

在垂直于
Q

轴方向的圆盘上下

表面外添加金属电极"忽略电极的边界效应"可近似

认为只存在轴向电场
I

Q

"因外加电极厚度较小"其

质量$刚度也可以忽略不计
$

假设极化方向为
Q

轴方

向"侧面电开路$上下表面短路"上下表面施加一外

加电压
D
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"其中"

D
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为外加电压幅值"

D

为虚数单

位"
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为角频率"
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为时间变量
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图
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"

压电准晶圆盘结构示意图
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根据三维电
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弹理论"声子场和相位子场的几

何关系为'
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分别代表声子场和相位子场的应变"
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分别表示声子场和相位子场的位移分量
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式中"
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为电势"
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为电场强度
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不考虑体力"压电准晶结构的动力学控制方

程为'
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分别表示声子场弹性常数$声
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相

耦合系数和相位子场弹性常数
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分别表示声

子场压电常数和相位子场压电常数"
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为介电

常数
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在上式中引入了
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向的矩形窗函数"其
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具体表述为%
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矩形窗函数的导数在数学上是由两个冲激函数
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定系数
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项式
$

理论上"

1

和
A

从
%

变化到
m

"当
1

和
A

取到

有限值
N

和
Y

时"求和多项式!

>&

#已经收敛"更高

阶的项可以认为是高阶无穷小量"从而忽略不计
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将式!
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#和!

>"

#代入式!
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#乘等式的两边"
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从
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从
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到
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$

@

从
%

到
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积分"利用其正交特

性"可得下式%
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与此同时"求出式!
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由压电材料谐响应特性可知"谐振频率点处的

阻抗很小"即此时模型电极间电势很小"近似为

零'

>O

(

$

将
D

%

H%

代入式!
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#"即可得到求解谐振频

率的特征方程%
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利用特征矩阵求特征值"可以得到角频率
(
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解析积分

求解式!

$%

#需要涉及大量数值积分"这些积分

比较费时"导致计算效率降低
$

此外"与晶体圆盘相

比"压电准晶圆盘所涉及的物理场更多$更复杂"计

算耗时会更长
$

推导出这些积分的解析表达式能使

程序计算时间大大缩减
$

上述过程涉及到五种形式

数值积分归纳如下%
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利用
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有限元仿真

由于压电准晶存在复杂的声
+

相耦合和压电效

应"目前鲜见关于一维六方准晶圆盘的振动特性的

报道
$

为了验证程序结果的正确性"对纳米准晶圆盘

振动进行有限元仿真
$

由于现有的有限元软件不附

带准晶相关模块
$

因此"需要根据现有模块进行二次

开发"仿真准晶圆盘的自由振动
$

'.5,.2

软件是一个多物理场建模及仿真软

件"它常用于处理各种复杂的工程和科学问题
9

软件

包含自定义
K4+

模块供用户进行自主开发来满足

需要
9

本文研究对象为圆盘"更适应柱坐标体系
9

打

开
'.5,.2

"在模型向导中选择0二维轴对称1这

一空间维度"随后在界面左侧选择物理场0数学1接

口分支下的0偏微分方程1接口"并在此分支下选择

0系数型偏微分方程1接口"特征方程的形式为%
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均为根据控制

方程确定的系数矩阵"分别为质量系数$阻尼或质量

系数$扩散系数$守恒通量对流系数$守恒通量源$对

流系数和吸收系数)

.

为源项"是根据边界条件确定

的表达式"
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将前

文所推公式与这些系数矩阵的形式相比较"为零的

系数矩阵不再列出"材料参数的输入参考表
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"能得

出系数矩阵如下所示%
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#

构建几何模型"设置半径
7H>%FF

"厚度
M

H$FF

"如图
$

所示
$

设置压电准晶圆盘的电边界

条件为上下表面短路"实现方法为在0系数型偏微分

方程1接口添加0狄利克雷边界条件1"指定
O!

的值

等于
%

"来保证圆盘上下表面零电势的电边界条件
$

机械边界条件为自由边界因此不需要进行额外的设

置
$

然后"划分自由四边形网格并细化"构建几何体

对象
$

最后"添加研究为0特征值1"特征值数量设置

为0

$%

1即可满足需求"其余研究设置依照默认设置"

在结果的表格设置中输入使特征值结果除以
$

$

的

表达式"输出即可得到特征频率"并与程序计算结果

作对比"如表
$

所示
$

可以看到"两者结果一致
$

表
%
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一维六方压电准晶材料常数
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5QR<GDQ8B7;ERQ;RE7[7;<@SDF<;ED7;Q8L<VQ

W

7;Q8

Y

D<Z7<8<BRGDB

b

:QED@BG

U

ERQ8

%

>>

%

>$

%

>#

%

##

%

!!

%

""

<

>

<

$

7

>

7

$

$#!9## &=9!> ""9"# $#$9$$ =%9>? OO9!" >$9$ $9! %9OO!" %9OO!"

7

#

'

#>

'

##

'

>&

C

>&

C

##

)

>>

)

##

"

%9OO!" I!9! >O9" >>9" >9>" >9O" & >% !9>O"

""

单位%

%

"

(

!

TKQ

#"

<

"

!

>%

>%

*

&

F

$

#"

7

"

!

>%

?

*

&

F

$

#"

'

"

(

!

'

&

F

$

#"

C

"

(

!

'

&

F

$

#"

)

"

(

!

>%

I?

'

$

&!

*

+

F

$

#"

"

!

>%

#

C

W

&

F

#

#

$

图
$

"

压电准晶圆盘的有限元软件轴对称建模

3D

W

9$

"

3D;DR<<8<F<;RE7[RaQG<QVDE

U

FF<RGDBF7S<88D;

W

7[

Y

D<Z7<8<BRGDB

b

:QED@BG

U

ERQ8SDEBE

表
&

"

声子和相位子前四阶模态的谐振频率

]QX8<$

"

]L<G<E7;Q;R[G<

b

:<;B

U

7[RL<[DGER[7:G

Y

L7;7;

Q;S

Y

LQE7;F7S<E

程序计算结果 有限元仿真结果 误差计算

声
子
模
态

> $$!&=# $$!!?!9%#=$ %9%#&k

$ "%?!== ">%>=#9O#O& I%9>>!k

# ?"$?>? ?"$OO%9%=>? %9%%!k

! >$O?$?% >$?%>"!9$$$ I%9%"Ok

相
位
子
模
态

> >#!?O"% >#&>%$%9>=O I%9%O"k

$ >#&==&% >#&=!&$9%=# %9%$$k

# >#=">$% >#="O?#9&>$ I%9%&"k

! >!%!&$% >!%&&"!9"%! I%9%=!k

'

"

数值结果

根据上述理论推导"编写相应的计算机程序"得

到一维六方压电准晶圆盘的谐振频率
9

除特殊说明

之外"圆盘的半径为
7H>%FF

"高为
MH$FF$

%$'

"

收敛性分析

双勒让德多项式方法是一种渐进解析方法"其

结果的收敛性取决于多项式的阶数
N

和
Y$

为了验

证结果的收敛性"当双勒让德多项式阶数
N

和
Y

变化时"计算得到一维六方压电准晶圆盘的前四阶

+
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谐振频率
$

这里"对计算结果进行归一化处理"如下

所示'

>?

(

%

/

H$M

.

"

%槡!!

!

$&

#

其中"

/

为归一化频率"

.

为谐振频率"得到的归一

化频率如表
#

和表
!

所示
$

表
'

"

当
N

和
Y

变化时!前四阶声子模态的归一化频率

]QX8<#

"

*7GFQ8DZ<S[G<

b

:<;BD<E7[RL<[DGER[7:G7GS<GE7[

Y

L7;7;F7S<EQENQ;SYMQG

U

第一阶 第二阶 第三阶 第四阶

NHYH# %$$>?#"!O" %$&?!?&%#$ >$%=!&#O"> >$#>O&!#$&

NHYH! %$$>?#"$?> %$&?&"?O&& %$?!!"OO"O >$#>O&!#$&

NHYH& %$$>?#"$?> %$&?&##>$= %$?!!$%O%? >$$O#>>!=>

NHYH" %$$>?#"$?> %$&?&##O>> %$?!%&=>!= >$$=$O?=#O

NHYH= %$$>?#"$?> %$&?&##=># %$?!%">>&> >$$&??&!=O

NHYHO %$$>?#"$?> %$&?&##=># %$?!%&=?$O >$$&?"?>%&

NHYH? %$$>?#"$?> %$&?&##=># %$?!%&=?$O >$$&?#OO$!

NHYH>% %$$>?#"$?> %$&?&##=># %$?!%&=?$O >$$&?#=O!=

NHYH>> %$$>?#"$?> %$&?&##=># %$?!%&=?$O >$$&?#=O!=

表
(

"

当
N

和
Y

变化时!前四阶相位子模态的归一化频率

]QX8<!

"

*7GFQ8DZ<S[G<

b

:<;BD<E7[RL<[DGER[7:G7GS<GE7[

Y

LQE7;F7S<EQENQ;SYMQG

U

第一阶 第二阶 第三阶 第四阶

NHYH# >$#$"$&??= >$#&%O$"!? >$!>"&O!"" >$&>"O"$?&

NHYH! >$#$"$&%$% >$#!!!"=&$ >$#?&=>%!& >$!O"?$!%#

NHYH& >$#>O&!#$& >$#$"$&%$% >$#!!#$>%% >$#=#&O&?#

NHYH" >$#>O&!#$& >$#$"$&%$% >$#!!$%#=O >$#=$?%$>=

NHYH= >$#>O&!#$& >$#$"$&%$% >$#!!>?!%$ >$#=>?=!$>

NHYHO >$#>O&!#$& >$#$"$&%$% >$#!!>?!%$ >$#=>?!!?%

NHYH? >$#>O&!#$& >$#$"$&%$% >$#!!>?!%$ >$#=>?#&>!

NHYH>% >$#>O&!#$& >$#$"$&%$% >$#!!>?!%$ >$#=>?#&>!

NHYH>> >$#>O&!#$& >$#$"$&%$% >$#!!>?!%$ >$#=>?#&>!

""

可以看到"随着双勒让德多项式阶数!

N

$

Y

#的

增大"一维六方压电准晶圆盘的归一化频率逐步趋

向收敛
$

当
NHYH>%

时"声子场和相位子场前四

阶模态已经全部收敛
$

此外"各个模态的收敛速度不

一致"比如"当
NHYH?

时"声子场前三阶模态收

敛"相位子场则是前四阶模态已经收敛
$

为了保证后

面结果的收敛性"本文令
NHYH>%$

'$&

"

计算效率

如上所述"推导出所有数值积分的解析表达式"

可提高其计算效率
$

因此"这一小节分别对比了数值

积分和解析积分所用时间
$

当
N

和
Y

取不同值时"

表
&

给出了两种计算方法所需时间
$

本次计算所使

用的电脑配置
'K/

为%

>>RLT<;);R<8

!

0

#

'7G<

!

]5

#

D&@>>#&T=

!

$9!%T(Z

"

$9!$T(Z9

可以看

到"使用解析积分"能够大大提高计算效率"计算效

率的提高可达
??k

以上
9

此外"对于数值积分"阶数

较大时"需要几天甚至更长时间"比如"当
NHYH=

时"计算时间超过
#

天
$

'$'

"

径高比"

,

#

M

$对归一化频率的影响

这一小节分析压电圆盘的径高比!

,

&

M

#变化对

+
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表
)

"

解析积分与传统数值积分的计算时间对比

]QX8<&

"

'7F

Y

QGDE7;7[B7F

Y

:RQRD7;RDF<X<Ra<<;Q;Q8

U

RDB

D;R<

W

GQRD7;Q;SB7;M<;RD7;Q8D;R<

W

GQRD7;

NHY

解析法!

E

# 传统法!

E

# 计算效率

! >9&=O >=O!&9" ??9??>k

& #9!%" !O"=#9! ??9??#k

" "9=%! >>#?=% ??9??!k

= >"9& #$#O?# ??9??&k

O $=9#&?

& &

? !O9#$?

& &

>% ="9%%>

& &

归一化频率的影响"其中
,

为圆盘直径"

M

为圆盘

厚度
$

首先"令
,H$%FF

保持不变"

M

逐渐减小"

分别计算得到前四阶声子模态和前四阶相位子模态

的归一化频率如表
"

和表
=

所示
$

""

这里定义归一化频率的变化率
0

A

如下所示%

0

A

H

/

A

I

/

>

/

>

j>%%k

!

$"

#

其中"

/

A

表示径高比!

,

&

M

#值为
A

时归一化频率"

/

>

表示径高比!

,

&

M

#值为
>

时归一化频率
$

由表
"

和表
=

数据变化可以看出"随着径高比

!

,

&

M

#的增大"声子和相位子模态的归一化频率均

增大"且相应的变化率显著增大
$

二者对比来看"相

表
*

"

当径高比"

,

#

M

$变化时!前四阶声子模态的归一化频率

]QX8<"

"

*7GFQ8DZ<S[G<

b

:<;BD<E7[RL<[DGER[7:G7GS<GE7[

Y

L7;7;F7S<EQESDQF<R<G@R7@L<D

W

LRGQRD7MQG

U

第一阶 第二阶 第三阶 第四阶

,

&

MH>

/

>

%9>"$$!>"% %9$%#"=%"> %9$!$!&$&% %9#>="$O%>

0

>

% % % %

,

&

MH#

/

#

%9$>=>&##O %9!&>>>$"> %9!?"#&>>& %9&&$O$"O%

0

#

##9O!"k >$>9!?>k >%!9=$>k =!9%!?k

,

&

MH&

/

&

%9$>O==#?% %9&O>#?O$% %9="%!"?%O %9O>$=O>"%

0

&

#!9O!&k >O&9!"%k $>#9"&=k >&&9O?>k

,

&

MH=

/

=

%9$>?>"!"$ %9&?>"!?=> %9?>#!&O!# >9%&O$>"$O

0

=

#&9%O&k >?%9!?#k $="9=&Ok $##9>"$k

,

&

MH?

/

?

%9$>?#>O?& %9&?!&O!%$ %9?#"%#>#% >9$#"O?$&!

0

?

#&9>O%k >?>9?#!k $O"9%"Ok $O?9!>&k

表
M

"

当径高比"

4

#

(

$变化时!前四阶相位子模态的归一化频率

]QX8<=

"

*7GFQ8DZ<S[G<

b

:<;BD<E7[RL<[DGER[7:G7GS<GE7[

Y

LQE7;F7S<EQESDQF<R<G@R7@L<D

W

LRGQRD7MQG

U

第一阶 第二阶 第三阶 第四阶

,

&

MH>

/

>

%9>#>O&##& %9>?!$!#&$ %9$?$O$>$% %9#?&O#&&%

0

>

% % % %

,

&

MH#

/

#

%9#?&&"$%% %9!$%&$?%> %9!=!%?!=" %9&!=O$?!?

0

#

$%%9%%>k >>"9!?"k ">9?%"k #O9#?Ok

,

&

MH&

/

&

%9"&?$=>"$ %9"=!&!"O$ %9=%?>O">% %9="%!"?%O

0

&

!%%9%%!k $!=9$"?k >!$9>?>k ?$9>>=k

,

&

MH=

/

=

%9?$$?O$$# %9?##?&#"! %9?&?$=%#& %9??=="$>#

0

=

"%%9%%=k #O%9O>"k $$=9&?"k >&$9%"&k

,

&

MH?

/

?

>9>O""?!=O >9>?&$!>=O >9$>&>$?!# >9$!&=&$>>

0

?

O%%9%>>k &>&9##$k #>!9?=#k $>!9=>&k
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位子模态的归一化频率变化相对较大"尤其是在高

,

&

M

值时"变化率显著)而声子模态的归一化频率变

化率相对较小"且逐渐趋于稳定
$

此外"随着径高比

!

,

&

M

#的逐渐增大"声子和相位子模态各阶数的归一

化频率呈现不均匀的上升趋势"声子模态下的归一化

频率上升变化率逐步放缓"但相位子模态下的归一化

频率上升变化率速度迅速增大
$

综合来看"与声子模

态相比"径高比!

,

&

M

#对相位子模态的影响更为显

著"且高阶模态对径高比!

,

&

M

#的变化更为敏感
$

当径高比变化时"图
#

给出了第一阶声子模态

和相位子模态的归一化频率
$

其他模态的变化趋势

相似"不再给出图示
$

声子模态和相位子模态的归一

化频率均随着径高比!

,

&

M

#的增大而增大"但是声

子模态出现明显拐点"相位子模态线性增加
$

这是因

为声子模态的振动模式受径高比变化的影响"在径

高比达到某个值时触发振动模式的转变'

$%

(

$

相位子

模态的线性增加表明其动力学受均匀应变场支配"

其归一化频率正比于相位子波速与相位子波矢的乘

积
$

其中"相位子波速为根号下相位子弹性常数与准

晶体密度的比值"在本文中为常量"相位子波矢在本

文中可等效为圆盘厚度的倒数"因此"相位子模态的

归一化频率随径高比线性增加'

>&

(

$

图
#

"

不同径高比!

,

&

M

#下第一阶声子和相位子模态的归一化频率

3D

W

9#

"

*7GFQ8DZ<S[G<

b

:<;BD<E7[RL<[DGER

Y

L7;7;Q;S

Y

LQE7;F7S<aDRLSD[[<G<;RSDQF<R<G@R7@L<D

W

LRGQRD7

图
!

"

不同声
@

相耦合系数下第一阶声子和相位子模态的归一化频率

3D

W

9!

"

*7GFQ8DZ<S[G<

b

:<;BD<E7[[DGER

Y

L7;7;Q;S

Y

LQE7;F7S<aDRLSD[[<G<;R

Y

L7;7;@

Y

LQE7;B7:

Y

8D;

W

B7<[[DBD<;RE

'$(

"

声
+

相耦合效应对归一化频率的影响

接下来"分析声
+

相耦合效应对一维六方压电

准晶圆盘归一化频率的影响
$

当声
+

相耦合系数变

化时"第一阶声子模态和相位子模态的归一化频率

+
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如图
!

所示
$

其他模态具有相同的变化趋势"不再给

出图示
$

可以看到"声子模态和相位子模态的归一化

频率随着声
+

相耦合系数的增大而减小"且斜率逐

渐增加"这是由于耦合效应导致系统发生动力学软

化和能量再分配
$

当耦合强度接近临界值时"系统的

动力学响应表现出显著的非线性特征"此时高阶非

线性耦合项影响变大"并主导频率重整化过程'

$>

(

$

此外"与声子模态对比"声
+

相耦合效应对相位子模

态的影响更为显著"这是因为相位子因依赖长程几

何约束和高维投影"其模态对局域扰动更敏感'

$$

(

$

(

"

结论

本文基于解析的双勒让德正交多项式方法"研

究了一维六方压电准晶圆盘结构的自由振动特性"

分析了声
+

相耦合效应和径高比对振动特性的影

响
$

根据上述数值结果"可得如下的主要结论%

!

>

#与传统的双正交多项式方法相比"解析的

双正交多项式方法的计算效率显著提高"提高率可

高达
??k$

!

$

#开发的有限元模型结果与理论计算结果

一致
$

!

#

#与声子模态相比"径高比!

,

&

M

#对相位子

模态的影响更为显著"且高阶模态对径高比!

,

&

M

#

的变化更为敏感
$

!

!

#声
+

相耦合效应致使声子模态和相位子模

态的归一化频率减小"并且对相位子模态的影响更

为显著
$
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